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J. A. Scnouren. Assoziative Zahlensysteme. 


Zur Klassifizierung der assoziativen Zahlensysteme. 
Von 


J. A. Scnouren in Delft. 


Einleitung 


I. Hauptbegriffe und Darstellungsweisen. 

Definition der Systeme. Gleichheit, Gestaltgleichheit, Isomorphie, Selbst- 
isomorphie, Aquivalenz der Systeme. Untergebiete und Untersysteme, 
begleitende Systeme. Idempotente und Nilpotente Zahlen. Teiler der 
Null und Modulus, Charakteristische Gleichung und Hauptgleichungen . 


Il. Die idempotenten Haupteinheiten und die Regelung des Systems 


in bezug auf eine Hauptreihe. 
Regelung des Systems in bezug auf eine idempotente Zahl. Erste Regelung 
des Systems in bezug auf eine Hauptreihe. Weitere Regelung der Ein- 
heiten geraden Charakters 
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III. Dic Scheidung der nilpotenten Einheiten in Haupteinheiten und 
Nebeneinheiten, und die Regelung des Systems in bezug auf ein 
Hauptquadrat. 

Bestimmung eines Hauptquadrats. Regelung des Systems in bezug auf ein 
Hauptquadrat. Urspriingliche Systeme, Quaternion- und Nichtquaternion- 
systeme. Geschichtliches 
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IV. Die durchgehende Selbstisomorphie der Systeme. 
Ersetzung eines Hauptquadrats durch ein anderes zur selben Hauptreihe. 
Allgemeine Form der idempotenten Zahl, und die verschiedenen mig- 
lichen Hauptreihen. Einfiihrung der Hauptreihen erster Art. Einfiihrung 
der Hauptreihen zweiter Art. Durchgehende Selbstisomorphie der Systeme. 
Vergleichung und Klassifizierung von Systemen. Zuriickfiihrung aller Systeme 
auf Nichtquaternionsysteme. Multiplikation von Systemen. Systeme ohne 
Modulus 
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VI. Die verborgenen Einheiten und die Zuriickftihrung aller Systeme Seite 
auf das urspriingliche. 


Allgemeines. Zuriickfihrung nach den Peirceschen Formeln. Beziehungen zu 
den verborgenen Einheiten Shaws. Die Skalarfunktion Tabers. Beziehun- 
gen der, urspriinglichen Systeme zu den Systemen der Praxis. ..... 49—66 


Einleitung. 


Héhere komplexe Zahlen kénnen auf zwei Weisen aufgefaBt werden. 
Entweder kann man eine solche Zahl deuten als eine abgekiirzte Bezeich- 
nung fiir m unabhiingig verinderliche gewéhnliche Zahlen in bestimmter 
Reihenfolge, also als das Symbol der Zuordnung » solcher Zahlen zu den 
n ersten Zahlen der natiirlichen Zahlenreihe*) oder man kann diese Zahlen 
auffassen als selbstiindige Objekte, die eigenen, von denen der Arithmetik 
verschiedenen Gesetzen unterliegen. 

Vom ersten, arithmetischen, Gesichtspunkte ist die Addition zweier Zahlen 
nur das Symbol fiir » gleichzeitig auszufiihrende Additionen, die Multipli- 
kation nur Symbol einer linearen Substitution in » Veriinderlichen, und die 
n Bezugseinheiten sind nur Zeichen zur Unterscheidung der Veriinderlichen. 
Vom zweiten, algebraischen, Gesichtspunkte (Algebra in erweitertem Sinne 
genommen) sind Addition und Multiplikation selbststiindige Verbindungs- 
weisen von Rechnungsobjekten, zu deren Definition die Angabe der Multipli- 
kationsgesetze(Distributivitaét, Kommutativitit, A ssoziativitiit usw.) geniigt.**) 

Beide Auffassungen haben ihre Berechtigung und ihre Grenzen; die 
Theorie der linearen Substitutionen ist, als solche, ohne in die Sprache der 
universellen Algebra iibersetzt zu sein, fiir Teilgebiete der Mathematik wie 
Gruppentheorie oder Matrizenrechnung von groBer Wichtigkeit, anderer- 
seits hat aber die direkte algebraische Betrachtungsweise hohe Bedeutung, 
insbesondere fiir diejenigen Systeme, die ihre Anwendung in Geometrie 
und mathematischer Physik gefunden haben. 

In Obereinstimmung mit diesen Auffassungen gibt es zwei Methoden 
die Theorie der assoziativen’ Systeme aufzubauen. Die erste macht ent- 
weder Gebrauch von den EKigenschaften der sce der kontinuierlichen 
Gruppen oder von denen der Matrizentheorie. In ihrer ersten Gestalt be- 
ruht sie auf dem zuerst von H. Poincaré***) angedeuteten, darauf von 
E. Study klargestellten Zusammenhang der Zahlensysteme mit den ein- 
fach transitiven projektiven Gruppen. Es sind hier namentlich die Arbeiten 

*) B. Russell, The principles of Mathematics, Cambridge (1903), S. 379. 

**) Vgl. fiir verschiedene Definitionen von Zahlensystemen L. E. Dickson, Defini- 
tions of a linear associative algebra by independent postulates, Trans. Amer. Math. 
Soc. 4 (1903), S. 21—26; On hypercomplex number systems, ebenda 6 (1905), 8. 344; 


J. B. Shaw, Synopsis of linear associative algebra, Washington (1907), S. 9 f. 
***) Sur les nombres complexes, Pomptes Rendus 99 (1884), 8. 740—742. 
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von F.Schur*), E. Study**), G. W. Scheffers***), T. Molien+), E. Cartan}+) 
zuerwahnen. Eigenschaften der Matrizentheorie verwendeten C.S. Peirce+++), 
E. Cartan*+), F.G. Frobenius *++) und J. B. Shaw*}+7+). Die zweite Methode 
arbeitet direkt mit den Zahlen selbst und macht keinen Gebrauch von 
Eigenschaften verwandter Gebiete der Mathematik. Sie wurde 1870 be- 
griindet von B. Peirce**+). Die Peircesche Methode wurde von H. E. 
Hawkes 1902**++) aufs neue durchgearbeitet und begriindet, wobei aber 
noch an einer Stelle von gruppentheoretischen Eigenschaften Gebrauch ge- 
macht wurde. Die an diese Arbeit anschlieBende Klassifizierungsmethode 
von H. E. Hawkes**}++) verwendet die Resultate beider Richtungen. 
H. Taber suchte 1904***+) ,to establish Peirce’s method without recourse 
to the theory of groups“ und gab in der Tat eine einheitliche direkte Be- 
handlung des Stoffes, dabei gebrauchmachend von einer von ihm einge- 
fiihrten Erweiterung des Begriffes Skalar der Quaternionentheorie. Seine 


*) Zur Theorie der aus n Haupteinheiten gebildeten komplexen GréBen, Math. 
Ann. 33 (1888), S. 49—60. 

**) Uber Systeme von komplexen Zahlen, Gétt. Nachr. (1889), 8. 237—268; Kom- 
plexe Zahlen und Transformationsgruppen, Leipz. Ber. 41 (1889), 8. 177—228; Uber 
Systeme von komplexen Zahlen. und ihre Anwendung in der Theorie der Transforma- 
tionsgruppen, Monatsh. f. Math. u. Phys. 1 (1890), S. 288—355; Rekurrierende Reihen 
und bilineare Formen, ebenda 2 (1891), S. 23—54. 

*“*) Zur Theorie der aus » Haupteinheiten ableitbaren héheren komplexen Zahlen, 
Leipz. Ber. 41 (1889), S.290—3807; Uber die Berechnung von Zahlensystemen, ebenda 
8. 400—457; Zuriickfiihrung komplexer Zahlensysteme auf typische Formen, Math, 
Ann. 39 (1891), 8. 293—390; Uber die Reduzibilitit komplexer Zahlensysteme, ebenda 
41 (1892), S. 60i—604; 8S. Lie, Vorlesungen iiber kontinuierliche Gruppen, herausgeg. 
von G. W. Scheffers, Leipzig (1903). 

+) Wher Systeme hiherer komplexer Zahlen, Matb. Ann. 41 (1892), S. 83—156. 

++) Les groupes bilinéaires et les systtmes de nombres complexes, Ann. de Tou- 
louse 12 (1898), 8. B. 1—99, namentlich Kap. I—IIJ, VIII, IX. 

+++) On the relative forms of the algebras, Am. Journ. Math. 4 (1881), 8. 221. 

*+) A. a. O. Kap. IV. 

*;+) Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen, Crelles Journ. 84 (1878), 
8. 1—63; Theorie der hyperkomplexen Gréfen, Berliner Ber. (1903), 8. 504—5387, 
634—645. 

*+++) Theory of linear associative algebra, Trans. Amer. Math. Soc. 4 (1903), 
S. 251—287; On nilpotent algebras, ebenda S. 405—422; a.8. 2 a. 0. 

**+) Linear associative Algebra, Lithographie (1870) und Amer. Journ. Math. 4 
(1881), 8. 97—227. 

**++) Estimate of Peirce’s Linear associative Algebra, Amer. Journ. Math. 24 (1902), 
S. 87—95: On hypercomplex number systems, Traris. Amer. Math. Soc. 3 (1902), 
8. 312—3830. 
**+++) Enumeration of non-quaternion number systems, Math. Ann. 58 (1904), 8. 361 
—879; On quaternion number Systems, ebenda 60 (1905), S. 437—447. 
***+) On hypercomplex number systems, Trans. Amer. Math. Soc. 5 (1904), 8. 509—548. 
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Betrachtungen gehen aber nicht bis zur Regelung eines Systemes in be- 
zug auf ein Hauptquadrat (vgl. S. 25) und umfassen also noch nicht 
das ganze bis jetzt bekannte Gebiet. Als letzte und, im Prinzip, der 
Materie in der Tat vollkommen angepaBte Behandlungsweise erscheint 
die Methode von J. H. Maclagan Wedderburn, der 1907*) unter An- 
wendung der schon bekannten Addition und Maultiplikation der Systeme 
(vgl. 8.39) und unter Hinzuziehung von Bezeichnungsweisen der Algebra 
der Logik, eine neue Darstellung der Systeme und ihrer Eigenschaften 
begriindete. In gewissem Sinne erinnert diese Darstellung an die Grab- 
mannsche Ausdehnungslehre, und wenn auch die jetzt vorliegende Form 
noch nicht alle Eigenschaften zum vollen Ausdruck bringt, so bildet sie 
doch die Grundlage zu einem natiirlichen Kalkiil der Systeme. 

Es ist die vorliegende Arbeit zunichst aus dem Bediirfnis hervor- 
gegangen, die assoziativen Systeme daraufhin zu untersuchen, ob und in- 
wieweit sich unter denselben noch andere fiir Zwecke der wirklichen Rech- 
nung in Geometrie und mathematischer Physik nutzbar machen lassen, 
als die bisher schon verwendeten. Dieses Bediirfnis war entstanden durch 
das Auffinden einer Reihe neuer, zur praktischen Rechnung mit geome- 
trischen GréBen verschiedener Ordnung brauchbaren Analysen, deren jede 
ein assoziatives Zahlensystem zur Grundlage hat.**) Es ergab sich dabei 
das in Kap. VI ausgesprochene Resultat, daB alle Systeme in besonderer 
Weise auf das Urspriingliche (vgl. 5. 25) zuriickzufiihren sind und es 
eben nur dieses urspriingliche System irgend einer Ordnung, oder dessen 
einfachste Untersysteme, besonders die Hauptreihe (vgl. 8. 19), oder deren 
Kombinationen sind, die im allgemeinen zur Verwendung gelangen werden, 
und daB nur in besonderen l'illen der Gebrauch anderer Untersysteme 
des urspriinglichen Nutzen bringen wird, ein Resultat, das in der Tat 
durch die in der Praxis verwendeten sowie durch die neu gefundenen 
Analysen vollends bestiitigt wird. Bei der Untersuchung hatte sich nun 
weiter gezeigt, daB es méglich war, auf direktem Wege auch zu den 
Hauptquadraten und der Regelung der Systeme in bezug auf dieselben 
zu gelangen. Ferner ergab sich bei der AWleitung eine bisher unbe- 
achtete Eigenschaft, das Prinzip der durchgehenden Selbstisomorphie der 
Systeme, das sich als die eigentliche Grundlage der bisher unzuliinglich 
begriindeten, aber an sich richtigen Hawkesschen Klassifizierangsmethode 
erwies. So entstand die weitere Aufgabe, alle die wichtigsten Kigen- 
schaften der Zahlensysteme, samt der Klassifizierungsmethode Hawkes und 
ihrer Begriindung in eine nach der direkten Mcthode abgefaBte, einheitliche 


*) On hypercomplex numbers, Proc. Lond. Math. Soc. 6 (1901), 8. 77. 


**) Vgl. die im Verlage von .B. G. Teubner erschienene Arbeit des Verfassers: 
Grundlagen der Vektor- und Affinoranalysis“. 
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Darstellung zu bringen, wobei es zugleich méglich sein muBte, das Ganze 
so zu gestalten, daB dasselbe sich zur schnellen und leichten Einfiihrung 
in die Theorie der assoziativen Zahlensysteme eignete. Denn gerade diese 
Méglichkeit bildet einen der Vorziige der direkten Methode. Um eine, 
jedem ohne weiteres geliufige Methode der Darstellung zu erzielen, ist 
von dem neuen Maclagan-Wedderburnschen Kalkiil grundsiitzlich kein Ge- 
brauch gemacht worden, es wird aber gewiB von grofem Interesse sein, 
auch die hier erhaltenen Resultate, namentlich das Prinzip der durch- 
gehenden Selbstisomorphie in das Gewand dieses Kalkiils zu kleiden. 
Dies alles ist in den Kapiteln I—IV untergebracht, an welche sich 
Kapitel VI unmittelbar anschlieBt. Die Beweise der Theoreme sind in 
diesem Teile dem Zwecke gemiB alle vollstiindig angegeben, mit einer 
Ausnahme, Theorem V. Die sogenannten Gleichungen der Systeme, die 
in der direkten Methode nicht als Grundlage der Betrachtungen auftreten, 
wurden vollstiindigkeitshalber in Kapitel V besprochen; indem sie sofort 
zu den schon geregelten Systemen in Beziehung gesetzt wurden, war es 
méglich, namentlich durch Anwendung des Prinzips der durchgehenden 
Selbstisomorphie, ihre Eigenschaften, ihre Beziehungen und ihre Form bei 
verschiedenen Systemen, in sehr einfacher Weise abzuleiten. 

Zur Klassifizierung der nilpotenten Systeme (vgl. 8S. 19), die letzte 
terra incognita* unseres Gebietes, wurden keine weiteren Beitriige ge- 
liefert, nur ergab sich indirekt, daB, da jedes solche System als ein 
urspriingliches aufgefaBt werden kann, aus welchem zumindest die ganze 
Hauptreihe verschwunden ist, von einer weiteren Klassifizierung, die 
allerdings rein mathematisch betrachtet eine interessante Aufgabe bleibt, 
fiir das praktische Rechnen mit héheren Zahlen nichts erwartet werden 
kann. 

Die Systeme, wo der Zahlkérper der Koordinaten nicht der der ge- 
wéhnlichen komplexen Zahlen ist, wurden nicht beriihrt. Solche weiteren 
Annahmen beziiglich dieses Zahlkérpers eréffnen ein ganz neues Feld der 
Untersuchung, auf welchem namentlich in letzter Zeit wichtige Arbeiten 
zu verzeichnen sind, welches sich aber gegen das uns hier interessierende 
scharf abgrenzt.*) 





*) E. Cartan a. 8. 3 a. O. Kap. VII; H. Poincaré, Sur l’intégration algébrique des 
équations linéaires et les périodes des intégrales abéliennes, Journ. des Math. Sér. 5 
vol, 9 (1903), S.139—213; J.B. Shaw, Algebras defined by finite groups, Trans. Amer. 
Math. Soc. 5. (1904), S. 326—342; L. E. Dickson a, S. 2 zweitang. O.; Linear algebras 
in which division is always uniquely possible, Trans. Amer. Math. Soc. 7 (1906), 
S. 370; On commutative linear algebras in which division is always uniquely possible, 
ebenda 8S. 514; F. G. Frobenius a. 8.3 erstang. O.; C.S. Peirce a. 8.3 a. 0. 
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I. Hauptbegriffe und Darstellungsweisen. 


Definition der Systeme. » Elemente ¢,,---,¢,, die einer eindeu- 
tigen kommutativen und assoziativen Verkniipfungsweise, +, mit eindeu- 


tiger Umkehrung, —, unterliegen, formen ein Gebiet mit numerischer 
Addition, +,.und Subtraktion, —.*) 
Werden 
& + 4, 6+ 6, +&,°°° 


und 

(e+¢e+ vee) + (e,+e,+ ++) 

(e+¢,+ +++) + (e,+¢e,+ +), eee 
dargestellt durch die Verkniipfungen 

2e,—~ 6,2, 3e,—e¢,3, --- 
bzw. 
2(e,+e,+ vee) = (e+e,+ -+-)2 ws . ¥*) 

dann ist die neue, hierdurch definierte Verkniipfung von ganzen Zahlen 
mit Elementen in bezug auf die erstdefinierte Addition und Subtraktion 


vor- und nachdistributiv, und in Verbindung mit der Multiplikation von 
gewohnlichen Zahlen assoziativ. 


Ubertrigt man diese Eigenschaften auf die Zahlen eines beliebigen 
Zahlkérpers F, so erscheint als allgemeine Kombination von Elementen 
und gewéhnlichen Zahlen: 

1---n 
Se. 


wo die § beliebige Zahlen des Kérpers F’ sind. 
Sind insbesondere keine anderen Werte der £ angegeben, die der 


Gleichung a 
Sia-0 
é 


%=—%=—---=—2z,=0, 


geniigen, als 


so sind die » Elemente ¢,,---,¢, linear unabhingig im Bereiche des Kér- 
pers / und kénnen als Einheiten angenommen werden. Die Zahlen £ 


*) H. GraBmann, Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig (1844), 8.7; A. N. 
Whitehead, A Treatise on Universal Algebra, Cambridge (1898), S. 30. 

**) Diese Zuordnung ist stets médglich, wenn die Umkehrung eindeutig ist, im 
anderen Falle entsteht fiir a—a-+a > Ss a numerische Addition der Algebra der 
Logik. A. N. Whitehead a. a. O. 
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werden dadurch als Koordinaten gefaBt und das Gebiet simtlicher Zahlen, 
die sich aus ¢,,---,e, ableiten, ist ein Gebiet n*” Stufe.*) 
Die Kombination 


(1) oe See - Ss, 


ist eine Zahl innerhalb dieses Gebietes, wenn die — in F' enthalten sind. 
Fiir F wird hier ferner, wo nicht ausdriicklich das Gegenteil vermerkt 
wird, der Kérper der gewéhnlichen komplexen Zahlen gewiihlt. 

Das Charakteristische irgend einer Multiplikation ist die Eigenschaft, 
vor- und nachdistributiv zu sein in bezug auf irgend eine andere Ver- 
kniipfungsweise, die hay Addition rues wird.**) Die Multiplikation 


zweier Zahlen 2 = by und y= > 9,¢, gentigt also jedenfalls der 
Gleichung: 

1---m 
(2) xy = > binges 

iJ 


Zur Bestimmung eines Produktes geniigt also das Bekanntsein aller ein- 
zelnen Produkte von Einheiten. Fiihren diese Produkte immer wieder in 
das Gebiet zuriick, d.h., ist 


1---a 
(3) 6,¢,— > Viger 

k 
wo die y Zahlen des Zahlkérpers F' sind, so heiBt die Multiplikation 
eine lineare und das Gebiet ein geschlossenes System oder kurz System in 


bezug auf diese Multiplikation. Die n* Konstanten der Multiplikation ge- 
niigen, falls dieselbe assoziativ sein soll, den n* Gleichungen 


cute 
(4) Zz (YinePere— Vere Vaet) =0 (i, k, 1, t, = z, ney n) 


Die Lisung dieser Gleichungen, die zu allen méglichen Systemen fiihren 


‘wiirde, ist schon bei n =3 mit uniiberwindlichen Schwierigkeiten ver- 


bunden. Es sind daher andere Methoden zur Klassifizierung ausgebildet 
worden. Dabei treten folgende Hauptbegriffe und Darstellungsweisen in 
den Vordergrund. 


*) H. GraBmann, Die Ausdehnungslehre, Berlin (1862), S. 16. 
*) Von Multiplikationen, die nur einem der beiden distributiven Gesetze ge- 
horchen, wird hier abgesehen. 
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Gleichheit, Gestaltgleichheit, lsomorphie, Selbstisomorphie, 
Aquivalenz der Systeme. Ein System wird dargestellt durch seine Mul- 
tiplikationstabelle, z. B. 





Fal O & & %& 
414 q@ 9 0 
@Q&1/9 0 a4 & 


@igq¢ 0 0 








4|09 0 eg & 





Der Pfeil, der die Richtung der Multiplikation angibt, und die Randangaben 
werden, wo Undeutlichkeit ausgeschlossen ist, meist fortgelassen. 

Fiihrt man statt der m urspriinglichen Einheiten durch eine lineare 
Substitution » andere linear unabhiingige Zahlen als Einheiten ein, so an- 
dern sich auch die Konstanten y, und die Multiplikationstabelle nimmt 
eine andere Gestalt an. Wir nennen aber die beiden erhaltenen Systeme 


gleich, 2. B.: 








& & ee 

P 1% &% 41% & 
, , , 

€y| & —& 1% & 




















Vermége der Substitution: 


=e, & =eV—1, 
werden diese Systeme gleich und gestaltgleich. 
Zwei Systeme heiben isomorph oder formgleich, wenn sie der Form 
der Tabelle nach gleich und gestaltgleich, den Einheiten nach aber ver- 
schieden sind, z. B.: 








4 & Gq % 
ee} & if €& | & O 
@| 0 «& | 0 4 




















Ein System ist in zwei verschiedenen Gestalten selbstisomorph, wenn die 
beiden Gestalten formgleich sind, z. B.: 








4% % & Cy’ by eye 
1% @& 0 O e, |e, e,' 0 O 
2/9 0 & & e|0 0 e' «’ 
@;|@ & 9 O é; | @ ¢ 0 O 
&|9 0 & & fh eaiv 04 «& 
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vermége der Substitution: 


& =e +4, 
, 
€y = &, 
, 
l= —&—-& tata, 


, 


Cy = &— e,. 

Die Selbstisomorphie ist fiir die Klassifizierang der Systeme besonders 
wichtig. 

Zwei Systeme heiBen dquivalent, wenn es méglich ist, dieselben durch 
lineare Substitution isomorph zu machen. 

Untergebiete und Untersysteme, begleitende Systeme. Alle 
Zahlen, die aus m voneinander unabhiingigen Zahlen des Systems linear 
ableitbar sind, formen zusammen ein Untergebiet m** Stufe.*) Fiihrt jede 
Multiplikation von Zahlen eines Untergebietes wieder in das Untergebiet 
zurtick, so heibt dasselbe Untersystem. Fiihrt jede Multiplikation einer Zahl 
eines Untersystems mit einer Zahl des Hauptsystems wieder in das Unter- 
system zurtick, so heift letzteres ein invariantes Untersystem.**) Fihrt 
man in die Tabelle des Hauptsystems m unabhiingige Zahlen eines Unter- 
systems m‘* Stufe als erste m Einheiten ein, so erhilt die Tabelle in 
den beiden letzten Fallen die Form: 






































ey Cm Cm+1 Ce e en Cm +1 eC, 
1] Zahlen des “1 
Unter- Zahlen des Untersystems 
systems 
€19°* *y mn 
1 ** Cm b . 
Cn @Z.: €, 
Cm +1 Cm +1 
Zahlen des Systems Zahlen des 
Systems 
C9 °°*y Op y 
Cry" Oy 
e, Cn 
€,,°°*,@, Untersystem. €,,°**, é,, invariantes Untersystem. 


Kann ein System in zwei invariante Untersysteme zerlegt werden, die 
keine Zahlen gemein haben und zusammen alle Zahlen des Systems be- 
stimmen, so ist das Produkt einer Zahl des ersten mit einer Zahl des zweiten 


*) H. GraBmann a. 8.7 a. O.; J. H. Maclagan Wedderburn a. 8. 4 a. O. S. 82; 
A. N. Witehead a. 8. 6 a, O. 8. 128. 

**) Halbinvariante Untersysteme, das sind solche, die nur bei Multiplikation als 
Vorfaktor oder nur als Nachfaktor invariant sind, sind behandelt worden von J. H. 
Maclagan Wedderburn a. 8. 4 a. O. S. 113. 
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Untersystems stets null, und das System heiBt reduzibel.*) Die Tabelle 
eines solchen Systems laBt sich folgendermaBen gestalten: 


ey en en +1 Cn 





Zahlen des 


Untersystems 
Cy" * 7 Om 


Null 





Null 


Zahlen des 
Untersystems 


Cm+i2***s &n 














Da dieselbe also durch einfache Zusammensetzung von Tabellen niederer 
Ordnung erhalten werden kann, brauchen die reduzibelen Systeme zum 
Zwecke der Klassifizierung nicht untersucht zu werden. 

Hat man ein invariantes Untersystem und betrachtet man die nicht 
za diesem gehérenden Einheiten fiir sich, dabei in den Produkten alle 
Glieder, die sich aus ¢,,---,¢,, ableiten, fortlassend, so erhalt man eine 
neue Tabelle fiir ¢,,,,,---,¢,- Diese Tabelle geniigt, wie leicht nach- 
weisbar, dem assoziativen Gesetz und stellt also wiederum ein System dar. 
Molien**) nannte dasselbe ein begleitendes System des Hauptsystems. Zu 
jedem invarianten Untersystem gesellt sich also ein begleitendes System. 


*) In der amerikanischen Literatur sind auch noch sogenannte halbreduzibele 
Untersysteme untersucht worden: S. Epsteen, On the definition of reducible hyper- 
complex number systems, Trans. Amer. Math. Soc. 5 (1904), 8. 105— 109; 8. Epsteen 
and H. B. Leonard, On the definition of reducible hypercomplex number systems, Amer. 
Journ. Math. 27 (1905), 8. 217—242, 381; S. Epsteen and J. H. Maclagan Wedder- 
burn, On the structure of hypercompfex number systems, Trans. Amer. Math. Soc. 6 
(1905), 8S. 172—178. Es gibt zwei Arten, die erster Art sind identisch mit den Sy- 
stemen mit einem invarianten Untersystem, die zweiter Art\geniigen iiberdies der Be- 
dingung, da8 bei geeigneter Wahl der Einheiten in der Tabelle eines der beiden 
seitlichen Rechtecke nur Null enthalt. Die halbreduzibelen Systeme korrespondieren 
mit den reduzibelen Gruppen der Gruppentheorie; vgl. A. Lowy, Uber die Reduzibi- 
litaét der Gruppen linearer homogener Substitutionen, Trans. Amer. Math. Soc. 4 (1903), 
8. 44—64. Fiir die Klassifizierung ergeheinen dieselben weniger wichtig. 

Die Forderung, da6 die Teilsysteme keine Einheiten gemeinsam haben sollen, 
ist aufgestellt von G. W. Scheffers a. 8.3 drittang. 0. S. 317. B. Peirce hatte 1870 
eine Definition fiir ,mixed systems“ aufgestellt, ohne diese Forderung, diese Peirce- 
sche Definition hat sich jedoch als weniger niitzlich erwiesen: a. 8.3 a.0., vgl. 
H. E. Hawkes, a. 3 erstang. O. 8. 87—95. 

*) A. 8.3 a. O. 
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Idempotente und nilpotente Zahlen. Eine besonders einfache 
Form eines Untersystems ist eine Zahl, die ihr eigenes Quadrat ist; solche 
Zahlen heiBen idempotent*), sie spielen bei der Klassifikation eine groBe 
Rolle. Nilpotent ist jede Zahl, von der irgend eine Potenz null ist. Ist 
insbesondere die zweite Potenz null, so heiBt die Zahl direkt nilpotent**), 
sie bildet dann ebenfalls ein Untersystem fiir sich. 

Teiler der Null und Modul. Im allgemeinen ist es méglich, 
daB in einem Systeme Produkte vorkommen,‘die null sind, ohne daB einer 
der Faktoren null ist. Die Faktoren heifen dann Teiler der Null. Es gibt 
nur wenige Systeme, die auBer Null selbst keine Teiler der Null ent- 
halten, alle anderen weichen in diesem wesentlichen Punkte von den 
Regeln der gewéhnlichen Arithmetik ab. Besonderes Interesse bieten die- 
jenigen, bei denen wenigstens nicht alle Zahlen Teiler der Null sind. 
Ist x kein Teiler der Null, so geniigt nur ein y der Gleichung: 

= zy, 
und dasselbe gilt fiir 
e=yt, 


wo ¢ beliebig, es ist also der Quotient ~ und ebenso & eindeutig bestimmt. 
Sei der Quotient 


< = M, 
-£ 
also ‘ 
z= Mz, 
so ist, da jede Zahl z des Systems in der Form zy geschrieben werden kann: 
z= Mz. 


Ferner lehrt das assoziative Gesetz, daB 
(¢M)x = 2(Mz) = ez, 
also, da x kein Teiler der Null ist: 
eM=z. 


*) Die Namen ,,idempotent*, ,,nilpotent* sind von B. Peirce (a. 8.3 a. 0.). Es 
erscheint schwierig, die Bezeichnung ,,idempotent zu iibersetzen. F. G. Frobenius, 
der ,,Grundzahlen* nennt, was hier als ,,Einheiten‘‘ angesprochen wird, benutzt die 
Bezeichnung ,,Einheit fiir jede idempotente Zahl (a. 8S. 3 zweitang. O. 8S. 638). 
In gewisser Beziehung hat er darin recht, ist doch das Idempotentsein eine der 
charakteristischen Eigenschatten der gewdhnlichen Einheit, es hat aber auch einen 
Vorzug, gerade die zufalligen Grundzahlen, worauf die Rechnung sich aufbaut, ,,Ein- 
heiten“ zu nennen, und insbesondere bei den praktischen Systemen (Vektoranalysis, 
Quaternionen usw.) wird man dies schwerlich anders kénnen, da doch diese Grund- 
zahlen tatsiichlich als Einheiten dem Messen von Strecken verschiedener Richtungen 
zugrunde gelegt werden. 

**) Der Ausdruck ist hier eingefiihrt, weil die Unterscheidung spiter oft vor- 
kommt und eine geeignete Bezeichnung fehlte. 
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Es existiert also in Systemen dieser Art stets eine und nur eine Zahl, 
die sich bei Multiplikation mit jeder anderen Zahl des Systems verhiilt 
wie die Zah] Eins bei der multiplikativen Verkniipfung von gewéhnlichen 
mit héheren Zahlen.*) Diese Zahl ist der Modul des Systems, es ist 
hervorzuheben, daB derselbe keineswegs identisch ist mit der gewéhnlichen 
Zahl Eins, da die Verkniipfungsweisen in beiden Fallen verschieden gind. 
Soll die Gleichung 
e=ary 

oder 


1---n 
b= D>) rgbiry (k—=1,---,n) 
i,j 


nach x oder nach y lésbar sein, so diirfen die beiden Determinanten 


l---n | 1---n 
(5) A= Pa , &‘= PN 


j,k =1,---,m i,k=1,--+,m 


| 

nicht identisch null sein. Fiir ein System mit Modul gesellt sich also 
zu den in den Formeln (1), (2), (3) und (4) niedergelegten Grundregeln 
die Regel: 

(6) A+#0, A +0. 


Ist in einem Systeme mit Modul z ein Teiler der Null, so werden beide 
Determinanten A, und A,’ Null, und umgekehrt.**) Die Gleichungen 
(7) 4.=0, A/=0 
bestimmen also jede alle Teiler der Null des Systems.***) 

*) G. W. Scheffers a. S. 3 erstang. und drittang. O.; E. Study a. 8S. 3 erst- 
ang. O. 

**) Nennt man « einen rechtsseitigen Teiler der Null, wenn es eine Zahl y gibt, 
so dab 4 

ry = 0, 
und einen linksseitigen, wenn eine Zahl y vorhanden ist, so dah 
yx=0, 

so lassen sich die hier angegebenen Eigenschaften folgendermaBen noch niaher prii- 
zisieren. Sind nicht alle Zahlen des Systems rechtsseitige Teiler der Null, so gibt es 
im System eine Zahl mit rechtsseitigen Moduleigenschaften. Ebenso links. Gibt es 
im System eine Zahl, die weder rechtsseitiger noch linksseitiger Teiler der Null ist, 
so enthilt das System einen Modul. In diesem und nur in diesem Falle ist jeder 
rechtsseitige Teiler der Null auch linksseitiger und die beiden Gleichungen (7) haben 
dieselben Wurzeln. Vgl. G. W. Scheffers a. 8. 3 drittang. O. und fiir Systeme mit 
halbseitigen Teilern der Null: L. E. Dickson, Definitions of a linear associative algebra 
by independent postulates, Trans. Amer. Math. Soc. 4 (1903), 8. 21—26. 

*) G. W. Scheffers a. S. 3 erst- u.\drittang. 0.; E. Study a. S. 3 erstang. O. 
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Wir betrachten zuniichst nur Systeme mit Modulus, die anderen er- 
geben sich dann spiiter in einfacher Weise. 

Charakteristische Gleichung und Hauptgleichungen.*) Da 
das System nur unabhiingige Zahlen besitzt, besteht notwendig fiir jede 
Zahl x eine Gleichung der Form: 


(8) w+ a,a-'+---+a,27+4,M=0, 

wo M der Modul und k<n. Die Koeffizienten a,, ---, a, sind ge- 
wohnliche Zahlen, die Funktionen der Koeffizienten &,,---, & sind. Die 
Gleichung niedrigsten Grades, die fiir jede Zahl des Systems gilt, heiBt 


die charakteristische Gleichung in x des Systems. 
Dieselbe lit sich in Faktoren zerlegen: 


(9) (x — uM)" +» -(@— 4, MY, 


WO U,--*, U, die w,, bzw. uy,---, w,-mal vorkommenden Wurzeln der 
Gleichung: : 
(10) ub +au'-'+.---+a,_u+a,=—0, 
der charakteristischen Gleichung in u des Systems sind. Die Faktoren sind 
siimtlich Teiler der Null und zusammen stellen sie, wie Scheffers bemerkte, 
alle Teiler der Null dar, die in die Form 
z—uM 

eingehen kénnen, wo « eine beliebige bestimmte Zahl des Systems und 
u eine gewohnliche Zahl ist.**) 

Da die Teiler der Null die beiden Determinanten A und A’ ver- 


schwindeu lassen, ergeben sich alle Zahlen uw, die in dieser Weise Teiler 
der Null bilden kénnen, aus: 


1---n 
(11) A.-ux = > Min b- uM,) 
jk=— 1,---,m 


und ebenfalls aus: 


1-- mm 
(12) A.- x= 2 Yage(y— 4M) | 


| i,k=1,---,m 


*) Vgl. fiir die Namen dieser Gleichungen bei verschiedenen Autoren J. B. Shaw 
a. 8.2 a. O. S. 22. 

*) Deutet man die Koeffizienten £ als Koordinaten eines n-dimensionalen Raumes, 
eo korrespondiert mit jeder Zahl des Systems ein Punkt dieses Raumes. Die Fak- 
toren der charakteristischen Gleichung in a stellen dann siimtliche Teiler der Null 
dar, die sich auf der Strecke durch « und M befinden. Vgl. G. W. Scheffers a. 8. 3 
drittang. 0. S 301f. 
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wenn 


M= S tty, = Su, 


Die Determinanten lassen sich einfacher schreiben: 


1--+m 1e-+m 
Dy mnk— Drab 





(18) Preper a ) 
> Mark > rib — 4+ 
1---n Sascm ” | 
> nrnh—4 > rank | 
(14) 


Ac-umw = | 4" 1---n ; 
> rssh > rab 4 
| J j 


da allgemein: 


~~ iY fir j=—k 
Dre, 0 fir j+k, 


~~ w.—!{) fir i’ 
Pa ar fir i-+k. 

Die Gleichungen (13) und (14) nennen wir die erste und zweite 
Hauptgleichung in u des Systems, beide sind Gleichungen n“” Grades in u, 
die jede, nach dem vorangehenden, s” verschiedene Wurzeln haben, die 
identisch sind mit den s” verschiedenen Wurzeln der charakteristischeren 
Gleichung (10). Kommt eine Wurzel w, in (10) w,-mal, in (13) 4,-mal 


und in (14) »,-mal vor, so ist jedenfalls u,< A, und u,<-y, (8). Die 
beiden Hauptgleichungen lassen sich offenbar auch in 2 schreiben.*) 


*) Die Beziehung zwischen charakteristischer Gleichung und Hauptgleichungen 
wurde zuerst angegeben durch G. W. Scheffers a. S. 3 drittang. O. S. 303; er benutzte 
namentlich erstere. Cartan a. 8. 3a. O. riickte die Hauptgleichungen in wu in den 
Vordergrund seiner Betrachtungen und nannte dieselben ,,équation scharactéristiques“. 
Beide Gleichungsarten sind fiir die Systeme gleich wichtig. 





a ee) ae ee ee fl i 


., ~~ =- «® 
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II. Die idempotenten Haupteinheiten und die Regelung 
des Systems in bezug auf eine Hauptreihe. 
Regelung des Systems in bezug auf eine idempotente Zahl. 


Enthalt ein System eine idempotente Zahl ¢,,, so léBt sich jede andere 
Zahl x des Systems in vier Teile teilen: 

1) %; = 6,,%6;, 

2) vy = €,,(% — 2e,,) 

3) 4 = (@—&,%) &, 

4) 4% = 2% — 6% — LE, + 6,26, 


(15) 


die offenbar den Bedingungen geniigen: 


1) Wg yg = Ce Lig = Ly 


(16) 2) 454%; = 0 C%iy = Uz 
3) Ui = %, C,%,, = 0 


aii 
4) D5 yCi5 = Chay = 0. 
Einige dieser Teile kénnen Null sein. Verteilt man alle zuerst gegebenen 
Einheiten des Systems in dieser Weise, so ist eine Anzahl von wenig- 
stens » und héchstens 4” Zahlen entstanden, die in 4 Klassen zerfillt. 
Es kénnen unter diesen Zahlen nur » unabhiingige vorhanden sein, da 
nun aber eine Zahl irgend einer Klasse offenbar nie linear abgeleitet wer- 
den kann aus Zahlen anderer Klassen, gibt es innerhalb jeder Klasse eine 
bestimmte Anzahl unabhiingiger Zahlen. Wir haben also den Satz erhalten: 

Theorem I. In einem System kann man die Einheiten so wiihlen, 
dap sich jede einzelne in bezug auf irgend eine idempotente Zahl in einer 
von 4 Klassen befindet, deren jede einer besonderen Multiplikationsregel in 
bezug auf die idempotente Zahl gehorcht. Die Anzahl der Einheiten in jeder 
Klasse ist bei gegebener idempotenter Zahl eindeutig bestimmt.*) 

Beziiglich der Produkte der Einheiten, die verschiedenen oder derselben 
Klasse angehéren, folgt aus dem assoziativen Gesetz, daB ein Produkt ent- 
weder Null ist oder der Klasse angehért, die folgender Tabelle zu ent- 
nehmen ist: 





123 4 
1};1 2 0 0 
2}/0 01 2 
31/3 4 0 0 
41/0 0 3 4 














*) B. Peirce a. 8. 8 a. O. 
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Jede Zahl der zweiten oder dritten Klasse ist also direkt nilpotent. e,, ge- 
hort selbst in die erste Klasse. Unter den Zahlen der ersten oder vierten 
Klasse kénnen sich noch weitere idempotente Zahlen vorfinden. Gibt es 
eine solche z in der ersten Klasse, so fiihre man eine neue Einheit ein, 
€,,—£, dieselbe ist, wie ersichtlich, idempotent. Regelt man nun das 
System in bezug auf diese neue Einheit, so bleiben alle Zahlen, die in 
Klasse 4 waren, in derselben Klasse, dazu gesellt sich die idempotente 
Zahl xz. In Klasse 1 bleiben alle Zahlen, die aus den zuerst in Klasse 1 
vorhandenen Zahlen, ausgenommen 2, ableitbar sind, es kénnen keine 
dazu kommen, da, wie aus der Tabelle hervorgeht, nie Zahlen, die auch 
Einheiten der Klassen 2, 3 oder 4 in bezug auf e;, enthalten, in Klasse 1 
in bezug auf e,,— z sein kénnen. Enthiilt das System nun wiederum eine 
idempotente Zahl in Klasse 1 zu e,,— x, so kann man dasselbe Verfahren 
anwenden usw., bis in Klasse 1 nur noch eine idempotente Zahl e,, tibrig- 
bleibt, und alle anderen idempotenten Zahlen des Systems, die sich iiberhaupt 
in einer Klasse zu e,, befinden, in Klasse 4 sind. Die Zahlen in Klasse 4 formen 
ein Untersystem des gegebenen, dasselbe laBt sich nun wiederum so regeln 
in bezug auf irgend eine, ¢,,, der eventuell in demselben vorhandenen 
idempotenten Zahlen, daB sich alle noch weiter vorhandenen in Klasse 4 
ZU €, befinden. Dabei bleibt das ganze Untersystem in Klasse 4 zu @¢,,. 
Das Verfahren laBt sich mit der neu erhaltenen Klasse 4 fortsetzen, und 
man kann dabei so weit gehen, bis die letzte Klasse 4 nur noch eine 
idempotente Zahl e,, enthilt. Die idempotenten Zahlen e,,, ---, ¢,, sind 
dann siimtlich zueinander in Klasse 4, d. h., alle Produkte zweier verschie- 
denen sind Null. Es gibt keine weiteren idempotenten Zahlen im System, 
die in bezug auf ¢,,,---, €,, dieselbe Eigenschaft haben, denn eine solche 
Zahl wiire in der letzten Klasse 1 erschienen. Auch gibt es keine idem- 
potenten Zahlen, die in bezug auf eine der Zahlen ¢,,,---e,, in Klasse 1 


ss 


sind, denn diese Zahlen sind bei der Ableitung von ¢,,, --- ¢,, gerade alle 
entfernt.*) y 

Einen solchen Satz idempotenter Zahlen nennen wir eine Hauptreihe, 
die Zahlen selbst, sofern sie als Einheiten angenommen werden, idem- 
potente Haupteinheiten des Systems. 

Erste Regelung des Systems in bezug auf eine Hauptreihe. 
Sei das System geregelt in bezug auf irgend eine Einheit e,, einer Haupt- 
reihe. Dann folgt unmittelbar aus dem assoziativen Gesetz, daB jede EHin- 
heit, die in Klasse 1 zu ex; ist, sich in Klasse 4 zu jeder anderen Einheit 
der Hauptreihe befindet. Es sei ferner e, eine Einheit in Klasse 2 zu ¢,,, also 


(1G =%, Fl, = 29, 








*) B. Peirce a. S. 3 a. O.; H. BE Hawkes a. 8. 3 zweitang. O. 
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Assoziative Zahlensysteme. 17 
dann folyt aus dem assoziativen Gesetz, daB 


lx9¢; = 0. 
é, kann sich also nur aus Zahlen zusammenstellen, die in Klasse 3 oder 


Klasse 4 zu ¢,. sind, und la8t sich demnach in zwei, je zu einer dieser 
Klasse gehérige Teile zerlegen: 


©; 23» 

€; — &&9- 
Einer dieser Teile kann Null sein. Der erste Teil ist offenbar in Klasse 4 
zu allen anderen Einheiten der Hauptreihe, der zweite lat sich in bezug 
auf ¢,, in derselben Weise spalten, usw. In derselben Weise kénnen alle 
Einheiten der Klasse 2 zu ¢,,, und auch die in Klasse 3 und 4 geteilt 
werden. 

SchlieBlich sind alle Einheiten des Systems in Zahlen zerlegt, die alle 
in bezug auf jede der Einheiten der Hauptreihe zu irgend einer Klasse 
gehéren. Die Zahlen zerfallen also in so viele Unterklassen, als es még- 
liche Kombinationen von Klassen zu ¢,,, 20 @. usw. gibt. Fiir s dieser 
Zahlen kann man die s Einheiten der Hauptreihe selbst wihlen, unter 
den iibrigen kann es nur »—s unabhiingige geben. Da sich nun aber 
eine Zahl irgend einer Unterklasse nie linear ableiten léBt aus Zahlen 
anderer Unterklassen, so befinden-sich in jeder Unterklasse eine bestimmte 
Anzahl unabhingiger Zahlen. Zusammen bestimmen dieselben das ganze 
System. Es ergibt sich demnach der erweiterte Satz: 

Theorem Il In einem System kann man die Einheiten so wihlen, 
daf sich jede einzelne in bezug auf jede idempotente Haupteinheit e,, irgend 
einer Hauptreihe e,,,---,¢,, in trgend einer von vier Klassen befindet. Die 
miglichen Kombinationen der Klassen zu ¢€,,, 2 €:,, usw. bestimmen eine 
Anzahl Unterklassen, deren jede besonderen Multiplikationsregeln in bezug 
auf die Einheiten der Hauptreihe gehorcht. Die Anzahl der Einheiten in jeder 
Unterklasse ist bei gegebener Hauptreihe eindeutig bestimmt.*) 

Hat das System einen Modul, so muB derselbe zuniichst jede Ein- 
heit der gegebenen Hauptreihe mit dem Koeffizienten 1 enthalten, denn 
enthielte er z. B. e,, nicht, so wire niemals 

Me; = i; 


*) Theorem I ist 1870 von B. Peirce a. 8.3 a. 0. aufgefunden, seine Erweiterung, 
Theorem Il, wurde unabhiingig 1898 von E. Cartan a. S. 3 a. O. und 1902 von A. E. 
Hawkes a. 8. 3 zweitang. O. abgeleitet. Hawkes regelte zuerst das System in bezug 
auf zwei idempotente Haupteinheiten (sein Theorem V) usw. (sein Theorem VI), es ist 
hier der kiirzere Weg gewihlt, zunichst eine Hauptreihe aufzufinden, und dann das 
System auf einmal in bezug auf alle Einheiten derselben zu regeln. 

Mathematische Annalen. LXXVI. 2 
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da, wie aus der Tabelle hervorgeht, keine Kombination von anderen Ein- 
heiten ¢,, in dieser Beziehung ersetzen kann. Ferner kann der Modul 
keine der anderen Einheiten enthalten, denn enthielte er z. B. eine solche 
Einheit, die in Klasse 1, 2 oder 3 zu e,, wire, so kénnte wiederum niemals 
Me,, = ¢,,M = ¢,;, 

und enthielte M schlieBlich eine Zabl, die zu jeder Einheit der gegebenen 
Hauptreihe in Klasse 4 wiire, so wire diese Zahl offenbar selbst idem- 
potent, was nach der Ableitung der Hauptreihe ausgeschlossen ist, sodaB 
es eine solche Zahl in einem System mit Modul iiberhaupt nicht gibt. 
Wir haben also den Satz erhalten: 

Theorem Ill. Der Modul eines Systems ist gleich der Summe der 
Einheiten einer jeglichen Hauptreihe.*) 

Aus diesem Satze ergibt sich dann, da fiir jede Zahl 

Mz=xzM=<«x 
der weitere Satz: 

Theorem IV. In einem in bezug auf eine Hauptreihe geregelten System 
sind die nichtidempotenten Einheiten entweder in Klasse 1 zu irgend einer 
Einheit der Hauptreihe, oder in Klasse 2 zu irgend einer und in Klasse 3 
zu irgend einer anderen Einheit, und in beiden Fiillen in Klasse 4 zu 
allen anderen Einheiten der Hauptieihe. 

Die Einheiten ersterer Art nennen wir Einheiten geraden Charakters, 
die anderen schiefen Charalters,**) und bezeichnen sie mit ¢,,, bez. @;;,, 
wo die ersten zwei Indizien den Charakter angeben, und der dritte Buch- 
stabe dient zur Unterscheidung von Einheiten desselben Charakters. Es 
gelten die Multiplikationsregeln 


Cika 


Q wenn i+j; 


wenn i=j, 
i “ita = 
[ejxq Wein k= i, 
(17) “sue %u | 0 wenn k+i; 

0 wenn j +k, 

Zahl des Char. il oder 0 wenn j = k. 


Die Einheiten schiefen Charakters sind alle nilpotent, und zwar direkt 
nilpotent. Die Einheiten geraden Charakters zerfallen in so viele Gruppen, 
als es idempotente Haupteinheiten in der Hauptreihe gibt, und jede solche 


ju “tie ™ 


*) G. W. Scheffers a. 8. 3 drittang. O. S. 316 (nur fiir Nichtquaternionensysteme); 
E. Cartan a. 8.3 a. O. 8.18; H.E. Hawkes a. 8. 3 zweitang. 0. S. 319; J. B. Shaw 
a. 8. 2a. O. 


8. 27. . 
G. W. Scheffers a. 8. 8 drittang! O. S. 313. 
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Einheit ¢,, formt mit den nichtidempotenten Einheiten des Charakters i¢ 
ein Untersystem mit e,, als einzige idempotente Zahi, zugleich Modul. 

Weitere Regelung der Einheiten geraden Charakters. Die 
Einheiten geraden Charakters lassen sich zuniichst folgendem Satze ge- 
miB wihlen: 

Theorem V. In einem System, daB nur eine idempotente Zahl ent 
hdlt, lassen sich die nichtidempotenten Einheiten so wihlen, dap sie samt 
allen ihren linearen Zusammensetzungen nilpotent sind, und ein invariantes 
Untersystem bilden.*) 

Ein System, dessen siimtliche Zahlen nilpotent sind, heift ein nil- 
potentes System. Die nichtidempotenten Einheiten irgend eines geraden 
Charakters lassen sich also zunichst so wihlen, dab die zugehérige Einheit 
der Hauptreihe in keiner ihrer Produktbildungen erscheint. 

Fiir ein nilpotentes System gilt nun weiter, daB wenn das Produkt: 


a, of, ..., gl?) 
von p beliebigen Zahlen 2, ---, a”) nicht verschwindet, die Produkte: 
x), x) al?) tes a4) a)... gl) 
linear unabhiingig sind. Denn, existierte eine Gleichung der Form 


a,x) oes x) + a,, 2) ese tO 4... <0, 


wo a, der erste von Null verschiedene Koeffizient, und setzt man: 


a, 2° + A, tlt Dal t® +eeo my 


a)... gO mg, 


*) Dieser Satz wurde 1870 angegeben von P. Peirce a. 8.3 a.0. Der Beweis 
wurde von mehreren Autoren in der verschiedensten Weise geliefert. So von G. W. 
Scheffers 1891 a. 8.8 drittang. O. auf gruppentheoretischem Wege, und von E. Cartan 
1898 a. 8.3 a. O. und F.G. Frobenius 1903 a. 8S. 3 zweitang. O. unter Anwendung 
von Eigenschaften der Matrizenrechnung. Auch J. B. Shaw bezog sich 1902 a. 8. 3 
erst- nnd zweitang. 0. auf solche Eigenschaften. H. E. Hawkes, der 1902 a. 8. 3 
zweitang. O. (vgl. auch den dort erstang. 0.) die direkte Methode aufs neue durch- 
arbeitete, bewies zuniichst auf direkte Weise, daB, wenn in einem System mit einer 
idempotenten Zahl, diese, als Kinheit gefaBt, nicht erscheint in den Produkten irgend 
zweier anderer Kinheiten, letztere alle nilpotent sind, a. 8. 3 zweitang. O. S. 319. 
Zum Seweise, dab nun auch jedes solches System so transformiert werden kann, da8 
es dieser Bedingung geniigt, griff er dann aber wieder zur Gruppentheorie, ebenda 
8. 322, vgl. auch den dort drittang. 0. 8. 510. H. Taber gab 1904 den direkten 
Beweis a. 8.3 a. O. Derselbe miiBte, um ein einheitliches Ganze zu bekommen, 
hier eingeschaltet werden. Da dieser Beweis aber die Einfiihrung des Taberschen 
Begriffs des Skalars und dabei noch ziemlich weitliufige Erérterungen verlangen 
wiirde, ist dies nicht geschehen, und wird auf die betreffende Arbeit Tabers hin- 
gewiesen. 


o* 
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so ware: 
Ly = 4,2 
also: ’ 
y 
Zz (2) = 7 
wo q beliebig groB, und demnach, da y nilpotent ist: 
z=0. 
Fir 
al) ae gl?) ae. . = glP) 


sagt der Satz aus, daB alle nicht verschwindenden Potenzen einer nilpotenten 
Zahl linear unabhingig sind.*) 

Eine -direkte Folge ist, daB in einem nilpotenten Systeme mit » Ein- 
heiten das Produkt von je n+ 1 beliebigen Zahlen verschwindet, denn 
es giibe sonst im Systeme m +1 unabhiingige Zahlen. Es existiert ferner 
eine fiir das System charakteristische gewdhnliche Zahl #, sodaB alle 
Produkte von k’ Faktoren aber nicht alle von k’—1 Faktoren Null sind.**) 
Bildet man nun irgend ein nicht verschwindendes Produkt von k’ Zahlen, 
so ist eine Zahl entstanden, die mit jeder anderen des Systems multipli- 
ziert Null erzeugt. Man nehme diese Zahl als Einheit e, an, und lasse 
in der Multiplikationstabelle der anderen Einheiten diese Einheit iiberall 
einfach fort, so entsteht eine neue Tabelle mit » — 1 Einheiten, die, wie 
leicht nachzuweisen, wiederum dem assoziativen Gesetze gehorcht, also 
ein nilpotentes System darstellt. Man nennt dieses Verfahren das System 
um die Einheit e, verkiirzen.***) Verkiirzt man das neue System um eine 
passend gewiahlte Einheit ¢,_,, und setzt man dieses Verfahren fort, so erhilt 
man » Einheiten e,,---, ¢,, die dem Multiplikationsgesetz gehorchen: 

Pr--*y® . ° ° 

, {¢+1 wenn i>), 

(18) ee; Pr p= lj+1 , i<j 
was sich in dem Satze aussprechen abt: 

Theorem VI. Die Einhéiten eines nilpotenten Systems lassen sich so 
wiihlen und ordnen, da in jedem Produkt zweier Einheiten nur diejenigen 
vorkommen, deren Ordnungszahl hiher ist als die \jedes Faktors.+) 


*) Dieser Satz wurde 1870 von B. Peirce angegeben a. 8. 3 a. U., die erweiterte 
Fassung, sowie der hier gegebene Beweis, riihren von F. G. Frobenius 1903 her, a. 
8. 3 zweitang. O. S. 640. 

**) Von J. H. Maclagan Weddérburn wurde diese Zahl k’ der Index des Systems 
genannt a. 8. 4 a. O. 

***) G. W. Scheffers a. 8.3 drittang. O. 8. 307, vgl. auch H. E. Hawkes a. S. 3 
drittang. O. 8. 368, 369, der noch eine allgemeinere Art der Verkiirzung, um mehrere 
Kinheiten, angibt. 

+) Der hier angegebene Beweis ist.nach Cartan, a. 8 3 a. O. §. 29, verkiirzt durch 
Frobenius a. zweitang. O. 8. 3 8. 640. 
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Sind zu einer gegebenen Hauptreihe die anderen Einheiten gewahlt 
gema8 Theorem II, und iiberdies die geraden Charakters gemi8 Theorem V 
und VI, so nennen wir das System geregelt in bezug auf diese Hauptreihe. 


III. Die Scheidung der nilpotenten Einheiten in 
Haupteinheiten und Nebeneinheiten, und die Regelung 
des Systems in bezug auf ein Hauptquadrat. 


Bestimmung eines Hauptquadrats. Betrachten wir in einem in 
bezug auf eine Hauptreihe geregelten System die Zahlen zweier entgegen- 
gesetzt schiefer Charaktere ij und ji, so tritt in allen méglichen Produkten 
der Art 

XijaXjiv 
entweder irgendwo die Einheit e,, auf, oder nicht. Ist der erste Fall vor- 
handen, also, 


Xija Yiin = “is — Pate 


wo 

Pite 
eine nilpotente Zahl, so bilden wir die Zahl 
(19) Gita = — Piso — Pite— °°" 


es ist dann auch 
Puc™ — Gie— Ga—*** 
und 
(20) (64s —Pise) (is — Visa) = (Cs — Usa) (Ces Pate) = %s 
(es ist zu bemerken, daB, wie leicht darzutun, der eine Faktor durch den 
anderen eindeutig bestimmt ist) also auch 
(€:5— ia) Liga Vin = “i 
oder 
£550 Vin = Si» 
wodurch wir zwei Zahlen erhalten haben, deren Produkt e,, ist. Wir 
kénnen jetzt folgenden Satz beweisen. 

Theorem VII. Gibt es in einem in bezug auf eine Hauptreihe ¢,,,---,@,, 
geregelten System zwei Zahlen von entgegengesetzt schiefem Charakter x,,, 
und y,,,, sodap 

Xi ja Vjin = “a 
so gibt es keine Zahl u,,,, + %jq Oder Vi 4 + Yj», sodap 
sie Ms 5a Vjin = Sa 
: Zi ja%jip = 
wire, und auferdem ist: 
Yj iv Vijga = ©; 
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Der Beweis laBt sich folgendermafen fiihren. Zunichst ist 
Y jin Vija Viin = Yyir 
sien ji aj i ji 
(Vyas 7 a= Yjin Vijay 
jis» Zjiq i8t also eine idempotente Zahl des Charakters jj, die nicht Null 
ist, und folglich gleich e,, sein muB. 
Man nebme nun an, es sei 
- U; 50 Viin = Sin 
so wire 
(a, ija — Us 5a) Yjen — 0, 
(X54 ja) ey = 0. 
Eine Zahl des Charakters ij, die, als Vorfaktor mit e,, multipliziert, Null 
erzeugt, ist aber selbst Null, also ist 


Usa = Uja 
und es gibt demnach keine andere Zahl als 2,,, die mit y,,, multipliziert 
e,, und e,, erzeugt. Derselbe Beweis ist fir v,,, durchzufiihren. 

Hat man zu den idempotenten Haupteinheiten e, ; und e,, zwei Zahlen 
%,,, und y,,, gefunden, die der angegebenen Regel folgen, so ist es még- 
lich, daB es noch ein anderes Paar 2j;,, yj; gibt mit denselben Eigen- 
schaften. Solche Paare stehen in einfacher Beziehung. Es sei: 
Lija Yjin = Gi; Yjid Lija = &% jy 
Lija Yjis = Gi, Yjis Lisa = Cy 
also auch: 
(Lisa Ysip) (isa Yyer) = Cis 
(isa Ysis) (Lisa Yjis) = iy , 

dann soll es also zwei Zahlen des Charakters ii geben, deren Produkt in 
beiden Richtungen ¢,, ist. Sind auBer e,, keine Einheiten des Charakters 
#i vorhanden, so geniigt nur e¢,, selbst der Bedingung, und es folgt 
leicht, daB 

bisa = Lija,y 

Uji = Ysars 
usw., es existiert also nur ein Paar Zahlen 2,,, und y,,,. Gibt es aber auch 
nilpotente Zahlen des Charakters ii, dann kann man immer mebhrere 
Paare von Zahlen des Charakters ii angeben, deren Produkte nach beiden 
Richtungen ¢,, sind, denn, wie oben gezeigt (Formel (19) und (20)), kann 
zu jeder nilpotenten Zahl p,,, dine andere q,,, gefunden werden, so, dab 
die Zahlen (¢,;—p,;.) und (¢,,—4,;2) der gestellten Bedingung geniigen. 

Fiihrt man diese Werte ein: 


Lija Yi = 634 — Dite, 
Lija Vii = Ci — Nia, 











aon thm be Bee 
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so folgt: 


Lija = Lija — Gia Lijay 

jig = Ysis — Ysar Dies 
Gia %ijq Md Y;,, P,;, kénnen nicht Null sein, da sonst q,,,¢,, und ¢,; p,,, 
Null wiiren. Gibt es also iiberhaupt ein Zahlenpaar z,,,, y,,,, das bei 
Multiplikation ¢,, bez. e,, erzeugt, so gibt es tiberdies fiir jede nilpotente 
Zahl des Charakters ii ein solehes Paar, und natiirlich ebenso fiir jede 
nilpotente Zahl des Charakters jj. 

Jedes dieser Paare bestimmt eine eindeutige Korrespondenz zwischen 
den Zahlen der vier Charaktere ii, ij, jj, ji. Zu einer Zahl z,,, des 
Charakters ii gehéren die Zahlen 

2ije  Rs4e Ujay 

Bijie = Viiv “ies 

2556 = Yuin “tte Mizar 
wenn man 2,,,, Y,;, als bestimmende herausgreift. Dabei entsprechen sich 
dann €;;, 254) js Yji- Da ebenfalls 

Bite = Age Yyin 
usw. 

ist die Korrespondenz eine eindeutige. Ein anderes Zahlenpaar erzeugt 
eine andere Korrespondenz, jedenfalls gehéren aber, wenn iiberhaupt ein 
solehes Paar da ist, zu jedem der vier Charaktere die gleiche Anzahl un- 
abhingiger Zahlen. : 

Wir wihlen jetzt ein beliebiges Zahlenpaar 2,,,, y,,, als Einheiten. 
Da sich dann die Zahlen ¢,,, 2,;,, €;;, Yj«» entsprechen, dringt sich fiir die 
Kinheiten 2,,, und y,,, von selbst die Bezeichnung ¢,,, ¢,, auf. Ferner 
wihlen wir alle nichtidempotenten Einheiten der Untersysteme des Cha- 
rakters ii und jj gemiB Theorem V und VI, und so, daB zwischen je 
zwei derselben die Korrespondenz besteht 


(21) C55 Sica 5 = Mf jar 


©55 ja °7s = Gita 
Fiihren wir nun schlieBlich fiir alle Einheiten der Charaktere ij und ji 
auBer e,, und e,, diejenigen Zahlen ein, die durch Multiplikation mit ¢,, 
oder e,, aus den nilpotenten Einheiten der Charaktere ii und jj ent- 
stehen, also z. B.: 
(22) Cija = “ita 5 = %5 jar 
so kann die Multiplikation zweier Zahlen entgegengesetzten Charakters ij 
bez. ji nur dann e,, und e,, erzeugen, wenn der eine Faktor die Kinheit 
€;, der andere e,, enthiilt. Produkte zweier Zahlen, die sich nur aus den 
Einheiten ¢,;, bez. ¢,,,, @=1,-++- zusammensetzen, enthalten demnach 
niemals ¢,; oder é,,. 
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Untersuchen wir iiber das ganze System, zwischen welchen Ein- 
heiten der gewihlten Hauptreihe Zahlenpaare dieser Art eingefiihrt werden 
kénnen, so ist dabei noch eines zu bemerken. Existiert nimlich zwischen 
e,, und e,, ein Zahlenpaar ¢,,, e,,, und zwischen e,, und ¢,, ein Paar 
Cyn» Czy 80 ist 

C5 jer eg Si 
jedenfalls ein Paar mit derselben Eigenschaft zwischen e,, und ¢,,. Denn 


€,;j, kann nie Null sein, sonst wire ¢,,e,, und demnach auch e,, Null. 
Ferner ist 


C55 Opn Ong Opa = G5 Ops = Mas 


die Zahlenpaare lassen sich also tiber das ganze System so wiihlen, daB 
die Produkte ihrer Zahlen nicht entgegengesetzten Charakters entweder 
Null oder einer Zahl eines der Paare gleich sind. Werden die Zahlen 
dieser Paare als Einheiten gewahlt, so kénnen die anderen nilpotenten 
Einheiten so angenommen werden, daf ihre gegenseitigen Produkte niemals 
eine idempotente Einheit, und folglich auch niemals eine nilpotente Ein- 
heit irgend eines Paares enthalten. Wir haben also den Satz erhalten: 

Theorem VIII Ist ein System geregelt in bezug auf irgend eine 
Hauptreihe, so formen entweder alle nilpotenten Einheiten ein invariantes 
Untersystem, oder man kann einen oder mehrere Siitze von zwei oder mehreren 
idempotenten Haupteinheiten angeben, so, daB zwischen je zwei der zu einem 
Satze gehirigen, zwei direkt nilpotente Zahlen entgegengescteten Charakters 
aufgefunden werden kinnen, die, miteinandcr multipliziert, eben diese beiden 
idempotenten Haupteinheiten erzeugen und die man so wiihlen kann, da bet 
Multiplikation zweier, zu verschiedenen Paaren gehirigen, entweder Null, oder 
wieder eine Zahl eines solchen Paares entsteht, je nachdem der hintere Cha- 
rakter des Vorfaktors dem vorderen Charakter des Nachfaktors ungleich oder 
gleich ist. Werden die Zahlen der gewihlien Paare als Einheiten eingefiihrt, 
so lassen sich die anderen nilpofenten Einheiten des Systems so wihlen, dap 
sie ein invariantes nilpotentes Untersystem bilden. 

Wir nennen die diesem Theorem gemiB als Einheiten eingefiihrten 
Zahlen der Paare nilpotente Haupteinheiten des Systems. Zusammen mit 
der Hauptreihe der sie angehdren, bilden sie ein Hauptquadrat des Systems. 
Jedes Hauptquadrat bildet ein Untersystem. Von einer Hauptreihe aus- 
gehend kann man im allgemeinen zu verschiedenen Hauptquadraten ge- 
langen. r 

Regelung des Systems in bezug auf ein Hauptquadrat. Die 
nicht zu dem Hauptquadrat gehérenden Einheiten bilden ein invariantes 
nilpotentes Untersystem. Sie kénnendemnach noch niher gemiiB Theorem VI 
geregelt werden und erscheinen dann in einer bestimmten Reihenordnung. 
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Sind die nilpotenten Einheiten geraden Charakters schon vorher diesem 
Theorem gemaB gewihlt, und bilden diese demnach schon geordnete Reihen, 
so werden die Einheiten ungeraden Charakters bei der weiteren Regelung die 
Reihen der schon geordneten Einheiten geraden Charakters unterbrechen, 
und sich zwischen denselben einschieben, ohne daB es nétig ist, neue Ein- 
heiten geraden Charakters zu wihlen und ohne daB die Reihenfolge jeder 
einzelnen Reihe derselben zerstért wird. Das nun in solcherweise geregelte 
System heiBt geregelt in bezeug auf das gewihlte Hawptquadrat, oder kurz, 
geregelt, und die nilpotenten Einheiten, die nicht zum Hauptquadrat ge- 
héren, heiBen die Nebeneinheiten des Systems. 
Die » Einheiten sind in dem geregelten System wie folgt verteilt 
s idempotente Haupteinheiten, 
N,, Haupteinheiten des Charakters ij, 
i,j=1,--,8, N,;=N,,=0 oder 1; 
n,, Nebeneinheiten des Charakters ij, 
i,j=1,---,8, 

und es gilt also die Beziehung: 


AOS 
(23) " ->' (n,; + N,;)- 
4) 
Ist die Hauptreihe gegeben, so sind s, N,, und »,,, 1,7 =1,---,8 ein- 
deutig bestimmt. 

Urspringliche Systeme, Quaternion- und Nichtquaternions- 
systeme. Zwei Einheiten der Hauptreihe ¢,,, ¢;,, zu denen nilpotente 
Haupteinheiten ¢,,,¢,, gehéren, formen mit diesen zusammen ein Unter- 
system mit der Tabelle: 


 & & & 





1% % 9 O 
6;,;9 0 e; &; 
Cle &%; 9 O 


]9 9 ey %y 


Es ist dies das System der Hamiltonschen Quaternionen. Eine thnliche 
- Tabelle ergibt sich fiir drei Einheiten ¢,,, ¢;;, ¢,,, verbunden durch sechs 
nilpotente Einheiten usw. Ein System, bestehend aus s idempotenten Haupt- 
einheiten, die alle miteinander verbunden sind durch s*—s nilpotente 
Haupteinheiten, heiBt ein wrspriingliches System s*” Ordnung.*) Kin ur- 
spriingliches System besitzt keine invarianten Untersysteme, denn wiirde 
ein solehes Untersystem die Zahl 


ei ~*) T. Molien a. 8.3 a. O. S. 98. 
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1,-- a] 
2 bse 
4,j 


enthalten, wo wenigstens eine der Koeffizienten z. B. &,, nicht Null, so ent- 
hielte das System auch jede Zahl ¢, ,¢,,e,,, also jede Einheit ¢,,,, a,b=1,---,n.*) 

Ein Hauptquadrat eines jeden Systems bildet ein Untersystem, und 
laBt sich auffassen, entweder als ein reduzibles System, das in lauter ur- 
spriingliche Systeme zerfillt, oder als ein urspriingliches System s** Ord- 
nung, aus welchem einige nilpotente Haupteinheiten paarweise verschwun- 
den sind. 

Die Einheiten eines Systems, das tiberhaupt eine idempotente Zahl 
enthilt, lassen sich also in zwei Gruppen teilen, die Haupteinheiten bilden 
zusammen ein urspriingliches System, oder mehrere unter sich unabhingige 
urspriingliche Systeme, und um das durch diese Systeme gebildete Haupt- 
quadrat gruppieren sich die Nebenheiten, die zusammen ein nilpotentes 
Untersystem bilden, in freierer Weise. Die Systeme ohne idempotente Zahl, 
die nach Theorem V jedenfalls nilpotent sind, enthalten nur Nebenein- 
heiten und kein Hauptquadrat. Zerfaillt das Hauptquadrat in lauter un- 
verbundene idempotente Haupteinheiten, und sind also keine nilpotente 
Haupteinheiten vorhanden, so ist das System der Quaternionen nicht Unter- 
system des gegebenen. Nach Scheffers nennen wir ein solches System 
Nichtquaternionsystem. Alle Anderen, die Quaternionsysteme, enthalten die 
Quaternionen als Untersystem. Ein System mit Modulus laBt sich also so 
transformieren, daB seine Multiplikationstabelle folgende Gestalt erhilt: 





























Haupteinheiten Nebeneinheiten 
| 
=| ¢ 
= ey 
4 4 Null 
FI %, a 
3 7 
= 
iS %, 
S, 
“% 
e 
Null % 
» ae 
3 f Invariantes 
4 Untersystem 
3 der nilpotenten 
S Nebeneinheiten 
A 











*) E. Cartan, a. S. 3, a. O. S. 58.) 
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Geschichtliches. Die Quaternion- und Nichtquaternionsysteme kor- 
respondieren mit den nichtintegrabelen bzw. integrabelen, einfach transi- 
tiven projektiven Gruppen der Lieschen Gruppentheorie; ihre Unterschei- 
dung geht auf G. W. Scheffers zuriick.*) DaB jedes Quaternionsystem die 
Hamiltonschen Quaternionen enthilt, wies er 1891 fiir Systeme mit weni- 
ger als neun Einheiten nach.**) Molien fand 1892***), ebenfalls von 
gruppentheoretischen Erwigungen geleitet, daB jedes System mit Modulus 
ein Untersystem enthilt, das sich nur aus urspriinglichen Systemen zu- 
sammensetzt. Nach der Definition Moliens ist ein urspriingliches System 
ein solches, das auBer sich selbst kein begleitendes System besitzt.+) Auf 
gruppentheoretischem Wege leitete Molien weiter die Multiplikations- 
gesetze dieser urspriinglichen Systeme ab. Cartan ging 1898 von den 
Hauptgleichungen in u aus}}) und wies, unter Anwendung eines Satzes 
der Matrizenrechnung, und indem er die Determinanten dieser Gleichungen 
in geeignete Form brachte, nach, daB es, falls diese Gleichungen nicht in 
lineare Faktoren u — u, zerlegbar sind, wo u, eine lineare Funktion von 
E,,-°-+, &, (siehe 8.49 und die weiteren Ausfiihrungen im Abschnitte V), 
jedenfalls ein paar idempotenter Kinheiten ¢,, und e,, gibt, das durch Kin- 
heiten e,, und e,, verbunden ist. Shaw gelangte zu den Eigenschaften der 
nilpotenten Haupteinheiten auf einem von ihm ausgebildeten Weg, der 
sich ganz innerhalb der Matrizenrechnung bewegt, wihrend Maclagan Wed- 
derburn dasselbe Resultat erreichté mit seinem Kalkiil der Systeme (vgl. 
Kinleitung). Ein Versuch, die weitere Regelung der Systeme auf direktem 
Wege, also ohne Zuhilfenahme von Siitzen der Gruppentheorie oder der 
Matrizenrechnung, durchzufiihren, fehlte bis jetzt. Die hier gegebene Ab- 
leitung fiillt diese Liicke aus und stellt so einerseits den einfachsten Weg 
dar, um zu den Eigenschaften der Hauptquadrate zu gelangen, wahrend 
sie andererseits, indem sie die Existenz mehrerer Sitze von nilpotenten 
Nebeneinheiten beriicksichtigt, von selbst zu der hier unmittelbar an- 
schlieBenden Erérterung der durchgehenden Selbstisomorphie der Systeme 
iiberleitet. 


IV. Die durchgehende Selbstisomorphie der Systeme. 


Ersetzung eines Hauptquadrats durch ein anderes zur sel- 
ben Hauptreihe. Ist ein System geregelt in bezug auf ein Hauptquadrat, 
und fiihrt man statt der Zahlenpaare ¢,,, ¢,, ein anderes Zahlenpaar 
é;, €j4 ein, so ist dies, wie oben (S.22) gezeigt, nur méglich, wenn es 





*) A. 8. 3 drittang. 0. S. 304. **) Ebenda 8. 364. 
*) A.S.3 a. 0. S. 96. +) Ebenda 8S. 93. 
+t) A. S. 3 a. O. 
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nilpotente Zahlen des Charakters ii gibt, und das neue Zahlenpaar geht 
in die Form ein: 
(24) 4s = (6;— sa) w= 15 (C5 —sja)s 

C59 = 55 (¢:;—Piie) = (€;;—Py50) Csi» 
wo p,,, und qg;,, beliebige nilpotente Zahlen des Charakters ii sind, die 
der Bedingung geniigen: 


(19) ia = — Pic Piste —*** 
und wo: 
(25) Pj je = Oj Pice%ign = Ujjga = 954 Nia iz” 


Fiihrt man jetzt statt der Nebeneinheiten des Systems, des Charakters jk, 
kj oder jj, z. B.: . 
Cieer eigr “45g 


als neue Einheiten ein: 
(€y5—Dyje)@jner Sng p(Cjg—Uygad» (C55 — Pyze) gg (C45 — Vs) 
und laBt man die Nebeneinheiten des Charakters ik, ki oder ii, z. B. 


Cizern “rizr “‘ig 
und alle anderen, in denen weder ein Charakter i noch j vorkommt, wie 
sie sind, so sind diese neuen Nebeneinheiten, da 
(655 — Wy 5a) (C55 —Pise) = %s 

geregelt in bezug auf das neue Hauptquadrat und haben iiberdies unter 
sich und mit den Haupteinheiten dieselbe Multiplikationstabelle als die 
Nebeneinheiten in der ersten Gestalt des Systems. Die neuen Neben- 
einheiten lassen sich offenbar durch eine lineare Substitution aus den vor- 
handenen Nebeneinheiten ableiten. Ersetzt man nun statt eines Einheits- 
paares mehrere, und zwar so, daB wiederum ein Hauptquadrat entsteht, 
und fihrt man auf die Nebéneinheiten nacheinander, in beliebiger Reihen- 
folge, simtliche Transformationen aus, die zu den Ersetzungen gehéren, 
so ist das System in seiner neuen Gestalt gerdgelt in bezug auf das neue 
Hauptquadrat und hat iiberdies fiir alle Einheiten dieselbe Multiplikations- 
tabelle wie in seiner ersten Gestalt. Wir sprechen also den Satz aus: 

Theorem IXa. Ist cin System geregelt in bezug auf ein Hauptquadrat 
und ersetzt man letzteres durch ein anderes, das zur selben Hauptreihe ge- 
hért, so lassen sich gleichzeitig aus den Nebeneinheiten andere linear ab- 
leiten, in der Weise, daB das System in seiner ersten und zweiten Gestalt 
selbstisomorph ist. 

Fiir die Bestimmung der Form eines Systems ist es also gleichgiiltig, 
welches Hauptquadrat man zu piner gegebenen Hauptreihe wihlt. 





ce We, ee i a, 
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Allgemeine Form der idempotenten Zahl und die verschie- 
denen méglichen Hauptreihen. Ist ein System in bezug auf ein be- 
stimmtes Hauptquadrat geregelt, so muB jede idempotente Zahl notwendig 
wenigstens eine der idempotenten Haupteinheiten enthalten. Denn giibe es 
eine idempotente Zahl, die sich nur aus nilpotenten Haupt- und Neben- 
einheiten zusammensetzte, so wire der nur aus den Haupteinheiten ab- 
leitbare Teil schon fiir sich idempotent, da die Nebeneinheiten ein in- 
variantes Untersystem bilden. Dieser Teil wire aber von der Form: 


Uy + Tyi + yx 


wo 2,, sich nur aus Einheiten ¢,,, 7 =1,---,s, j4-i, 2,, nur aus Einheiten 
ji, J=1,--+,8, J und w,, nur aus Kinheiten e,,, j, k=1,---, s, 
j+k,j+%, k +i cusammensetzt. Da derselbe idempotent sein soll, muB: 


Z,,%,, = 9, 


ix“yi 


XU» Lyx ans Tz ’ 


Ly 2Xyi _ Lyis 


yi Xi» + Vy ey x -_ Vy) 
also: 
Be — ty2— B.—,=--, 
dann ist aber: : 
2ty2— Li, 
idempotent, denn: 


(2aty2 — tyx)” = 4ay2 — Aay + Hye 
oO 
= 323, — 223. 
= 2+ 22,2 — 22}, 


= 222 — Xe. 


Nun ist 2a,,— aj, entweder Null oder nicht Null. In beiden Fallen soll 
es aber eine Zahl geben, die sich nur aus nilpotenten Haupteinheiten 
auBer ¢;;, €;;,j—=1,-+--, 8 ableitet und die idempotent ist. Wir wenden 
.dasselbe Verfahren auf diese Zahl an und setzen die Rechnung stufen- 
weise so weit fort, bis der Beweis verlangt, es soll eine idempotente Zahl 
geben, die sich nur aus zwei nilpotenten Haupteinheiten entgegengesetzten 
Charakters e¢,,,, ¢,,, ableitet. Eine solche Zahl ist offenbar unméglich, und 
jede idempotente Zahl enthailt demnach sicher eine idempotente Haupt- 
einheit. 
Die allgemeine Form einer idempotenten Zahl ist also: 


et+yté, 
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wo « sich nur aus idempotenten Haupteinheiten, y nur aus nilpotenten 
Haupteinheiten und z nur aus Nebeneinheiten ableitet. Der Teil 


zt+y 
ist dann schon fiir sich idempotent. 
Wir erhalten also alle méglichen Haupteinheiten, wenn wir, von dem 
in bezug auf irgend ein Hauptquadrat geregelten System ausgehend, zu- 
erst alle diejenigen Hauptreihen bilden, deren Einheiten in die Form 


z+y 
eingehen und aus diesen spiiter alle anderen ableiten. Wir betrachten, 
von einer vorhandenen Hauptreihe ausgehend, zuniichst die Hauptreihen 
erster Art. Ein Beispiel dieser Art entsteht, wenn man im System der 


Quaternionen (s. 8. 25) als neue Hauptreihe die beiden idempotenten 
Zahlen 


[is = ; e+ ; e+ : e,+ = es 
(26) | , 1 1 i 1 

9 Fat S59 — 9 9 — 
einfiihrt.*) 


Einfiihrung der Hauptreihen erster Art. Nehmen wir zunichst 
an, das Hauptquadrat des Systems bilde ein vollstindiges urspriingliches 
System. Jede Hauptreihe, deren Einheiten die Form z + y haben, enthiilt 
dann gerade s Einheiten. Denn enthielte sie mehr als s, so wiirde das 
zuerst vorhandene Hauptquadrat in bezug auf die neue Hauptreihe ge- 
regelt, entweder Nebeneinheiten enthalten oder in verschiedene urspriing- 
liche Systeme zerfallen, und enthielte sie weniger als s, z. B. s—a Ein- 
heiten, so wiirde das Hauptquadrat in seiner neuen geregelten Form sicher 
Nebeneinheiten aufweisen, da es in der neuen Gestalt héchstens (s — a)* 
Haupteinheiten geben kénnte. Auf jeden Fall wire also das zuerst vor- 
handene urspriingliche System in eine Form gebracht, die unmittelbar 
invariante Untersysteme aufweist, was unmiglich ist (s. S. 26). Stellt 

ae ~ \ 

*) In einem Beweise fiir die Unméglichkeit der Existenz mehrerer Hauptreihen 
kommt E. Hawkes 1905, a. S. 8 viertang. 0., zuniichst zu dem Schlusse, da6 
eine Einheit der einen Hauptreihe jedenfalls nicht mehr als eine Einheit einer an- 
deren und diese nur mit dem Koeffizienten Eins enthalten kann (vgl. die FuBnote 
auf 8. 35). Es geht aus dem an benen Beispiel hervor, daB der Schlu8 unrichtig 
ist; wir werden spiiter sehen, dab die erwihnte Eigenschaft nur fiir Nichtquaternion- 
systeme gilt (s. 8. 33). Wohl gibt es eine andere Eigenschaft, die sich folgender- 
maBen angeben li8t: Ist ein System in bezug auf zwei verschiedene Hauptreihen ge- 
regelt, so sind die Summen der Koeffizienten der idempotenten Haupteinheiten in 
beiden Gestalten des Systems gleich. Diese Eigenschaft steht in naher Beziehung zu 
den Taberschen Skalarfnnktionen der Yomplexen Zahlen (s. 8. 61). 
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sich nun das Hauptquadrat aus mehreren urspriinglichen Systemen zu- 
sammen, so kann keine Einheit irgend eine Hauptreihe erster Art, in den 
Einheiten des in bezug auf die vorhandene Hauptreihe geregelten Systems 
ausgedriickt, Einheiten zusammen enthalten, die zu verschiedenen urspriing- 
lichen Systemen gehéren. Denn zwei Zahlen, die zu zwei verschiedenen 
solchen Systemen gehéren, geben multipliziert stets Null, die Einheit 
wiirde demnach in zwei oder mehrere idempotente Zahlen zerlegt werden 
kénnen, deren Produkte unter sich Null sind. Bei einer Einheit einer 
Hauptreihe ist das aber nicht méglich (s. S$. 16). Die Einheiten einer 
neuen Hauptreihe stellen sich also jede nur aus Einheiten irgend eines 
der urspriinglichen Systeme des vorhandenen Hauptquadrats zusammen. 
In jedem solchem System gibt es aber immer gerade die Anzahl derselben, 
die die Ordnung des Systems angibt; es gibt also auch in diesem Falle 
nur Hauptreihen mit s Einheiten, 

Es sei nun ¢,,,---,¢,, die Hauptreihe, in bezug auf welche das System 
geregelt ist, und e;, ---, ¢, eine beliebige andere der ersten Art. Da jede 
Einheit der neuen Hauptreihe wenigstens eine Einheit der Erstvorhan- 
denen mit irgend einem Koeffizienten enthalten mu und die Summen 
beider Reihen gleich sind, lassen sich die Einheiten der neuen Hauptreihe 
denen der Erstvorhandenen immer so zuordnen, daB sich in ¢,; die Ein- 
heit e,, vorfindet, sagen wir: mit dem Koeffizienten = Dann ist: 
is Cis Cs Cis = Cis 


(27) 


P ‘: “ i=1, ve, 8. 
Uji Cin CicCis = Cis 


Fiihren wir nun statt jeder nilpotenten Einheit des Systems 


Cig) ijj=1,--+, 8, i+) 
oder 
e i,j=1,--:, 8, 
ija? 
y . . a 1, ie 1; 
die Einheiten ein: 


(28) 


4 , ° s 
Cij = Oj Ci4 Ci 5 Cj *j=1,--:, 8, 


7 Cija = Ui C15 Ci ja Cj a= 1, tty Nis, 


so ist das System in dieser neuen Gestalt geregelt in bezug auf die neue 
Hauptreihe und sind iiberdies die Multiplikationstabellen fiir beide Ge- 
stalten dieselben. 

Denn, wenn z. B.: 


1-+ +m 
© ja eine = > Hire Cike? 
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so ist: 
Cijaljrs = (Gis C4 Cija €}3) (ay; C55 Cjko Ck) 
= Ais Cig Cs ja (yy C55 (55 C45) Oped Cer 


, , 
= Aji C55 Ci jalike Crk 


L-++mgp 
, , 
- > Qj ke Uji Cit Ci ke Chk 
ec 


1---mgy 
, 
= > QikcCike- 
¢ 


Fiir die Nebeneinheiten ist die angegebene Transformation offenbar einer 
Ersetzung durch linear nur aus Nebeneinheiten abgeleiteten Zablen gleich. 
Wir haben also in Verbindung mit dem in Theorem IX ausgesprochenen 
Resultate den Satz erhalten: 

Theorem IXb. Ist ein System geregelt in bezug auf ein Hauptquadrat 
und ersetzt man letzteres durch ein anderes, dessen idempotente Einheiten 
sich nur aus Einheiten des ersten Hauptquadrats ableiten, so lassen sich 
gleichzeitig aus den Nebeneinheiten neue Nebeneinheiten linear ableiten, so, 
dap das System in seiner ersten und ezweiten Gestalt selbstisomorph ist. 

Einfiihrung der Hauptreihen zweiter Art. Ist eine neue Haupt- 
reihe gegeben, deren Einheiten in die Form 


zrt+yt+e 

eingehen, so bilden die Teile 

zt+y 
der Einheiten ebenfalls eine Hauptreihe, und zwar eine erster Art. Eine 
Hauptreihe zweiter Art laBt sich also stets aus einer Hauptreihe erster 
Art ableiten, indem man zu jeder Einheit der letztgenannten eine Zahl 
hinzufiigt, die sich nur aus Nebeneinheiten der zweiten Gestalt des Sy- 
stemes zusammensetzt. Denfi das Gebiet der Nebeneinheiten ist in der 
ersten und zweiten Gestalt gleich. Jede Einheit einer Hauptreihe zweiter 
Art geht also in das in bezug auf die zugehdrige Hauptreihe erster Art 
geregelte System in die Form 

z+2z 
ein und enthialt also jedenfalls eine der Einheiten der zugehérigen Haupt- 
reihe erster Art. Da sie aber keine nilpotenten Haupteinheiten enthalten 
kann und die Summe beider Reihen gleich ist, enthilt sie nie mehr als 
eine solche idempotente Einheit, sonst wiire das Produkt von zwei der 
neuen Einheiten nicht stets Null. Die neue Hauptreihe muB also auch 
gerade s Einheiten enthalten und die nicht verschwindenden Koeffizienten 
der Einheiten der zugehérigen Hauptreihe erster Art in den Ausdriicken 











— -—™ fC, @ = 
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fiir die Einheiten dieser neuen Reihe sind notwendig gleich Eins. Es be- 
steht demnach eine bestimmte eineindeutige Zuordnung zwischen den bei- 
den Reihen, die ihren Ausdruck findet in der Formel: 


(29) Ci = Cis + 2. 
Die z sind so zu wihlen, dab 
655 C4 == Ci i, j= 1, s+. G 
e463 = 0 i+). 
Man erhilt ein Beispiel einer solchen Transformation, wenn man in 
irgend einem beliebig geregelten System, in welchem eine Zahl z,,, vor- 


kommt, die sich aus Nebeneinheiten des Charakters ij ableiten laBt, die 
Einheiten e,, und e,, folgendermafen transformiert: 


(30) ei = C15 + Vijay 

€jj = jj — Vija 
und die anderen Einheiten der Hauptreihe, in bezug auf welche das System 
geregelt ist, unverindert laBt. 

Durchgehende Selbstisomorphie der Systeme. Es erhebt sich 
die Frage, ob das System, nach Einfiihrung der neuen Hauptreihe, wie- 
derum so transformiert werden kann, daB es in seinen zwei Gestalten 
selbstisomorph ist. Wir suchen dazu einen Satz von 2s Zahlen 

v, w, i=1- 


die den Bedingungen geniigen: 


Cs (C1 + W) = Gy, + WO, (Cie + W) O4 = C5 + WO, 
(C45 +0) es = ei + 0, Cis (Cs + 0%) = ej, + 0, 
GH) (e+ 0) (C+ WO) = 65, (G1 +) (45 + 0) = ey, 
t=—1,---, 8. 


Gibt es einen solchen Satz, und ersetzen wir jede nilpotente Einheit des 
Systems yee 
t,j=1,---, 8, 


’ di ’ 
C55 oder Cija) a 1, te ni, 
durch: 
(32a) Cig = (Cs + 0) O45 (45 + 0) | 
bzw.: t, j bad 1, vet, 8, 
(32b) Ciga = (C41 + W%) C50 ( 055 + O) 


so ist das System in dieser neuen Gestalt offenbar geregelt in bezug auf 
Mathematische Annalen. LXXVI. 3 
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die neue Hauptreihe, und in seinen beiden Gestalten selbstisomorph. Ein 
solcher Satz laBt sich z. B. erhalten, wenn man 


vw — eg + e, (OF +---+e (2) -2 
33 ti ii ii ’ 
(3) w = e¢,, 


wihlt, wo m,—1 die héchste Potenz von 2 = ¢,— ¢,,, die nicht Null wird 
Denn da 


(6, + 2)? = 6, + 2, 


also: 
e429 + ee, + (2)? = 2, 

so ist: 

— 6,86, = 6,,(2)* e = ¢,(2°)* = (2) e, 

—_ 4H) Cu = 6,,(2)* 7 = ¢,,(2)* = (2)4 Ci» 

—_ e; (ey 1  e; (2) —*e,, —_ e, (ey -! _ (em a. 
Also ist: 

(e,+ 2) (e+ #¢,,) = e+ Me, + €,,2%e,, + (2) e,, 
= 6, + e,, 

und 


(65g HepB + 6,2)? +--+ + 6, -) (e,, + 2) 
= C5 + (6,80, + 6,2) 6,,) + : + &,(6O)™%—1¢,) 
+ e529 + €,(L)? + 6,,(2)® +--+ + €,,(2O)™-3 
= 6, + 6,290 + +--+ 4. (aN, 
Ferner ist: 
(5g Hep # +--+ + eC) —") (6, + 2,,) 
= 6; + e,,2% C:; feet e, (ey =¢. 
+ G,2% 6, +--+ 4+ e, (20) —*e,, ™ 6; 
und: 
{ (ees + 0) (ei¢ + 0) (Cet wl) (€4; + v)} 
— (eu + 1!) 6: (6 + 0) — (04s + 10) (Cus + 0), 


(Ge + 0) (6,5 + v) = és. 
In Verbindung mit den in den Theoremen IXa und IXb ausgesprochenen 
Resultaten ergibt sich also der Satz. 

Theorem IX (Prinzip der durchgehenden Selbstisomorphie der Sy- 
steme, umfaBt Theorem IXa“und IXb): Ist ein System geregelt in bezug 
auf ein Hauptquadrat und ersetzt man letzteres durch ein beliebiges anderes, 
80 lassen sich gleichzeitig aus den Nebeneinheiten andere ableiten, in der 
Weise, daB das System in seiner ersten und sweiten Gestalt selbstiso- 


also: 








“~ og = aes Bs” 


nh at elUcemelCU lO. CU Ot OOD 
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Es ist also auch die S. 25 angegebene Verteilung der Zahl n unab- 
hingig von der Wahl des Hauptquadrats und sind demnach die Zahlen 
8, Nij, m3, i,j=1,-+-, 8 Invarianten des Systems.*) Aus dem Prinzip 
der durchgehenden Selbstisomorphie geht ferner hervor, daf es unter allen 
méglichen Hauptquadraten eines Systems kein ausgezeichnetes gibt und 
es demnach zulissig ist, ein in bezug auf irgend ein Hauptquadrat ge- 
regeltes System als geregelt itiberhaupt zu bezeichnen (vgl. 8. 26). 


Vergleichung und Klassifizierung von Systemen. Gilt es 
nun, zwei Systeme auf Aquivalenz zu priifen, so regelt man zuniichst 
jedes in bezug auf irgend eines seiner Hauptquadrate. Sind dann die 
Zahlen s ungleich oder N;,; und n;; nicht alle durch passende Verteilung 
der Buchstaben in beiden Systemen gleich zu machen, so sind die Systeme 
sicher nicht in isomorphe Gestalt zu bringen. Im anderen Falle sucht 
man eines der Systeme, ohne die geregelte Gestalt zu zerstéren, mit dem 
anderen isomorph zu machen. Nach Theorem IX ist es gleichgiiltig, welche 
Hauptquadrate man gewihlt hat, und beruht diese Vergleichungsmethode 
eben auf diesem Theorem. Hieran schlieBt sich eine leichte und sehr iiber- 
sichtliche Klassifizierungsmethode.**) Soll man alle Systeme in » Einheiten 


*) Beziiglich der Méglichkeit des Vorhandenseins mehrerer Hauptreihen stellte 
sich G. W. Scheffers 1891 (a. 8S. 8 drittang. O. 8. 329, vgl. auch den dort viert- 
ang. 0.) auf den Standpupkt, da8 es in einem Nichtquaternionsysteme nur eine Haupt- 
reihe gibt und die idempotenten Haupteinheiten demnach ganz bestimmte Zahlen 
des Systems sind. Er gab hierfiir auch einen Beweis, der aber nur dartut, daB, wenn 
s —1 der Einheiten einer Hauptreihe gegeben sind, die s* eindeutig bestimmt ist, aber 
nicht, da8 es unmiglich ist, zwei oder mehrere oder gar alle Einheiten einer Haupt- 
reihe durch andere zu ersetzen. Der Fall wire unwichtig, wenn nicht spiter Hawkes 
gerade an diese falsche Voraussetzung angekniipft hiitte. H. E. Hawkes (a. 8. 8 
drittang. O. 8.865) tibernahm 1904 den Satz, ohne den Beweis zu priifen, und gab 
1905 (a. S. 3 viertang. O. 8. 448) einen Beweis fiir die Erweiterung des Satzes, der 
auch Quaternionsysteme beriicksichtigt, welcher Beweis aber ebenfalls unrichtig ist. 
Die Méglichkeit der Existenz mehrerer Hauptreihen geht aus den Beispielen auf 8S. 9 
und 30, Gleichung (26) zurGeniige hervor. Cartan war sich 1898 der Existenz mehrerer 
Hauptreihen bewuBt, er gab auch (a. 8.3 a. O. 8.36) fiir Nichtquaternionsysteme 
die Transformationsgleichung (29) auf 8.38 an, und erklirte die Zahlen s, N,,, ,,, 
i,j =1,---, 8 fiir Invarianten des Systems. Eine eingehende Behandlung der ver- 
‘ schiedenen Hauptreihen findet sich bei ihm aber nicht. Auch Shaw gab (a. 8.2 a. 0. 
8. 27) fiir ein System dritter Ordnung ein Beispiel der Ersetzung einer Hauptreihe 
durch eine andere, wobei, anscheinend zufillig, Selbstisomorphie auftritt. Eine Er- 
wihnung der durchgehenden Selbstisomorphie der Systeme findet sich aber auch bei 
den Autoren, die die Méglichkeit verschiedener Hauptreihen beachtet haben, nicht. 
Die gleich zu erwihnende Klassifizierungsmethode Hawkes beruht aber ganz auf 
dieser Eigenschaft (vgl. 8. 37 FuBn.), und durch ihre Feststellung ist demnach eine 
bestehende Liicke ausgefiillt. 

**) H. H. Hawkes a. 8. 3 zweit-, dritt- und viertang. 0. 
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bestimmen, wenn die von niedrigerer Ordnung bekannt sind, so macht 
man zunichst alle méglichen Annahmen beziiglich der Anzahl der idem- 
potenten Haupteinheiten und der Anzahl und Verteilung der nilpotenten 
Haupt- und Nebeneinheiten. Hieraus ergeben sich mehrere Multiplikations- 
tabellen, die teilweise unvollstaindig sein kénnen, aus denen aber so viele 
auszulassen sind, daB nur nicht reduzibele und unter sich nicht isomorphe 
und nicht reziproke Systeme iibrigbleiben. Die unvollstindigen Tabellen 
verkiirzt man jede um irgend eine geeignete Nebeneinheit oder auch nach 
einer von Hawkes angegebenen Methode um mehrere Einheiten (s. S. 20) 
und erhialt so Tabellen, die mit einigen der schon bekannten niederer Ord- 
nung zur Isomorphie gebracht werden kénnen, wodurch die Méglichkeit 
entstehen kann, einige Liicken auszufiillen. Wenn nétig, kann Verkiirzung 
um andere Nebeneinheiten weitere Ausfiillung erméglichen. Die noch ver- 
bleibenden Liicken werden ausgefiillt, indem man zum assoziativen Gesetz 
greift, was allerdings, namentlich wenn es sich um mehrere Liicken han- 
delt, weniger leicht wird. Es liegt gerade darin die Schwiiche der Methode, 
dieselbe fiihrt, wenn die Zahl der Nebeneinheiten klein ist im Vergleich 
zur Zahl der Haupteinheiten, tiberraschend schnell und leicht zum Ziel, 
wiichst aber die erstere Zahl verhiltnismiBig, dann wachsen auch die 
Schwierigkeiten, und bei Systemen mit einer idempotenten Einheit ver- 
sagt die Methode ganz. Als Beispiel seien die Quaternionsysteme in sieben 
Einheiten abgeleitet. Ein solches System enthilt notwendig die Haupt- 
einheiten: 
Cir» tay Saar aa 


es kénnen sich dazu keine Nebeneinheiten dieser Charaktere gesellen, denn 
giibe es eine solche, so wiiren gleich vier vorhanden, die man durch fort- 
gehende Multiplikation mit e,, und e,, aus dieser ersten erhalten wiirde 
(vgl. S. 23). Das Hauptquadrat enthilt also jedenfalls noch eine idem- 
potente Einheit e,,. Weitere nilpotente Haupteinheiten kann es nicht 
geben, denn nahme man eine $olche an, so wiren wiederum gleich vier 
da. Die zwei noch nicht bestimmten Einheiten kénnen also nur Neben- 
éinheiten sein, eine derselben mu8 den Charakter 31, 13, 32 oder 23 
haben, da sonst das System reduzibel wire; die Wahl ist gleichgiiltig, da 
verschiedene Voraussetzungen zu isomorphen oder reziproken (sich an der 
Diagonale spiegelnden) Systemen fihren. Nimmt man fiir die sechste 
Einheit: it 
si) 
so geht aus dieser durch Multiplikation mit ¢,, als Nachfaktor die siebente: 


sa 
hervor. Y 
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Das System ist hiermit eindeutig bestimmt. Es gibt also nur ein 
Quaternionsystem in sieben Einheiten mit der Tabelle: 


a1 oh % OG 





4 

&1/¢@ @ 090 0 0 0 
ae}/9 0 eg ag 0 0 0 
6e/¢ &¢ 09900 0 0 
e.|/0 0 egego0d 90 
6190 0 0 ga @ e 
e1¢@ ¢ 0990 0 0 0 
e,|0 0 e& e O 0 O}.*) 











Zuriickfiihrung aller Systeme auf Nichtquaternionsysteme. 
Betrachten wir ein geregeltes System, so besteht im allgemeinen das 
Hauptquadrat aus mehreren unabhingigen urspriinglichen Systemen 
Pr» ***) py” Ordnung, wo 


(34) DSr-s 


Dazu gesellen sich im allgemeinsten Falle erstens Nebeneinheiten, die 
ihrem Charakter nach einem dieser Systeme zuzuordnen sind, die also 
idempotente Haupteinheiten verbinden, die demselben urspriinglichen Sy- 
steme angehéren, und zweitens solche, die sich zwischen Haupteinheiten 
verschiedener urspriinglicher Systeme einordnen. Letztere Art ist sogar 
immer vorhanden, wenn das Hauptquadrat in mehr als ein urspriingliches 
System zerfallt, da das System sonst reduzibel wire. Die Charaktere, die 


*) Die Klassifizierungsmethode ist gefunden von H. E. Hawkes (am §&. 3 
zweit-, dritt- und viertang. 0). Dieselbe beruht in seiner Darstellung darauf, daB es 
nur eine Hauptreihe gibt. Da aber diese Voraussetzung fallt, wiirde die Methode 
unrichtig sein, wenn es nicht nach dem Prinzip der durchgehenden Selbstisomorphie 
(Theorem IX) ganz gleichgiiltig wire, welche Hauptreihe man zur Regelung des 
Systems heranzieht. Bei den Quaternionsystemen machte Hawkes, wahrscheinlich 
unbekannt mit der Arbeit Cartans, keinen Gebrauch von der Eigenschaft, daB es bei 
Existenz eines Paares nilpotenter Haupteinheiten ¢;;, ¢,, jedenfalls gleichviel Neben- 
einheiten der vier Charaktere ii, ij, jj und ji gibt, sondern behandelte diese Sy- 
steme gerade so wie die anderen. Dadurch werden bei diesen zuniichst mehrere un- 
zulissige Annahmen beziiglich der Verteilung der Einheiten gemacht, die ihre Un- 
zulassigkeit dann spiiter dadurch kundgeben, da sie zu nichtassoziativen Systemen 
fiihren. So werden fiir die Ableitung des sich hier als Beispiel auf einmal ergebenden 
Quaternionsystems in sieben Einheiten sechs verschiedene Tabellen aufgestellt, von 
denen fiinf ausfallen (s. a. S. 8 viertang. O. S. 455). Die Methode wire demnach in 
diesen Fallen kiirzer zu gestalten. 
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zu demselben urspriinglichen System gehéren, enthalten gleichviel Neben- 
einheiten, da dieselben Satzweisen durch einfache Multiplikation mit geeig- 
neten nilpotenten Haupteinheiten auseinander erzeugt werden kénnen; 
diese Nebeneinheiten treten also in Siitzen von p? auf. Ahnliches gilt fiir 
die Nebeneinheiten, die eine beliebige idempotente Haupteinheit des ur- 
spriinglichen Systems p;“" mit einer ebenfalls beliebigen des Systems p,‘* 
Ordnung verbinden, diese treten in Siitzen zu p,p; auf und kénnen eben- 
falls satzweise durch einfache Multiplikation mit geeigneten nilpotenten 
Haupteinheiten ineinander tibergehen. Um dies niher zu beleuchten, filhren 
wir eine etwas verinderte Schreibweise ein und nennen die Einheiten der 
Hauptreihe: 


(11) (22) {Pi Pa) (1), leh) MPa’ Pe’) 
fi > n> > > G9» » &sg > » oye 
oder: 
(kg kj) . ; , 
> k= 1, +++, pi, i=l, ---, gs, 


wozu sich die nilpotenten Haupteinheiten: 


(kj 4) 


s ky, &i=1,---, p, keel 
i=—1,---, 8 
gesellen und Nebeneinheiten der Form: 
ki, k= 1, +--+, pi, 
pd Pl l= 1,--+, py, 
i,j=—l,--+,8, ij. 
Alle diese Einheiten lassen sich aus den Einheiten 
el) 


et) = iij=l1,---,8 


iia;;? 

(11) 

tay 
durch Multiplikation (vorn undyhinten) mit irgend zwei der nilpotenten 
Haupteinheiten 


(45 44) 


Cu hi, y=1,---, Pi; hy +l 
im—1,---, 
ableiten, wobei zu beachten ist, daB sowohl die unteren als die zwei ersten 
oberen Indizes bestimmend fiir das Produkt sind. Die Einheiten 


nf ol ae y City? 
bestimmen aber ein Nichtquaternionsystem, und es tritt also die Tatsache 
hervor, daB zu jedem Quaternionsystem ein der Form nach eindeutig be- 
stimmtes Nichtquaternionsystem gehért, aus dessen Multiplikationsregeln 


die des ganzen Systems hervorgelien, sobald die Zahlen’ p,, ---, p, be- 








lic 
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kannt sind. Die Zahlen p,,---,p, geben dann die Ordnung der urspriing- 
lichen Systeme, durch die die s’ Einheiten der Hauptreihe in dem Nicht- 
quaternionsystem ersetzt werden sollen. Jedes Nichtquaternionsystem be- 
stimmt also eine ganze Schar von Quaternionsystemen, und erstere er- 
scheinen vom Standpunkte der Klassifizierung aus als die wichtigeren, weil 
die Kenntnis aller Nichtquaternionsysteme zugleich die aller méglichen 
Quaternionsysteme ohne weitere Rechnung mit sich bringt. 

Sind die invarianten Zahlen des zugehdrigen Nichtquaternionsystems: 


, 


n, s‘, Nis t,j=1,---, s, 
dann kénnen die invarianten Zahlen des Systems selbst aus den Formeln 


erhalten werden: 
1,--+,s" 
lenge > Pir 


n 5 = Nj, Wi= PiPjNiz j= 1, ae 8, 

(35) 0. . i, k = 1 eee % 
(99, wy? =| » wenn ee Nu =p, ; . es 
1, wenn i=), m= 1,-+', Dj- 








1,-+*,2’ 1,-++98" 
n= >? + > Pivsmis, 
é : ij 


Multiplikation von Systemen. Sind insbesondere die jeder idem- 
potenten Haupteinheit zugeordneten urspriinglichen Systeme von derselben 
Ordnung p, ps’=s, so kann man noch eine andere Bezeichnungsart ein- 
fiihren, indem man die unteren Indizes, die das Nichtquaternionsystem 
bestimmen, einer Art Einheit , und die oberen Indizes, die jetzt alle die- 
selbe obere Grenze p haben, einer zweiten Art Einheit ¢ anhiingt, und 
die beiden Einheitsarten durch eine kommutative Multiplikation mit 4 
verkniipft. Die Einheiten des Systems erscheinen dann in der Form: 


/ 


k,l=1, "5D, 


Se Ne ™ is * Set i,j=l,--48, 
(36) “ * Nita;, = Nita;, * fei» ps =8, 
, 
Far” Mago, = Mago, 5° Fhr» 4,1, ++) Mey 


biji= 1, > ij, 
wo die » sowohl wie die « fiir sich den gewéhnlichen Multiplikations- 
regeln folgen, und das zugehérige Nichtquaternionsystem sich zusammen- 
stellt aus den Einheiten 
Nii» 
Nita,;? 
Nijd;;» 


‘i= 1, oe Nii, 


bj =1,---, Nis y 
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Die Formeln (36) lassen sich auch dahin deuten, daB die Koordinaten 
der allgemeinen Zahl des Systemes  statt dem Kérper der reellen oder 
komplexen Zahlen einem urspriinglichen Zahlensystem p** Ordnung e ent- 
" nommen werden, oder umgekehrt die Koordinaten des Systemes ¢ einem 
Nichtquaternionsystem 7. Diese Verbindungsweise zweier Systeme heiBt 
Multiplikation, dieselbe 1aBt sich auch auf zwei beliebige Systeme an- 
wenden. Sind die beiden Systeme urspriinglich, so folgt, indem man die 
erstverwendete Bezeichnung wieder einfiihrt, leicht, daB das Produkt eben- 
falls ein urspriingliches System darstellt; jedes urspriingliche System, dessen 
Ordnungszahl keine Primzahl ist, liBt sich also als Produkt von Systemen 
niederer Ordnung deuten.*) 

Systeme ohne Modul. Hat ein System keinen Modul, so kann 
man eine neve Zahl M mit den Eigenschaften eines Modul zu dem Sy- 
stem hinzufiigen und das so erhaltene System regeln. Enthielt das erste 
System idempotente Zahlen, so ist in dem zweiten eine Hauptreihe mit 
mehr als einer Einheit vorhanden. Eine solche Einheit ist von der Form 

z+aM, 
wo x eine Zahl des ersten Systems und a eine gewidhnliche Zahl. Da sie 
idempotent und das erste System ein invariantes Untersystem des zweiten 
ist, ist entweder: 
a=0, s*=—2 


oder: 
a=-1, 2*?=——2z 
Die Einheit ist also entweder von der Form: 
y 
oder von der Form: 
M — ¥y; 


*) Die Zuriickfithrung aller Systeme auf Nichtquaternionsysteme wurde zuerst 
von T. Molien 1892 (a. 8.3 a. O. 8. 148f.) und spiiter unabhingig von E. Cartan 
1898 (a. 8.3 a. O., namentl. 8. 43 £) durchgefiibrt. Cartan konstatierte zuerst 
die Existenz der Konstanten. Die Multiplikation der Systeme wurde 1878 von 
W. K. Clifford, Application of Grassmann’s extensive Algebra, Amer. Journ. Math. 1 
(1878), S. 350—858, und 1890 von Taber, On the theory of matrices, Amer. Journ. 
12 (1890), 8. 337—896, bei urspriinglichen Systemen behandelt. Von G. W. Scheffers 
wurde dieselbe dann 1891 (a. 8.3 drittang. 0. 8. 323) allgemein formuliert und 
in Beziehung gesetzt zu der Zusammenstellung der Teilsysteme eines reduzibelen 
Systems, die Addition genannt w . In der Tat besteht dann das distributive Ge- 
setz. Von H. B. Leonard, On the ring of composite hypercomplex number systems, 
Amer. Journ. Math. 30 (1908), 8.43, warden Methoden angegeben, um zu bestimmen, 
ob ein gegebenes System ein Produkt sei oder nicht. Die Addition und Multiplika- 
tion der Systeme hat namentlich dadurch Bedeutung erlangt, dab J, H. Maclagan 
Wedderburn (a. 8.4 a. 0) auf diesen Grundlagen seinen Kalkiil der Systeme auf- 
gebaut hat (vgl. die Einleitung). ) 
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wo y eine idempotente Zahl des ersten Systems. Die Hauptreihe enthilt 
mehrere solche Einheiten; da ihre Produkte Null sind, kann nur eine, 
und da ihre Summe J ist, muB notwendig eine in die zweite Form ein- 
gehen. Man erhilt also das erste System aus dem zweiten, indem man 
eine der Einheiten der Hauptreihe des zweiten ausliBt. Diese Einheit tritt 
in keinem der Produkte der anderen Einheiten auf. Enthiilt das erste Sy- 
stem keine idempotenten Zahlen, so ist M die einzige Einheit der Haupt- 
reihe des zweiten Systems und wir haben den schon §S. 19f. besprochenen 
Fall, daB ein nilpotentes System aus einem System mit einer idempotenten 
Zahl hervorgeht. Wir sprechen also den Satz aus: 

Theorem X, Jedes System ohne Modul lat sich aus einem System 
mit Modul erhalten, indem man eine Einheit der Hauptreihe des zweiten 
Systemes, die in keinem der Produkte der anderen Einheiten auftritt, aus 
diesem Systeme auslift. 

Die Systeme ohne Modul sind Systeme mit unvollstindiger Haupt- 
reihe, im tibrigen werden sie in derselben Weise wie die Systeme mit 
Modul geregelt. Zum Zwecke der Klassifizierung brauchen sie nicht 
untersucht zu werden. Denn, sind alle Systeme mit Modul bekannt, so 
erhilt man alle der anderen Art, indem man erstere Systeme auf alle 
méglichen Weisen um eine geeignete Einheit der Hauptreihe verkiirzt. 


V. Die Gleichungen 
und ihre Beziehungen zu den geregelten Systemen. 


Einteilung eines Systems nach den Wurzeln der Gleichungen. 
Betrachten wir die charakteristische Gleichung in z: 


(2—u, My") .--(a@—uyM)“" = 0, 


wo x eine Zahl des Systems, die keiner Gleichung niederen Grades ge- 
niigt. Es sind dann die Zahlen: 


x) =(¢—u,M)"---(a—u,_, MJ (@—u,,, My --- (@—uy MM), 
a¥*) == (¢—u,M)"t---(2—u,_, Mi (2@—u,M) (2—u,,, My" ---(a—uy MY, 


ao"? = (x-u,M)"---(a—u,_, MY" (2-0, MY" (au, , MY" (au MY" *) 


jedenfalls von Null verschieden und linear unabhingig. Sie bestimmen ein 
Gebiet w,“" Stufe, das die Eigentiimlichkeit besitzt, durch Multiplikation 
als Vor- oder Nachfaktor mit (x—u;M)/ in ein Gebiet (u,—j)** Stufe 
j~=1,---,m, tiberzugehen und bei Multiplikation mit irgend einer Potenz 


*) xl ist ein Vielfaches einer idempotenten Zahl, vgl. J. B. Shaw a. S.2 a.0.S. 23. 
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eines anderen Faktors der charakteristischen Gleichung sich selbst gleich 
1,-++,3” 
zu bleiben. Die > =k so erhaltenen Zahlen sind simtlich linear un- 
‘ 
abhingig. Da k <n, brauchen sie nicht das ganze System zu bestimmen. 
Zur Bestimmung des ganzen Systems verwendet man eine Eigenschaft, 
die sich in der hier gebrauchten Sprache folgendermaBen angeben laBt.*) 
Ist 4; die Zahl, die angibt, wieviel Mal die Wurzel u; in der ersten 


1,-0-, 
Hauptgleichung in u vorkommt, so gibt es im System jedenfalls D>i- n 


unabhiingige Zahlen 
yo), = i= 1, -++, 8", je, -+-, bs, 
die folgendem Gesetze gehorchen: 
(x — uM) y“’? = 0, 
(2 — 14, M) ys» al att) ya) 
(37) (co — su, M) ys ame gy) 4 gP2 gl 4,- 9 





usw. bis y*, 

wo «x eine beliebige, aber bestimmte Zahl des Systems ist, deren charak- 
teristische Gleichung in u, s” verschiedene Wurzeln hat: u,, -+-, u,,.**) 
Die Koeffizienten a geniigen dabei der Bedingung, daB fiir jede Zahl y“-**) 
(38) (cx—u,My*i y*-) = 0. 

Die 4; Zahlen y*---) zerfallen also in mw; Klassen, die sich dadurch unter- 


*) E. Cartan a. 8. 3 a. O. 8. 17. 

**) Diese aus der Theorie der Matrizen bekannte Eigenschaft (vgl. z. B. H. Taber 
(a. 8. 40 a. O. S. 369) wurde in dieser Form zuerst ausgesprochen von E. Cartan 
(a. 8. 3 a. O. 8.17). Dieselbe ist identisch mit derjenigen der Theorie der kon- 
tinuierlichen Gruppen, die aussagt, daB bei jeder infinijecimalen projektiven Trans- 
formation 


1,-- 9 
> 5% P; 
ik 


eines Raumes R,_, wenigstens so viele verschiedene Punkte invariant bleiben als 
die Gleichung r 


gi Ae fir i=—J 
lo fir i+j 
verschiedene Wurzeln besitzt, und daB durch jeden invarianten Punkt wenigstens eine 
invariante Gerade, durch eine solche wenigstens eine invariante Fliiche usw. geht; 


ygl. 8. Lie, Theorie der trem (1888), Abschn.! §. 583 Satz I, S. 585 
Satz IT oder derselbe a S. 3 a. O. S. 528. 


a,,—9,,6| = 0, 8 


ij 
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scheiden, daB sie eine andere Potenz von (x—u;M) als Vorfaktor brau- 
chen, um zu Null zu werden. Jede dieser u, Klassen bestimmt ein Gebiet 
irgend einer Stufe und jede enthialt offenbar eine der mw, Zahlen x: 
Derselbe Satz gilt mit Verwechslung von Vor- und Nachfaktor fiir die 
oo der zweiten Hauptgleichung in uw. Es entstehen die Zahlgebiete 


‘) mit », unabhingigen Zahlen, i = 1, ---, s”. 
Ist fiir irgend eine héhere Zahl v das Produkt 
(2—u;,M)v 


eine Zahl des Gebietes y*'-), so gehért v selbst diesem Gebiete an, denn 
enthielte » eine Zahl eines der anderen Gebiete, so wiirde eine solche 
ebenfalls im Produkt erscheinen.*) Ist w eine beliebige héhere Zahl, so ist: 


(2—u;M)y*?w =O, also gehért y"’? w zum Gebiete y, 
(2 — uM) y°*s- wv = a 9?) p, also gehért ys w zum Gebiete y, 
usw. 


alle Zahlen des Gebietes y ergeben also, als Vorfaktor mit irgend einer 
beliebigen Zahl multipliziert, wiederum eine Zahl dieses Gebietes. Dasselbe 
gilt fiir Zahlen des Gebietes 2 als Nachfaktor. 

Fihrt man die n Zahlen 


4d (i=1,---,8", j= 1,--+4), 
als neue Einheiten ein, so zerfallt der Modul in s” Teile 
M®,..., Me” 


jede zu einem der s” Gebiete y® gehérig, und es geht aus obigen Multi- 
plikationsregeln hervor, daB keiner dieser Teile Null sein kann, und jeder 
idempotent sein mub.**) 
Es gelten ferner die Gleichungen 

MoM” =0 (i+), 
und es laBt sich zeigen, daB M‘,.--, M eine Hauptreihe bilden. Man 
nehme dazu an, es sei die Bestimmung einer Hauptreihe bis zu M,..., M 
fortgeschritten, und noch nicht fertig, also eine Hauptreihe von wenigstens 
s”+ 1 Einheiten ¢,,,-- +, @41,41, Vorhanden. Die charakteristische Glei- 
chung fiir die Zahl z: 

= Fey tes + by "+e" $1 Os ea $l 

wire dann vom s+ 1%" Grade mit s”+ 1 verschiedenen Wurzeln, was 
nicht méglich ist. Umgekehrt kann man auf dem angegebenen Wege 
zu jeder Hauptreihe gelangen, da das System, in bezug auf verschiedene 
Hauptreihen geregelt, selbstisomorph gemacht werden kann, und es also 
zu jeder Hauptreihe eine mit der Zahl z korrespondierende Zahl geben 


*) Cartan a. 8. 3 a. O. S. 18. 
**) Cartan a. 8.3 a. O. S. 18. 
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muB, bei der man auf dem angegebenen Wege gerade zu dieser Hauptreihe 
gelangt. Die beiden Hauptreihen, die man erhilt, indem man von einer 
Zahl ausgeht und die Einteilung nach der ersten bez. zweiten Hauptglei- 
chung ausfiihrt, sind im allgemeinen nicht identisch. (Sie sind identisch 
fir ein urspriingliches System, da hier 1; = v,, vgl. S. 47.) 

Nimmt man die Zahlen M“, die unter Anwendung der ersten Haupt- 

gleichung entstanden sind, als Hauptreihe an, setzt man also 

M® = ¢,,, 
so fallen offenbar die Zahlen y“) mit allen Zahlen des Charakters 
ij (j=1,---+,8) zusammen. Dasselbe gilt fiir die zweite Hauptgleichung. 
Es gilt also der Satz: 

Theorem XI Die Zahl s” der ungleichen Wurzeln der Gleichungen 
eines Systems, ist identisch mit der Zahl s der Einheiten einer Hauptreihe. 
Wird das System in bezug auf cine Haupireihe geregelt, und kommt die 
Wurzel u,, korrespondierend mit der Haupteinheit e,,, in der chrakteristischen 
Gleichung und den Hauptgleichungen 1, und v, Mal vor, so gibt es gerade 
4, unabhiingige Zahlen des Charakters ix, und v, unabhiingige Zahlen des 
Charakters xi, x=1,---,s. 

Die charakteristische Gleichung und die Untersysteme ge- 
raden Charakters. Es ist interessant, zu untersuchen, welchen Platz 
die Zahl z, die als Ausgangspunkt zur Bestimmung der Hauptreihe ge- 
dient hat, in dem in bezug auf diese Hauptreihe geregelten System ein- 
nimmt. Da (siehe 8. 42): 

(x —u,M)e,, 

eine Zahl des Charakters ij ist, aber auch eine Zah] des Charakters ji (j=1,---,s), 
hat sie den Charakter ii. Also hat auch ze,, diesen Charakter und kann z 
demnach keine Einheiten des Charakters ji j=1,---,s enthalten. Da dies 
fiir jedes ¢ gilt, kann z tiberhaupt keine Einheiten schiefen Charakters 
enthalten. Da die Zahl x nur der Bedingung geniigt, daB ihre charakte- 
ristische Gleichung in u, s verschiedene Wurzeln hat, sonst aber ganz be- 
liebig ist, ergibt sich der Satz: 

Theorem XII. Ist eine Zahl x des Systems gegeben, deren charakte- 
ristische Gleichung in u s verschiedene Wurzeln hat, so lat sich stets eine 
solche Hauptreihe finden, daB sich die Zahl x in dem, in bezug auf diese 
Hauptreihe geregelten System, nur aus Einheiten geraden Charakters ableitet.* ) 

*) Fir eine beliebige Zabl“2 des Systems gilt, daB stets eine Hauptreihe ge- 
funden werden kann, so daS man der Zahl x mit einer nur aus Einheiten geraden 
Charakters abgeleiteten Zahl beliebig nahe kommen kann. Vgl. E. Study, a. 8. 3 
viertang. O., J. B. Shaw, Some generalisations in multiple algebra and matrices, Amer. 


M. Soc. Bull. 5 (1899), 8. 380 und a. 8.2 a. O. S. 26, und fiir den speziellen Fall des 
urspriinglichen Systems dritter Ordnung Wilson, Vector-Analysis, 2. Aufl., S. 356f. 
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Jede solche Zahl kann also in der Form geschrieben werden: 
1,-- +98 
(39) x= >" (bei t 2ita),*) " 


WO Zia, eine allgemeine nilpotente Zahl des Charakters ii. Die Zahl ge- 
ntigt aber dann offenbar der Gleichung: 


Sp-orge 


(40) []@-&10-0, 


wenn wir den Grad der nilpotenten Systeme ii einen Augenblick durch 
k,, angeben. Denn 


a—&,,M = (bi, —8)ey +°°- + (E5_16-1—- Sea) G-14-1t (554.1641 S00) 41,041 
fossa 
$+ + Gre $leee + > tite 


in (a —£,,M)‘* verschwinden also jedenfalls alle Zahlen des Charakters 
ii, und das Produkt von s Zahlen, in denen je ein verschiedener Charakter 
ganz fehlt, muB notwendig Null sein. Es kann auch keine Gleichung 
niederen Grades fiir x bestehen, denn fehlte ein Faktor (x—£,,M), so 
wiirde im Faktor («—£,,M)‘*~', und folglich im Produkt, eine Zahl des 
Charakters ii iibrig bleiben kénnen. Es ist also 


kj, = (i=1,--+,8). 
Theorem XIII. Die Potenzen der s verschiedenen Faktoren der charakte- 
ristischen Gleichung sind den Graden der s korrespondierenden Untersysteme 
geraden Charakters des geregelten Systems gleich. 
Da die Koeffizienten 
E., (i= 1,--+,8) 
einer bestimmten Zahl z in einem Nichtquaternionsystem unabhingig sind 
von der Wahl der Hauptreihe (siehe S. 32), gibt die Formel 


(41) []@-%0" =0 


die charakteristische Gleichung eines Nichtquaternionsystems an bei be- 
liebiger Hauptreihe.**) 
*) Vgl. Study a. 8. 3 viertang. 0.; Shaw, a. 8.2 a. O. S. 26. 


**) Diese Form der Gleichung wurde zuerst angegeben von G. W. Scheffers 
a. 8. 3 drittang. O. S. 314. 
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Die Form der Gleichungen fiir verschiedene Systeme. Die 
charakteristische Gleichung und die Hauptgleichungen haben fiir ein Nicht 
- quaternionsystem nach vorigem die Form: 


[] @-sa0y"=0, 
1,-++8 
(42) I] (x —§,,M)"* =0, 


[Te -§,,M)"* =0, 
ig 


wo “, = Grad des Untersystems des Charakters ii, 
4, = Anzahl der Einheiten des Charakters | 


y= ” ” ” ” ” zt, 


Zwischen den Zahlen 4,, v,, » 





(x =1,---,8). 


ij, ® bestehen die Beziehungen: 


1,---58 
A,=1 +> N55 
j 


ee 


(43) 1-14 >'s,, 
jd 
1,-- +8 1,---58 


n= i,= ie, 
4-2" 


: ‘ 





Nimmt man in einem urspriinglichen System die Einheiten in der 
Reihenfolge 


Crr> Cory ** *y Cory Cay Cony ** "> Cpar * * *» Cees 


so zerfallt die Determinante der ersten Hauptgleichungen u in s Deter- 
minanten s*" Grades lings der Diagonale, von - Form 


bu bis b, 
— | Sar as. *) 
i E,, of §,,—u 


Die Determinante der zweiten Haupigleichung ist mit der der ersten 
identisch. 


*, Cartan a 8.3 a. O. S. 53. p 








urs 


(44 


(42 
Be: 
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lei 
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Die charakteristische Gleichung und die Hauptgleichungen in x eines 
urspriinglichen Systems s‘** Ordnung sind also: 


Charakteristische Gleichung: 
bu. M—ax §.M &,, 
E.. M— 
(44) se”. -0. 
. M ‘4 M —Z } 
Hauptgleichungen: 
(45) A‘ =0. 


Bei einem urspriinglichen System bestehen die Beziehungen: 


1,- 1,--++58 
(46) i, = y= > My ->N,-s=Vn (t= 1,---,8). 
j j 


Die Form der Gleichungen eines beliebigen Systems e kann jetzt 
leicht angegeben werden. Es sei dasselbe in der 8. 39 u. f. angegebenen 
Weise entstanden aus einem Nichtquaternionsystem 4 mit den Konstanten 


n" M5 “,, 4; ”%; s’ (i,j—=1,--+,8'), 
wobei jeder idempotenten Binheit %,; ein urspriingliches System p,* Ord- 
nung zugeordnet ist mit der charakteristischen Gleichung: 

A, =0 (t=1,--+,s’). 
Die Konstanten des Systems seien 

n, 8, a, a, y, | h sete “> 8‘), 

n*? - we X,, | (k, m= r°*y Dads 

Mig ips (J=1, ---, p,). 
Da das System e auf zwei beliebige Hauptreihen geregelt stets selbstiso- 
morph ist, kann diese Zusammenstellung bei jeder Hauptreihe erfolgen. 
Man nehme nun eine Zahl z, deren charakteristische Gleichung gerade s 
verschiedene Wurzeln hat und bestimme nach §. 41 u. f. die Hauptreihe, 
wobei die zu 2 gehérende Zahl des Nichtquaternionsystems in lauter Teile 
geraden Charakters zerfillt. 2 selbst zerfallt dann in Teile, die jedes nur 
za den Charakteren eines bestimmten urspriinglichen Systems des Haupt- 
quadrats gehéren. Ein solcher Teil der Charaktere /* j,k—1,---, p, be- 
steht aus einer Zusammensetzung der Haupteinheiten 


e _ (j,k=1,--,p,), 
und einer Zusammensetzung der Nebeneinheiten der Charaktere 
jk 


ii (j, k=1,-++p,). 
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Bestimmt man nun fiir die Zahl z die Funktion 








(11) (12) (ip) 
Bis M—z«x Fi 003 Ge 
21 22) 
ei = M—z«x 
4; = > ly 
: 3 
£'?, -1) gr?) M — 


- enthilt dieselbe jedenfalls keine or iy der Charaktere 
it (j,k=1,--,p,) mehr, da der Teil der Zahl x der Charaktere /{ (j,k—=1,---,p,) 
mit allen ‘ndwe Teilen multipliziert Null erzeugt, und also bei den Pro- 
duktbildungen nur auf sich selbst wirkt. 
Folglich enthalt ati 
tiberhaupt keine Einheiten der Charaktere / jk -=1,---,p,;) mehr, woraus 
(wie auf S. 45) hervorgeht, daB 


1,---,8 
(47) [] a'=-0 
‘ 
die charakteristische Gleichung der Zahl «x ist.*) Die charakteristische 
Gleichung geht also aus derjenigen des Nichtquaternionsystems 1: 
eg 


TT (5, M—z)" 


dadurch hervor, daB man &,,M— <x ersetzt durch die Determinante A,. 
—,, M— sx selbst erscheint bei dieser Betrachtung als die Determinante 
erster Ordnung, zu welcher A, sich reduziert wenn p, = 1. 

Die erste Hauptgleichung enthiilt jedenfalls alle Faktoren A; (i~1,---,s’), 
und p,mal die Potenz des Faktors A, gibt die Anzahl der Einheiten an, 
deren vorderer Charakter { (j= 1,---,p,) ist. Da fiir die Konstanten der 
Systeme e und die ete Formel (35) en wad: 


Ly-oP, 1,- 


1” a “2 De nt > Ny ~Smnytn, 


i= 28 pp, "5 i P, ? 
(48) 


1,- ni hen, Tore" Ay “9P. 


-S bY ae ~— 2 2+ s ui 
es ut Det 





*) Shaw, a. S.20.0.S.42.  ) 
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ist diese Potenz also: 


1,--+3" 
1 ’ 
Pi 4, =>) am, + P,- 
j 


Die erste Hauptgleichung lautet demnach: 
1-8" , 
1,-++58" > * mij ti 
(49a) [] 


und analog die zweite: 
$< 


1,---,s" > iret ni 
(49b) Ao 
IT 


Die Faktoren A, héheren als ersten Grades lassen sich*) zwar in 

Faktoren ersten Grades der Form: 
(aM — =z) 

zerlegen, die Zahlen a kénnen dann aber nicht mehr als lineare Funktionen 
der Koeffizienten von z dargestellt werden. Sie bilden die Lésung einer 
Gleichung p,“" Grades mit lauter verschiedenen Wurzeln. Ein Quaternion- 
system unterscheidet sich also dadurch, daB seine charakteristische Glei- 
chung einen oder mehrere Faktoren héheren als ersten Grades besitzt, die 
nicht weiter zerlegt werden kénnen. Die Gleichungen der Systeme geben 
also nicht nur die fiir die Systeme charakteristischen Konstanten s, u,, 4,, v; 
an, sondern bestimmen auch die Einteilung des Hauptquadrats in ur- 
spriingliche Systeme. 


VI. Die verborgenen Einheiten, und die Zurickfihrung 
aller Systeme auf das urspringliche. 


Allgemeines. Die Betrachtungen in Abschnitt 1 bis IV haben er- 
geben, daB sich aus den Zahlen eines jeden Systems Haupteinheiten wihlen 
lassen, die zusammen ein mehr oder weniger urspriingliches System in 
Normalform, das Hauptquadrat, bilden. Dieses Quadrat erscheint als das 
feste Geriist des Systems, um welches sich die Nebeneinheiten, ein in- 
variantes nilpotentes Untersystem bildend, in freierer Weise gruppieren. 
Es liegt die Frage nahe, ob es nicht méglich ist, auch die Nebeneinheiten, 
und somit das ganze System, in Beziehung zu setzen zu einem urspriing- 
lichen System, um so zu erhéhter Einsicht in den Bau der Zahlensysteme 
zu gelangen. 


*) Shaw, a. S. 2 a. O. 8.42; Cartan, a. 8.3 a. O. S. 54; Frobenius, a. 8.3 zweit- 
ang. O. 8. 529. 
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Es ist hier gleich zu bemerken, daB es schon C. 8S. Peirce 1881*) 
gelang, die » Einheiten eines beliebigen Systems als lineare Funktionen 
der n* Einheiten eines urspriinglichen Systems m** Ordnung darzustellen. 
Es ist dies sogar auf zwei Weisen méglich. Sind die Einheiten des ge- 
gebenen Systems (mit Modul) ¢,,---,¢,, die Konstanten der Multipli- 
kation y,,, (i,j, k—1,---,m) (siehe 8.7), und die Einheiten des urspriing- 
lichen Systems ¢,, (i,j—1,---,m), so kann man entweder setzen: 


1,---,” 

(50) é, ->' Vigne ees 
kj 

oder: 
1,-+-y” 

(51) @ -> V5ik ej 
jk 


denn im ersten Falle ergibt sich unter Anwendung der Formel (4) 


1,-- +,” /1,-++,2 \ 
ee, — (3 Y ptr ‘1) (> ratte) 
rt tu 

i od 


1,- 


sae Vpir Vout fru 
rtu 


1,---)” 1,--°,” 1,---.” 
-> Yet >, Veur eru -> Vogt et» 
t ru t 


und im zweiten Falle laBt sich abnliches dartun. Jedes Zahlensystem mit 
Modul, und demnach jedes System (vgl. 8.41) ist also Untersystem 
eines urspriinglichen héchstens n‘* bez. n+ 1%" Ordnung. Die Einheiten 
dieses ursprtinglichen Systems sind selbst keine Zahlen des untersuchten 
Systems und wir wollen sie daher ,,verborgene Einheiten“ desselben nennen. 

Es ist méglich daB ein urspriingliches System niederer Ordnung zur 
Darstellung geniigt, z. B., wenn so viele der Konstanten y,,, Null werden, 
daB simtliche Einheiten ¢,, und ¢,, (2=1,---,m) nicht verwendet werden, 
und demnach der ganze Charakter i ausfillt, oder, wenn nur so viele Ein- 
heiten ¢ zur Verwendung gelangen, daB das System « in zwei oder mehrere 
verschiedene urspriingliche Systeme zerfallt, die keine Einheiten gemeinsam 
haben. Letzterer Fall tritt immer auf, wenn ein urspriingliches System 
selbst in der angegebenen Weise zur Darstellung gebracht werden soll. 
An dem System der Quaternionen (siehe S. 25) sei dies hier beispiels- 
weise gezeigt. Es ist da 


Vin = Visa = Yes. = Yeas = Yes = Ysa = Yass = Yaa = 1 


*) 0.8.8 a. 0. / 





und 
sche 


niig 


ider 


Fiir 


(52 


Ver 
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und alle anderen Konstanten sind Null. Also ist nach der ersten Peirce- 
schen Darstellungsweise (50): 
C= 4 + Fag, 
ly = F13 + Ena, 
€y = Fs, 1 Ean, 
4 = E53 T Egg: 
Das System « zerfillt also in zwei Systeme zweiter Ordnung, und es ge- 
niigt eins dieser Systeme: 
& = fu» 
Cy = 3, 
€s = &s1, 
Cy = Ssq- 
Wir betrachten nun zuniichst ein geregeltes System mit nur einer 
idempotenten Zahl zugleich Modul: 
M=—e,. 
Fiir die Konstanten y gilt dann: 


Wenn i=—1: Yijx= 1 wenn j=k, sonst =—0, 

52) » j=l: Vij: = 1 ” i=k, , = 0, 

~ » t+#1,j+1: y,—-0 4 kSj oder <i. 
(Vgl. Formel (18) S. 20). 


Verwenden wir die zweite Darstellungsweise, so ist also 


€, =a 
Rng bine FT Paenne Se +°** HE Mecnexts Sone 
Hues bent TIiente a0 F°°* + Fentclan %-t0 
(53) + Pecutenten0T * °° + Tange-te-t “e-8,0-89 


Co = Ej + usw. 
4 = Ey + fgg Hes + Eng: 
Schreibt man die Einheiten: 


é. ee 
‘ £2 ‘tn Je em ww nnn aby ap-1/8, 49 
es 
&13 *2 























4* 
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so setzt sich jede Einheit nur zusammen aus denjenigen Einheiten ¢, die 
sich rechts unten von der zu der betreffenden Einheit gehérigen Linie 
befinden. Fiir die nilpotenten Zahlen kommen tiberhaupt nur diejenigen Ein- 
heiten ¢ zur Verwendung, deren vorderer Charakter eine niedere Ordnungs- 
zahl hat als der hintere Charakter. 

Ist das System von k*™ Grade und k =n, so gibt es jedenfalls eine 
Zahl, deren (kK—1)* Potenz nicht verschwindet; diese Zahl und ihre 
nichtverschwindende Potenzen lassen sich offenbar als ¢,,---,e, wihlen, 
und es gelten dann folgende Bedingungen fiir die Konstanten y,,,: 


‘oe i=—1: Vij, 1, wenn j=k, sonst = 0, 
(54) | » jul: Yip = 1, ” i=k, ” =0, 
” i+1, jl: Mize = 1, » t*+j9=—k+1, ” = 0. 


Daraus ergibt sich folgende Darstellung der Einheiten e: 


ey = &41 + a9 + + ai + €,-1,2-1 + enn? 

Cy = Big H 89g Fe Henig nia H Enna 
(55) ets. 

i i - 


Die Einheiten e erscheinen in diesem Falle als einfache Summen der 
Einheiten «. 
Ist k= n— 1, so gibt es fiir » > 4 vier Fialle:*) 


1) 4? =0, e&e,=0, 

oe ; |») = 0, = €,; 
Cae = 55, (i=1,----m—2) 3) a —0 
_ | a? , 
“3% yi 4) =, =, 


die sich z. B. folgenderma8en darstellen lassen: 


4 _ &1 + Eg9 + — + Enn? 


Os = Fxg + Egg Ho + Eg no + Eno, we 


1) ey 8, 1 

2) €= 8, ,-1 + £9.99 

3) =F, nit fn—109 

4) &= sant T fant fe—1,0° 


Im zweiten Falle geniigen iibrigens, wenn man 





Ce. eae Ein 


’ 


&= fain 


*) S. z. B. G. W. Scheffers, a. = drittang. O. 8. 330; J. B. Shaw, Standard forms 
Am. Journ. Math. 31 (1909), S. 45. 


of certain types of Peirce Algebras. 














Assoziative Zahlensysteme. 53 


setzt, schon die Einheiten eines urspriinglichen Systems (n—1)*" Ordnung 
zur Darstellung. Fiir n = 4 gibt es nur drei Fille, 1), 3), und statt 2) 
und 4): 

C0 = 0, C= Hey, Cyt = Cys 
welche Formel, da a eine beliebige gewéhnliche Zahi +1 ist, eine unendliche 
Anzahl verschiedener Systeme angibt. Diese Systeme lassen sich folgender- 
maBen in Einheiten ¢ angeben: 


Oy = By to + ey 

ls = f1y + Seay 

Cy = E14, 

Cy = 84 + &3 + Oéy.*) 
Die Einheiten e erscheinen hier also nicht mehr als Einfachsummen von 
Einheiten ¢, aber wohl als lineare Funktionen derselben. 

Die Ordnungszahl des kleinsten urspriinglichen Systems, als dessen 

Untersystem ein nilpotentes System gedeutet werden kann, ist jedenfalls 
nicht kleiner als der Index k’ des Systems (siehe S. 20), denn jede Ein- 
heit des Seite 51 angegebenen Dreiecks geht durch Maultiplikation mit 
einer beliebigen Zahl in eine Zahl iiber, die entweder Null ist, oder sich 
nur aus Einheiten niederer Horizontalreihen zusammenstellt. Das Produkt 
von @ Zahlen ist also stets Null, und demnach 


(56) o>k>k. 
Wenden wir uns jetzt der Betrachtung eines geregelten Nichtquaternion- 
systems zu. Die Untersysteme geraden Charakters lassen sich ein jedes dar- 


stellen als Untersysteme urspriinglicher Systeme @;;** Ordnung (i=1,---,s) 
wo: 


(57) ku Ski S of Sy +1. 


*) Diese Fiille sind hier nur als Beispiel angegeben. Der Fall k =n — 2 ist 
untersucht worden von G. W. Scheffers a. 8. 8 drittang. O. 8. 330 u. f., G. P. Stark- 
weather, Non-quaternion number systems containing no skew units, Am. J. Math. 21 
(1899), 8S. 369—386 und J. B. Shaw, a. 8. 3 zweitang. O., a. S.2 a. O. 8. 52 und 101 
und a. 8. 52 a. O. Shaw hat ferner einige besondere Typen der Systeme mit 
k<n—2 behandelt, eine vollstiindige Klassifizierung dieser Systeme besteht 
aber zur Zeit nicht. Vgl. auch J. H. Maclagan Wedderburn a. 8.4 a. O. S, 109. 
Shaw schrieb 1909, a. 8.52 a. O. 8.45: ,,The determination of general laws for 
the relationship of numbers in an algebra of order r has not progressed very far, 
especially as regards Peirce algebras‘ (Peirce algebra nennt Shaw Systeme mit nur 
einer idempotenten Zahl, zugleich Modulus), und weiter: ,,the complete exhaustion of 
all the information which can possibly be obtained by using the law of associativity 
leaves nevertheless a number of arbitrary parameters which can only be removed by 
linear transformation of the units, if removable at all. The further determination 
of individual types becomes then somewhat a matter of personal choice.“ 
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Dabei zerfallt die Einheit e;; in ;; Einheiten Fi, 4; (j=1,--+,@;3). Macht 
1y-,8 
man das urspriingliche System, das durch die > oi: idempotenten Haupt- 
‘ 
einheiten bestimmt wird, vollstindig, nimmt man also die nilpotenten 
Einheiten der Form rp 
Ein jy (iJ) 
hinzu, so werden im allgemeinen einige, aber nicht alle Einheiten e schiefen 
Charakters als Zahlen des so erhaltenen Systems aufgefaBt werden kénnen. 


Um das ganze System e zu umfassen, muB das System « vergréBert werden 
bis die Hauptreihe z. B. 


Einheiten enthilt, wo 


(58) 


ist. @;, ist die Anzahl der Einheiten der Hauptreihe des Systems ¢, in welche 
die Einheit ¢,, zerfallt. Eine solche Hauptreihe laéBt sich im Systeme « 
stets auffinden. Die Haupteinheiten des Systems erscheinen als Einfach- 
summen, die Nebeneinheiten als lineare Funktionen der Einheiten s. (Vgl. 
die Tabelle 8. 56.) 

Handelt es sich um ein Quaternionsystem e, so kann zuniichst das 
zugehérige Nichtquaternionsystem 7 gedeutet werden als Untersystem eines 
urspriinglichen '“* Ordnung. Sind dann die den Einheiten der Hauptreihe 
des Systems 7 zugeordneten urspriinglichen Systeme p,;*" Ordnung i = 1,---,s’, 
so ist das System e offenbar sicher Untersystem eines Systems der Ordnung 


1 
/ 


gts” 
, 
Oi; Pi- 
é 


Diese Zahl ist aber kleiner als n, ein Qeshalsbennteliun laBt sich also 
immer auf ein urspriingliches System niederer als n** Ordnung zuriick- 
fiihren. Auch hier erscheinen die Haupteinheiten e, sowohl idempotente 
als nilpotente, als Einfachsummen der Einheiten s (vgl. die Tabelle 8. 57). 

Zuriickfiihrung nach den Peirceschen Formeln. Man kann, 
ungeachtet der Méglichkeit ein niederes umfassendes urspriingliches System 
zu finden, die Peirceschen Formeln anwenden. Bei einem geregelten Nicht- 
quaternionsystem ¢,,---,¢, ist, wenn 


'\ Sa = a 
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eine Einheit einer Hauptreihe ist, 
Fare 1 

wenn b =c und e, vom Charakter iz (k=1,---,s) ist. In allen anderen 
Fillen ist y,,, gleich Null. Abnliches gilt fir y,,,. In der ersten Dar- 
stellungsweise (siehe S. 50) stellt sich also ¢,, dar als die einfache Summe 
von soviel idempotenten Haupteinheiten des Systems «, als es Einheiten des 
Charakters iz (x=1,---,s) im System e gibt. (Nach Abschnitt V ist diese 
Anzahl 4, gleich der Potenz des i*" Faktors der ersten Hauptgleichung.) 
Wir setzen also: 


Iy-+ 4, 
(59) i= > Eis ij* 


Die Nebeneinheiten des Systems e formen zusammen ein geregeltes nil- 
potentes System, sie leiten sich demnach ab aus der Hilfte der Einheiten: 
(i,j =1,--, 8), 
€ iy 5, ee (k+l wenn i=j). 
(l= 1,--+,a,) 
Dieselben kénnen so geordnet werden, daB die Ordnungszahl des hinteren 


Charakters immer héher ist als die des vorderen, und lassen sich dann in 
Form eines Dreiecks anschreiben. 


Z.B.: 4,=3, 
4,=2, 


Cy. = FF Ga ,1,> 










C29 = Fs, 9, + &y,9,- 
Die Zusammensetzung 
VON €55,°**,@,, 1st 
nicht ange- 
geben. 


In der Hauptreihe, die die Basis des Dreiecks ausmacht, erscheinen die 
4, zu ¢,, gehdrigen Kinheiten ¢;,, (j= 1,---,4,) zerstreut. 

Eine andere Weise der Darstellung ist einfacher. Nimmt man fir 
jedes i die Einheiten &,i, (J=1,--+,4;) zusammen, so befinden sich die 
verwendbaren Einheiten des Systems « jetzt tiber das ganze Quadrat ver- 
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breitet, das Quadrat laBt sich aber den Charakteren des Systems e gemaB 
in Unterquadrate zerteilen. Jedes Unterquadrat enthalt die Einheiten «, 
die zur Zusammenstellung der Zahlen eines bestimmten Charakters in ¢ 
bendtigt sind. Bei Anwendung der zweiten Peirceschen Formel (siehe 8.50) 
besteht die Hauptreihe des Systems aus Gruppen zu v, (i= 1,---,s) Zahlen, 
wo v, die Zahl der Eipheiten des Charakters ki (k=1,---,8). 





Char il 
Ze > Tiassa pat £14 ;1,)%) 2 stociearies f PE pooes £ SySigt a cere ore erenreccer= #)8]----- F5,5834 








eS 


Ist das System als Untersystem des u'spriinglichen niederster Ordnung 
dargestellt, so ist 2, bez. », durch @, zu ersetzen.*) In ahnlicher Weise 
1aBt sich ein Quaternionsystem angeben. Sind die Potenzen der Wurzeln der 
ersten Hauptgleichung des zugehérigen Nichtquaternionsystems 4,’ (i=1,---,8’) 
und die Ordnungszahlen der zugeordneten urspriinglichen Systeme p, (i=1,--,s'), 


*) Eine natiirliche Klassifizierung der Systeme wire die nach den Ordnungs- 
zahlen der kleinsten umfassenden urspriinglichen Systeme. Diesbeziigliche Unter- 
suchungen, die besonders fiir die nilpotenten Systeme interessant wiren, fehlen bis jetzt. 
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1,-+ +8" 
so nimmt man ein urspriingliches System e jp; Ordnung, und teilt 
die Hauptreihe wie folgt ein: 

(¢= 1, +48), 

(j=1,--4P))s 

(k =1,--, a,’ 

Die Haupteinheiten erscheinen dann als Einfachsummen der Einheiten «. 


Gi 
i, 


1,--*,4f 
(39) > (jd) 
Cr = © i iy? 

(60) 4 

OY Live «8? 


(32) "(0 
~~ > Fi ip? 
k 
und die Nebeneinheiten des Charakters /} sind lineare Funktionen der Einheiten: 
(k, l= 1,-- 48), 
(ki) ’ 

© ide (r= 1,--+,2/), 
(s = 1,- o% A;). 

Dies 1aBt sich folgendermaBen in einer Tabelle angeben: 


z.B.: ¢=2, 
p,=3, 
= 2, 


/ (73) 
fii 











{ z Laks 
CSP IT 2 








FF mi we NN SS 
1 22 
rd (2D (32) — es 





Lies 


OS 
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Zu der Tabelle ist zu bemerken, daB die durch ein Rechteck mit senk- 
rechten und wagerechten Seiten eingerahmten Einheiten zusammen als 
Einfachsumme eine Haupteinheit des Systems e bilden, und die Neben- 
einheiten e irgend eines Charakters sich als lineare Funktionen der Ein- 
heiten ¢ innerhalb des zugehdrigen schiefstehenden Rechtecks darstellen 
lassen (vgl. 8. 54). 

Beziehungen zu den verborgenen Einheiten Shaws. Ver- 
borgene Einheiten sind zuerst 1903, aber in anderer Form, eingefiihrt 
von J. B. Shaw.*) Zwar hatte schon F. Hausdorff 1900**) bemerkt, dab 
es zu einem jeglichen System ein bestimmtes ,,Indexsystem“ gibt, dessen 
Einheiten zwischen m und n* an der Zahl sind, die Einheiten dieses Index- 
systems sind aber keine verborgene, da sie im System selbst vorkommen, 
und ihre Unabhangigkeit ist eine uneigentliche. 

Shaw ging aus von der ersten Peirceschen Darstellung eines Systems 
als Untersystem eines urspriinglichen n‘** Ordnung. -Ziemlich weitgehende 
Erérterungen, die alle in das Gebiet der Matrizenrechnung fallen, fihrten 
ibn dann zu dem Satze, daB die Zahlen eines jeglichen Systems sich dar- 
stellen lassen als lineare Funktionen der Einheiten 

1 (i,j=1,---,7,k>0), 
i>j, wenn k=0, 
zu denen sich r ,multiplicity numbers“ g, (¢=1,---,r) gesellen mit der 

Bedingung: 0; — Q; <k<Q,. 
Die Multiplikationsgesetze lauten: 


ijk 


(9-0, <k+K <Q, 


Aije dope = Aipege wenn j=i 


= 0 im anderen Falle. 
Fiir die Konstanten 9, (i=1,---,r), die die Multiplikationsgesetze be- 


stimmen, gilt: I-97 
Sonn 
3" 


wenn das System einen Modulus hat. 

Die Beziehungen der Shawschen Darstellutg zu der hier abgeleiteten 
werden deutlich, wenn man die Einheiten 4 folgendermaBen auf ein ur- 
spriingliches System xn‘ Ordnung « zuriickfihrt: 


Aiio ~—as, °° + Fi ody, 


hii /\= € . eee &; . ‘ ra 
- ia T + 0-1 '9; (t=1,--+r), 


hi iQ,-1 >= éi, ‘o, 


*) A. S. 3 erst und zweitang._O. 
**) Zur Theorie der Systeme komplexer Zahlen, Leipziger Ber. 52 (1900), 8. 483—6) 
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% > @; Mise ey = Fink puend Fig, Jp,? 
dish ons Fj 4e— test or Fig, RIQ,? 
Ais,o;-1 = Fido, 

e; << Q;: hijo = Fis jos— oy +1 $-+3+ Fi, Jo,? 


dus = Sess ete? soe t Bio, —bigy 
Lij—1= : Fist, 
oder allgemein: 
Ain = Fit + b-o5+9; +°:°+ Fig, —45e;? i,j=1,-+-,r 
k=0,-+-,9,—1 fiir Q:> 0; 
=r fan; **s 9,—1 ” 0i<0; 
Die Zusammenstellung der Einheiten 4 aus den Einheiten ¢ ist demnach 
folgendermaBen darzustellen: 


























Die Figur bezieht sich auf den Fall r = 3, 9, = 6, 9, = 5, 9, = 4.*) 
| ~*) Vgi. die Tabellen Shaws, a. S. 3, erstang. 0. S. 262 und 264. 











60 J. A. Scnouren. 





Die Einteilung der Hauptreihe nach Shaw ist eine andere als die 
gewoéhnliche in s Haupteinheiten. Jede idempotente Haupteinheit der be- 
treffenden Hauptreihe erscheint in der Shawschen Darstellung als eine 
Einheit 4,,, oder als eine Einfachsumme solcher Einheiten. Da jedes 1;,, 
nur in einer Einheit der betreffenden Hauptreihe auftreten kann, ist: 

r>s. 

Die Shawsche Darstellung geht also weiter als bis zur bloBen Verteilung 
des Systems nach seinen Charakteren, letztere werden wieder unterteilt 
bis das System sich in der angegebenen Weise aus Gruppen von Ein- 
heiten ¢ ableiten laBt, die in einfacher Beziehung zu den Potenzreihen 
geraden Charakters stehen. Dabei ergibt sich dann eine sehr elegante 
Darstellung verschiedener Eigenschaften der Matrizenrechnung. Greift so 
die Shawsche Methode einerseits iiber das Gebiet der Zahlensysteme hinaus 
und in die Matrizenrechnung hinein, so entfernt sie sich andererseits von 
der Deutung der Systeme als Untersysteme urspriinglicher. Die Einheiten 4 
sind zwar auf die Einheiten ¢ zurtickzufiihren, sie erhalten aber ihre 
eigenen Maultiplikationsregeln, und ihre Bedeutung als Zahlen eines ur- 
spriinglichen Systems tritt ganz in den Hintergrund. Ist ein System in 
Einheiten 4 gegeben, so mu eine Umrechnung stattfinden, um zur Unter- 
ordnung unter ein urspriingliches System n** Ordnung zu gelangen, die 
Angabe in Einheiten ¢ gibt diese Unterordnung dagegen direkt und ge- 
stattet (wo méglich) auch direkt die Unterordnung unter ein urspriing- 
liches System niederer als n** Ordnung. Die Einfachheit der Darstellung 
ist dabei in beiden Fallen ungefihr gleich. 

Als Beispiel seien hier die zehn ersten Systeme in fiinf Einheiten der 
Schefferschen Notierung*) auf beide Weisen dargestellt:**) 

Vi. Aysos Any BIS Arg, 
&115 441, b+ + 4&1, und Potenzen, 


(E= aes: + &,,1,)- 


V 2. 4x03 A205 Anus} ure Ange» 
113 &993 41,1, 1 151,35 &1,1, F 41,2- 
V 3. Ayro3 Aa903 A113 42013 A210, 
€113 925 ©1,1,5 ©2,2,5 ©2,1,° 
V4 (Azo + Agp6)3 (Aras + 24i95)5 Arse3 Ass 


(Asi + Axgs ae Anis)» 


115 (4, +44,+ &,1,) und Potenzen; (— €11, + 8141, + 41,1, + &.1,)- 


*) G. W. Scheffers, a. 8. 3 drittang. O. 8. 355. 
**) J. B. Shaw, a. 8. 3 erstang, O. 8. 285. 
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V 5. (Ayso + Ag90)3 Asx DIS Ayis3 (Agro + Ais), 
113 (81,1, + 1,1, + &1,1,) und Potenzen; (41,1, + €141,)- 
V 6. (Asso + Avgo)3 (Aga + 2Ayes)5 Araes Anass Asis) 
&113 (1,1, + 1,1, + 41,1,) und Potenzen; 2e, , . 
Vi. (Ayso + Asso); Ansa DIS Ayis3 Agi, 
13 (&1,+ &,1, + &,1,) und Potenzen; §1 1," 
V 8. Aii03 42203 3303 45103 3202 
€i35 €a95 &333 a5 Ege- 
V 9. Aiso3 42203 43303 42103 As20> 
€115 &925  &333 e153 &ga- 
V 10. Aisas Ae203 4ee13 42115 Asio» 


€13 a2: €2,9,.5 2,13 €2,1- 
Wie ersichtlich, geniigt in den Fallen V 2, V 3, V 6 ein urspriingliches 
System vierter, und in den Fiillen V 8, V 9 und V 10 sogar ein solches 
dritter Ordnung zur Darstellung des Systems in Einheiten «. 
Die Skalarfunktion Tabers. H. Taber hat 1904*) den Begriff 
des Skalars aus der Quaternionentheorie so erweitert, daB derselbe auf 


jedes Zahlensystem angewandt werden kann. Seine Definition des Skalars 
der Zahl z eines Systems ¢,,---,¢, ist: 


1j--yn 1,--yn I,-- +n 
. : 1 
6) 82S nyt he Stayt +8 ty): 
pe j j é 

Diese Zahl bleibt invariant bei Anderung der Einheiten. Bringen wir das 
System erst in geregelte Form, so ist y,,, gleich eins, wenn e¢, eine Kin- 
heit der Hauptreihe und e, eine Einheit des zugehérigen Charakters, und 
in jedem andern Falle gleich Null. Es ist also: 


(62) Sar — — (Ey, dy + Egndy + o++ + band) 


Wird aber das geregelte System nach der ersten Darstellungsweise als 
Untersystem eines urspriinglichen Systems n‘** Ordnung aufgefaBt, so wird 
die idempotente Einheit e,, gerade durch 4, idempotente Einheiten ersetzt 
(siehe S. 55), und es ergibt sich also, daB der Tabersche Skalar der 
mittlere Koeffizient der Einheiten der Hauptreihe dieses umfassenden ur- 
spriinglichen Systems einer Zahl] ist. Wiirde man den Skalar definieren als: 


* a. S. 3 a. O. 
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1,---,” 
1 
(63) Sa—— > bry; 
ij 


so ergiibe sich dieselbe Beziehung zur zweiten Peirceschen Darstellungs- 
weise. 

Die Einheiten eines jeden urspriinglichen Systems n** Ordnung lassen 
sich aber auch so wihlen, daB eine derselben der Modul ist, und die 
n?—1 anderen n* Wurzeln des Moduls. Fiir » ungerade werden diese 
Einheiten 


in (a, b=1,---,m) 
gefunden vermittelst der Transformationsformeln: 
ea?) — gay’, 


1,---,” 
(64) ad “2 6,55 ¥Y = 4s + €93 Bode, 5 Cn 1,0 + Cn? 
4 


y¥r= Ory, amy" = (2*y’)" = M, (a,b =1,---,n), 


2 a 
@ = cos —~ + sin ~~ V—1.*) 





Der Modul ist: 
1,-- +” 
(65) M =e) — >" «, 


und der Tabersche Skalar erscheint hier als Koeffizient des Moduls. Aus 
dieser Deutung geht dann unmittelbar die Haupteigenschaft dieses Skalars 
hervor: 
(66) S(zy) = S(yz), 
das Gesetz der skalaren Multiplikation fiir ein beliebiges Zahlensystem. 
Beziehungen des urspriinglichen Systems zu den Systemen 
der Praxis. Die von Peiyce zuerst entdeckte Eigenschaft der Unter- 
ordnung eines jeglichen Systems unter ein urspriingliches System héchstens 
n“* Ordnung, hat sich niiher dahin prizisiert, daB die Haupteinheiten des 
Systems sich als Einfachsummen, die Nebeneinheiten aber nur als lineare 
Funktionen der Einheiten des iibergeordneten urspriinglichen Systems dar- 
stellen lassen. In bezug auf die Haupteinheiten erscheint also jedes System 
als ein ,,ineinander geschobenes“ urspriingliches, in bezug auf die Neben- 
einheiten als ein transformiertes urspriingliches, bei welchem nach der 
Transformation verschiedene Einheiten, die nicht in Produkten der anderen 
auftreten, und unter welchen sich Einheiten der Hauptreihe befinden, 





*) Vgl. z. B. J. B. Shaw, a. §. 2 a. O. 8. 98; die dort angegebenen Formeln 
gelten nicht fiir ein gerades n. , 
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fortgelassen sind, wodurch eine Riicktransformation unmdglich gemacht 
ist. Da tiberdies jedes urspriingliche System alle urspriinglichen Systeme 
niederer Ordnung in sich enthilt, gibt es, so betrachtet, tiberhaupt nur 
ein assoziatives System, das eine urspriingliche System beliebig hoher 
Ordnung. 

Diese Weise, die Zahlensysteme zu betrachten, erméglicht uns die 
Beantwortung der Frage, warum von den sehr vielen verschiedenen 
Systemen, die bisher abgeleitet worden sind, nur wenige praktisch ge- 
braucht werden. Es hat sich doch gezeigt, dab, wie hohe Erwartungen 
manche auch hatten tiber die rechnerische Anwendbarkeit der héheren 
Zahlensysteme, es, abgesehen von einigen Anwendungen in verwandten 
Teilen der Mathematik, die z. B. in der Gruppentheorie, nur einige 
wenige Systeme sind, die in der Praxis, d. h. in erster Linie in Geo- 
metrie, theoretischer Mechanik und Physik, zur wirklichen Anwendung 
gekommen sind. 

Wenn man nun aber in Betracht zieht, daB in diesen theoretischen 
Wissenschaften zuniichst Fragen allgemeiner Natur vorliegen, die sich 
meist auf symmetrische und nicht kiinstlich oder durch Zufall einge- 
geschrinkte mehrdimensionale Gebiete beziehen, so ist es von vornherein 
deutlich, daB es namentlich die urspriinglichen Systeme und deren aller- 
einfachste symmetrische Untersysteme (das sind also die reduzibeln Systeme 
die nur aus einer Hauptreihe bestehen) sind, die fiir das praktische 
Rechnen in Betracht kommen werden. Denn jedes andere System ist nur 
ein Teil eines urspriinglichen Systems, bringt nur einen Teil der Eigen- 
schaften desselben zum Ausdruck, und wiirde dadurch, ausgenommen im 
Falle der erwihnten einfachen Untersysteme, nur zu Asymmetrien in 
den Formeln und Undurchsichtigkeit derselben fiihren, was den Vorteil 
weniger Einheiten ganz illusorisch machen wiirde. 

Tatsichlich sind nun auch die praktisch gebrauchten Systeme fast 
alle der angegebenen Art. So sind z. B. die Quaternionen, von denen sich 
die Vektoranalysis vom Standpunkte dieser Untersuchung nur unwesentlich 
unterscheidet, die Gibbsschen Dyaden oder Nonionen von Sylvester*) 
und die Quadriquaternionen von Combebiac**) oder Sedenionen von 
Sylvester***) urspriingliche Systeme zweiter bez. dritter und vierter Ord- 


*) J. J. Sylvester, Sur les quantités formants une groupe de nonions analogue 
aux quaternions de Hamilton. Compt. Rend. 97 (1883), S. 1836—1340 (1898), 8. 273 
—276, 471—475. 
**) G. Combebiac, Calcul des triquaternions (nouvelle analyse geometrique). (These) 
Paris 1902. 
***) On quaternions, nonions, sedenions, etc. John Hopkins University Circular 3 
1883), S. 4—28. 











64 J. A. Scnouren. 


nung. Die gewdhnlichen komplexen Zahlen stellen eine transformierte 
Hauptreihe mit zwei Einheiten dar, und die Biquaternionen Hamiltons 
sowie die Biquaternionen von Clifford*) fiir den elliptischen Raum sind 
Transformationen des Produktes eines urspriinglichen Systems zweiter 
Ordnung mit einer Hauptreihe mit zwei Einheiten. Am. S. 4 a. O. hat 
der Verfasser gezeigt, daB der bei Drehung invarianten Analysis der geo- 
metrischen GréBen bis zur ersten, zweiten, ..., n*" Ordnung in einem 
Punkt in drei Dimensionen ein urspriingliches assoziatives System zweiter, 
dritter, ..., (m+ 1)** Ordnung zugrunde liegt. Enthalt das Anwendungs- 
gebiet irgend eine notwendige Asymmetrie oder unterliegt dasselbe einer 
im Wesen der Sache begriindeten Beschrinkung, so treten auch andere 
Systeme auf. So gehen die Biquaternionen Cliffords bei Anwendung auf 
den Euklidischen dreidimensionalen Raum, wo die (metrische) Symmetrie 
zwischen Punkt und Ebene, die im elliptischen Raum besteht, nicht mehr 
vorhanden ist, in ein System iiber, das dem Produkt eines urspriinglichen 
Systems zweiter Ordnung mit 





e@ % 
é,) ¢, 0 
e| 0 O 











gleich ist.**) Letzteres System, das aus einer idempotenten Zahl, zugleich 
Modulus, und einer nilpotenten Zahl besteht, wurde auch von Scheffers***) 
verwendet in seinen interessanten Untersuchungen iiber die Aquitangep- 
tialkurven in der Ebene, welche Anwendung mit der Cayleyschen eine 
innere Gemeinschaft aufweist. Untersucht man nimlich die den Aquitan- 
gentialkurven entsprechenden Kurven auf einer Kugelfliche, so zeigt sich, 
daB dieselben in einer fhnlichen Beziehung stehen zu der als System 
aufgefaBten Hauptreihe mit zwei Einheiten. Die Triquaternionen Combe- 
biaest), die dem Produkt zweier Quaternionsysteme, in deren einem die 
eine der nilpotenten Haupteinheiten fortgelassen ist, gleich sind, finden 
ebenfalls auf dem Euklidischen dreidimensionalen Raum Anwendung, wo- 
durch sich ihre Asymmetrie erklirt. 

Aus diesen Beispielen ist ersichtlich, wie die Analysen der Praxis 
sich unmittelbar aus den urspriinglichen Systemen und deren Hauptreihen 
ableiten. Es scheint demnach, als ob die Theorie der assoziativen 


2 
*) W.K. Clifford, Preliminary sketch on biquaternions. Proc. Lond. Math. Soc. 4 
(1873), 8. 381—395; Further note on biquaternions. Coll. Math. Papers 8. 385, 395 (1876). 
) W. K. Clifford, a. a. O. 
***) G. W. Scheffers, Isogonalkurven, Aquitangentialkurven, und komplexe Zablen. 
Math. Ann. 60 (1905), 8. ea 
+) G. Combebiac a. 8. 63 a) O. 
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Systeme der Praxis schon alles tibergeben hatte, was tiberhaupt zu tiber- 
geben ist. Als Hauptaufgaben erscheinen dann, zunichst, das Erhaltene 
so in seinen Formulierungen zu gestalten, daB dasselbe sich vollstindig 
dem Stoffe anpaBt, und ferner, die verschiedenen Rechnungsarten der 
Praxis in solcher Weise mit Hilfe eines einzigen Prinzips abzuleiten, daB 
dieselben als Teile eines einheitlichen Ganzen, und nicht, wie bisher oft, 
als Ausdrucksweisen sich feindlich gegeniiber stehender Anschauungen 
dastehen. Insbesondere wird die Zerlegung der totalen Multiplikation in 
Teilmultiplikationen, die den Ubergang der Quaternionenrechnung zur 
Vektoranalysis herbeifiihrte und sich als ein michtiges Hifsmittel der 
praktischen Rechnung bewihrt hat, auch bei den urspriinglichen Systemen 
héherer Ordnung durchzufiihren sein. Es mag hierdurch vielleicht gelingen 
wiederum neue Gebiete der Mechanik und Physik der direkten Rechnung 
zuganglich zu machen. 

Dazu gesellen sich dann noch eine naheliegende und eine weitere 
Forderung. Die Systeme der GraBmanschen Ausdehnungslehre, dieser 
groBartigsten aller Anwendungen von héheren Zahlen auf geometrische 
Aufgaben, sind bekanntlich, so lange man die progressive und regressive 
Multiplikation als verschieden betrachtet, nicht geschlossen (siehe 8. 7) 
Betrachtet man diese Multiplikationen als identisch, so werden sie ge- 
schlossen, verlieren aber die Eigenschaft der Assoziativitit. Sie lassen sich 
also nicht ohne weiteres dem Hierbehandelten einfigen. Von E. B. Wilson 
wurde 1904*) die Forderung aufgestellt, die bisher nicht geklarten Be- 
ziehungen zwischen assoziativer Algebra und Ausdehnungslehre aufzu- 
decken, und die Anschauungsweisen beider Gebiete zusammenzufassen. Er 
schreibt: ,,evidently the multiple algebra of to-day, if it would be complete, 
must treat both sides of the matter“. Diese Forderung wire nach obigem 
in dem Sinne aufzufassen, daB es gilt die Beziehungen zwischen der Aus- 
dehnungslehre und dem assoziativen urspriinglichen System aufzufinden.**) 
Eine Untersuchung der nicht-assoziativen Systeme fehlt bis jetzt, nur 
Maclagan Wedderburn gibt einen Ansatz zu einer solchen***), Sie treten 


*) On products in additive fields. Verh. des dritten int. Math. Kongr. Heidel- 
berg 1904, 8. 202. 

**) Die Beantwortung der erwihnten Fragen, unter Zugrundelegung des Prinzips 
der Klassifizieruang geometrischer Gréfen von F. Klein, findet sich in der S. 4 zitierten 
Arbeit des Verfassers. Es wird dort gezeigt, wie bei Anwendung dieses ; Prinzips 
zu jeder genau definierten Klasse von geometrischen GriéBen sofort das zugehérige 
Zahlensystem gefunden werden kann, und auch, da siimtliche zurzeit verwendeten 
Analysen erster Ordnung, die Ausdehnungslehre einbegriffen, Teile sind des sich in 
dieser Weise als die allgemeinste bei Drehung invariante Analysis der geometrischen 
GréBen bis zur ersten Ordnung ergebenden assoziativen Systems. 

***) a. 8.4 a. O. 8. 110. 
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aber auBer in der Ausdehnungslehre in den urspriinglichen Systemen auf, 
sobald sich die Unterscheidung zwischen Skalar- und Vektorteil eines 
Produktes zur Unterscheidung von verschiedenen Multiplikationsweisen 
entwickelt. Wilson bemerkt in der schon oben zitierten Arbeit, daB: 
»the restriction of association cannot always be imposed upon the algebras 
with which it is convenient to work: witness, the various vector algebras 
in current use among physicists.“ Es tritt also die weitere Forderung 
einer Untersuchung der nicht-assoziativen Systeme auf, wobei méglicher- 
weise neue Zahlensysteme der praktischen Rechnung zugefiihrt werden 
kénnen. 
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Uber eine Methode zum Beweise von Oszillationstheoremen. 


Von 


Orro Haupt in Karlsruhe i/B. 


Einleitung. 


Ist eine gewéhnliche Differentialgleichung gegeben, welche einen Para- 
meter enthilt, und schreibt man fiir die Lésungen in den Endpunkten 
eines Intervalls a, b Bedingungen vor, die nur fiir gewisse, die sogenannten 
ausgezeichneten Werte des Parameters erfiillt werden kinnen, so wird hier- 
durch eine Randwertaufgabe definiert. Wir nehmen an, es existieren aus- 
gezeichnete Parameterwerte, denen ausgezeichnete Lisungen der Differential- 
gleichung zugehéren, und es lassen sich tiberdies nach einem bestimmten 
Gesetze die ausgezeichneten Parameterwerte charakterisieren durch die 
Nullstellenzah] der zugehérigen ausgezeichneten Lésungen im Intervall a, 
b, d.h. durch die sogenannten Oszillationszahlen: dann bezeichnet man 
dieses Gesetz, nach Klein, als ein Oszillationstheorem. Ein solches schlieBt 
also stets auch ein Existenztheorem in sich und liefert eine Regel, nach 
der die simtlichen ausgezeichneten Parameterwerte sich ordnen lassen. 

Zweck der folgenden Zeilen ist es, eine Methode — sie liBt sich als 
eine Kontinuitiitsmethode bezeichnen — zur Gewinnung von Oszillations- 
theoremen darzulegen*). Bei ihrer Anwendung hat man in erster Linie 
festzustellen, in welcher Weise sich ausgezeichnete Parameterwerte und 
Oszillationszahlen andern, sobald man die Koeffizienten der Differential- 
gleichung oder die Randbedingungen oder beide in gewisser Weise variiert. 
Lassen sich dann Anderungen angeben, bei welchen ausgezeichnete Parameter- 
werte und ausgezeichnete Lisungen weder verloren noch gewonnen werden 
und die Oszillationszahlen sich nicht oder doch nur in genau angebbarer 
Weise iindern, so bleibt ein Oszillationstheorem diesen Anderungen gegentiber 
erhalten. In diesem Falle braucht man das Oszillationstheorem nur fiir 


*) Die Grundlage dieser Methode, welche in der vorliegenden Arbeit vertieft 
und weitergefiihrt wird, findet sich in meiner Dissertation: Unters. iiber Oszillations- 
theoreme (Wiirzburg 1911). Im folgenden zitiert mit D. 


5* 
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eine spezielle, leicht zugingliche Differentialgleichung abzuleiten, um es 
sofort auf alle diejenigen Differentialgleichungen ausdehnen zu kénnen, die 
durch Anderungen der geforderten Art aus der urspriinglichen hervorgehen. 

Nach dieser Methode soll im folgenden die, einen reellen Parameter 1 
enthaltende, lineare, homogene Differentialgleichung 


d d 
(D) ya(P(z, 252) + a(z, ay —0 
behandelt werden. Die Koeffizienten von (D) erfiillen die Bedingungen (D): 
p(x, 2), “P@ und q(@, 2) sind fiir alle Werte 2(a <a <b) und jeden 
endlichen Wert von 1 eindeutige, stetige, reellwertige Funktionen der re- 
ellen Verinderlichen x und 4. p(x, 4) ist im nimlichen Bereiche von Null 
verschieden und werde positiv angenommen. 
Wir bezeichnen ferner eine Differentialgleichung (D) als Differential- 


gleichung (MW) oder vom Typus & (nicht-polarer Fall), wenn auberdem fiir 


alle reellen Wertepaare A, 2 des Parameters 4 
(4>2) 


p(x, A) - p(, 4) < 0, q(z, A) ? q(2, a) = 0, A>’, a Ss a<b, 
und beispielsweise 

lim q(z, 4) =+ 00, lim g(7,4)=—cw, a<a<b 
i=+o@ i=-oa@ 





ist. 
Neben dem nichtpolaren betrachten wir den polaren Fall der Diffe- 
rentialgleichung (D) (Differentialgleichung vom Typus 8). Ein solcher liegt 
beispielsweise vor, wenn p(z, 4) von 4 unabhiingig ist und g(a, A) die 
Gestalt Ak(x) hat, wobei k(x) in endlich oder unbegrenzt vielen Stellen 
des Intervalls a<2<b das Zeichen wechselt. 
Die Randbedingungen, welche wir zulassen, sind linear und homogen 


in den Randwerten von y und oY und umfassen als besondere Fiille die 
Sturmschen Bedingungen.*) 

§ 1 und 2 beschiftigen” sich mit den Randbedingungen, § 3 und 4 
behandeln die nichtpolaren Fille. § 5 ist einer speziellen Differential- 
gleichung vom Typus 8, § 6 den sogenannten definiten polaren Problemen 
im Falle einer allgemeineren Differentialgleichung (8) gewidmet. Weitere 
Beispiele, in denen die Methode, welche mannigfacher Anwendung fihig 
ist, zum Ziele fihrt, sind am Schlusse der Arbeit angegeben. 

Die in Rede stehenden Randbedingungen finden sich fiir den Fall der 
Differentialgleichung (%) 


(%,) sire + (Ak(@) + qo) y =0 


*) Sturm, J. de Math. (1) 1 6), S.106—186. Vgl. Bécher, Randwertautgaben 
bei gewdhnlichen Diffgl. hele math. Wiss. IT A7a, 8. 437ff.). 
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in meiner Dissertation behandelt. Durch die Liebenswiirdigkeit von Herrn 
Bécher bin ich nach Erscheinen meiner Arbeit auf die Abhandlung von 
Herrn Birkhoff: Existence and oscillation theorem for a certain boundary 
value problem (Trans. Am. Math. Soc. 1909, vol. X, 8. 259ff.) aufmerksam 
gemacht worden. Herr Birkhoff beweist dort bereits die Oszillationstheo- 
2 

reme fiir die zur Differentialgleichung () 55 +q(z,4)y=0 gehérigen 
Randbedingungen nach anderer Methode (unter Benutzung des Sturmschen 
Satzes). Die folgenden in § 1—4 inkl. gewonnenen Ergebnisse hatte Ver- 
fasser bereits abgeleitet, ehe er von den Resultaten des Herrn Birkhoff 
Kenntnis erhielt. Neuerdings hat Herr Ettlinger (Bulletin of the Amer. 
math. soc. 26. April 1913) noch allgemeinere Randbedingungen fiir den 
Fall der Differentialgleichung (%) nach der Methode von Bécher-Birkhoff 
behandelt*); fiir den Sturmschen Fall findet sich eine derartige Erweite- 
rung bei Bocher (1. c. 5S. 443) angegeben. 

Die Existenzsiitze fiir den polaren definiten Fall sind zuerst von Herrn 
Hilbert **) bewiesen. Im Anschlu8 daran ist eine Arbeit von Herr 
Hilb***) zu nennen, in der die Behandlung nicht-definiter Fille angedeutet 
wird.+) Wie Herr Birkhoff mir mitteilt, ist der polare Fall seiner Methode 
ebenfalls zuginglich. 


§ 1. 


Greensche Randbedingungen bei linearen homogenen Differential- 
gleichungen 2. Ordnung. 


Auf die in der Einleitung genannten Randbedingungen wird man 
durch folgende Uberlegung gefiihrt: Bezeichnen y,(x) und y,(x) zwei bzw. 
za den Werten 4, und A, des Parameters 4 gehérige Lisungen von (D) 
und gebraucht man die Abkiirzungen 


P(x; 4,)— p(x), g(t; 44) = @,(2), i=1, 2, 
so folgt aus (D) 


Yeas (Ps St) — nde (re G22) + G— ante = 0. 





*) Vgl. eine demnichst erscheinende Arbeit von Herrn Ettlinger. 
**) Hilbert, Allgem. Theorie der linearen Integralgl., 5. Mitt. (Gétt. Nachr. 1906). 
***) Hilb, Erweiterung des Kleinschen Oszillationstheorems (Jahresber. d. D, Math.- 
Ver. 1907). 
+) Vgl. hierzu Richardson, Notwendige und hinreichende Bedingungen fir das 
Bestehen eines Kleinschen Oszillationstheorems (Math. Ann., Bd. 73, 8. 289ff.). Be- 
richtigung hierzu (Math. Ann., Bd. 74, S. 312). 
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Durch Integration von a bis b “— sich die von Sturm*) benutzte Formel 





(1) [pate Yt — pate on ~ + Si [(~— »,) ds o% + (q,—93) 4s dxz=0. 


Der in (1) linker Hand an erster Stelle stehende Ausdruck innerhalb der 
eckigen Klammer werde mit P(y,, y,), das Integral mit J(y,, y,) be- 
zeichnet. 

Wibrend die Bedingung (1) identisch fiir jedes Paar von Werten 
4,, 4, und jedes Paar zugehériger Lisungen y,, y, von (D) befriedigt ist, 
wird J(y,, y,) fir sich genommen nur unter besonderen Umstinden Null 
werden. Es ergibt sich demgemiB die Frage nach eimem Systeme von 
Werten 1,, 4,,... des Parameters i, fiir welche die Differentialgleichung (D) 
bew. Lisungen ¥,, Y,,... besitet von der Eigenschaft, daB fiir jedes Paar 
einem solchen Systeme angehiriger Lisungen y,, y,; i, k=1,2,..., und das 
sugehbrige Wertepaar i,, 1, der Ausdruck P(y,, y,), genommen zwischen den 
Grenzen a und b, oder, was das Gleiche, das Integral J(y,, y,) verschwindet. 

Das hiermit formulierte Problem werde als Greensche Randwertauf- 
gabe**) bezeichnet. Die Werte 4,, 4,, ... sind die ausgezeichneten Parameter- 
werte, Y,, Yz,-.. die zugehérigen ausgezeichneten Lisungen von (D). 

Die Lisung y= 0 scheidet grundsitzlich aus der Betrachtung aus; 
auBerdem kommen fiir die oszillationstheoretischen Betrachtungen aus- 
schlieBlich reelle ausgezeichnete Parameterwerte in Betracht. Da durch die 
Problemstellung die ausgezeichneten Lisungen nur bis auf einen von x 
unabhingigen Faktor festgelegt sind, so schreibt man, auBer den Rand- 
bedingungen, noch eine Normierungsbedingung fiir die ausgezeichneten 
Lésungen vor, durch die jener Faktor eindeutig bestimmt wird; ausge- 
zeichnete Lisungen, die sich nur um einen, von x unabhingigen, Faktor 
unterscheiden, sind als nicht verschieden anzusehen. 

Kin System von ausgezeichneten Parameterwerten und ausgezeichneten 
Lésungen ist durch zwei ausgezeichnete Lisungen oder durch zwei lineare 
homogene, unabhiingige Randbedingungen charakterisiert. 

Wir nehmen an, es seien u und v zwei ausgezeichnete Lisungen, 
4, und 4, die zugehérigen Parameterwerte. Bei Einfiihrung der Bezeich- 
nungen 

M0) = He (za) _g07 Mer PC@4,) = PAC), usw. 





*) Vgl. Sturm, l.c. Bocher, 1. c. 8. 442. 
*) Fir den Fall der Differentialgleichung -* “(p@ § , 32) + (ak(x) + (a) y = 0 


ist das Problem zuerst von Hilbert delt (Hilbert, Grundziige einer allgem. Theorie 
d. linearen Integralgleichungen, 2. Mitt., Gdtt. Nachr. 1904; 5. Mitt., Gott. Nachr. 1906). 
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besteht dann die Beziehung 
(2) |p,(b)u, uy, ox ip, (a)u, u, | a 
P, (6) v, , | p,(@)v, v, | 
Jede weitere ausgezeichnete Lisung Y(z) gentigt zufolge der Definition 
den linearen homogenen Bedingungen 
(3) Pu), My | | Pulau, Ma! | Pel), %| _ | Pe(@)e, % 
Pi)¥, ¥,| | pala) ¥, Yo!’ |pi)¥, | |a@¥. YX, 
dabei ist 4 der zu Y(x) gehérige ausgezeichnete Parameterwert. 
Sind umgekehrt irgend zwei unabhiangige Randbedingungen vorge- 
legt — p,(b)u,’ bedeuten jetzt irgend welche reellen Konstanten —, so 
bildet das Bestehen von (2) die Bedingung dafiir, daB alle den Rand- 
bedingungen gentigenden Lisungen von (D) ein System von ausgezeichneten 
Lésungen darstellen. Um dies einzusehen, betrachte man die Matrix 
|—Pu(@)™, Me Pub) —%, | 
M > sh hit || « 
” ‘—p.@e, % 2,0)%, — | 
Ihre Unterdeterminanten seien wie folgt bezeichnet 


— p,(a)u, Ma | |p, (b)u, — us | u, p,(b)u, 
A _ , ? B a ’ |? C _ . , |y 
|— p,(a)v, 9, | p,(b)v, —%,| | 0, p,(b)», | 
pe! —p,(a)u, — uy _E= |— th, Ut, F< — p,(a)u, p,(b)u, 


? 








| 
I; 
| 











| — p,(@)v, ae | — re — p,(a)v, p, (6) », 
Dann besteht 
(4) AB+CD+EF=0 
und (2) erhait die Gestalt 
(5) AmBat 


Sind Y,(x) und Y,(x) zwei Lésungen von (D), die den gegebenen Rand- 
bedingungen geniigen, 4, und 4, die entsprechenden Werte des Parameters, 
so ergibt (3) in jedem Falle 


p(b; 4)BY;(b) = p(a; 4)CY,(@) + FY,(@), 


G i—1,2. 
©) BY,(b) = p(a; 4)EY;(a) — DY,(a), : 
Aquivalent mit (G) sind die Bedingungen: 
ey MADAY(@) —— PO} AYDYO-FYO, —g_ yg 


AY, (a) — — p(b; 4) EY;/(b) + CY¥,(b), 


ausgenommen den Fall d= B=0. Fiir diesen hat man eine Bedingung 
(G@) und eine Bedingung (G’). 
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Im Falle B+ 0 ist wegen (5) auch A+0 und mithin 
(6) PO; 4) ¥'O) HO) | _ | 0 4)K@) KO) | 
p(b; 4) ¥5(b) ¥3)| (a; 4s) ¥3"(@) ¥3(a) | 


Folge von (5) und (3); entsprechendes gilt fiir den Fall A= B=0. Zau- 
folge der Identitit (1) ist aber (6) gleichbedeutend mit dem Verschwinden 
von J(Y,, ¥,) 

Die Bedingungen (3) stellen also, falls (5) befriedigt ist, die allge- 
meinsten Randbedingungen dar, durch die ein System von ausgezeich- 
neten Lisungen bestimmt wird; man nennt sie Greensche Randbedin- 
gungen. (G) heiBt die Normalform. 

Die von Sturm*) behandelten Randbedingungen bilden die durch 
A=B=0O gekennzeichnete Klasse von Greenschen Bedingungen. Im 
Sturmschen Falle gehért zu jedem ausgezeichneten Parameterwerte nur 
eine ausgezeichnete normierte Lésung. 

Satz 1 Die Systeme von ausgezeichneten Lisungen einer Differential- 
gleichung (D) sind dadurch charakterisiert, daB die Randwerte der ausge- 
zeichneten Lisungen einem Paare Greenscher Bedingungen 


(@) G,(y) — pO; 4) By'(b) — p(a; 4) Cy’(@) — Fy(a) = 0, 
Gy)— By) —p(a; a) Ey'(a) + Dy(a) —0 
geniigen. Die Koeffizienten d.h. die reellen Konstanten A, B,..., F' ver- 
schwinden nicht siimtlich wnd sind an die Bedingungen 
(9) AB+CD+EF=0, A—B=0 
gebunden.**) 

Man bemerke, daB der Parameter 4 in die Randbedingungen eingeht, 
so lange nicht p(x, 4) von 4 unabhiingig ist. 

Anmerkung: Zu eingm und dem niimlichen ausgezeichneten Para- 
meterwert gehéren dann, aber auch nur dann mehrere ausgezeichnete 
Lésungen, wenn die simtlichen Lésungen von, (D) fir diesen Wert 4 den 
betreffenden Greenschen Randbedingungen geniigen; der ausgezeichnete 
Parameterwert heiBt dann ein zweifacher, im andern Falle ein einfacher. 
Wir bemerken hierzu, daB die Randwerte der simtlichen Lésungen von 
(D) fir einen festen Wert von 4 stets einem gewissen, iibrigens leicht 
anzugebenden, Greenschen Bedingungenpaare geniigen, eine Tatsache, die 
fiir lineare sich selbst adjungierte homogene Differentialgleichungen héherer 
Ordnung ebenfalls gilt. Allgemein gestatten die vorstehenden Uberlegungen 


*) Vgl. Bocher, 1. ¢. 
**) Vgl. D. I. Teil, § 1. 1 
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alle Greenschen Bedingungen zu klassifizieren, die zu den sich selbst ad- 
jungierten linearen homogenen Differentialgleichungen 2n‘** Ordnung ge- 
héren.*) 


§ 2. 

Begriff der zulissigen Anderung. Verhalten reellwertiger ausge- 
zeichneter Lésungen und ihrer Oszillationszahlen bei zulissigen 
Anderungen.**) 

Aus einem vorgelegten Greenschen Problem erhilt man neue Aufgaben, 
wenn man die Konstanten A, B,..., F, sowie die Differentialgleichung (D) 
aindert. Dabei sollen die Koeffizienten der Differentialgleichung stetige 
Funktionen eines reellen Hilfsparameters sein, durch dessen Anderung die 
Anderung der Differentialgleichung bewirkt wird. Man gelangt nun infolge 
solcher Anderungen wieder zu einem Greenschen Problem, wenn die Glei- 
chungen (g) und die Bedingungen (D) stets erfiillt bleiben. Jede derartige 
Anderung heiBt eine zuldssige Anderung. 

Wir gehen zunichst darauf aus, festzustellen, inwieweit die ausge- 
zeichneten Liésungen bzw. ihre Oszillationszahlen — und in zweiter Linie 
dann die ausgezeichneten Parameterwerte — durch zulissige Anderung 
beeinfluBt werden. Fiir unsere Zwecke kommen nur solche zulissige 
Anderungen in Betracht, bei welchen alle ausgezeichneten Parameterwerte 
sich stetig andern, reell und endlich bleiben, ferner die zugehérigen aus- 
gezeichneten Lésungen niemals identisch verschwinden; andernfalls wiirden 
ja etwaige Oszillationseigenschaften nicht erhalten bleiben. Wir werden 
demgema8 im folgenden nur zulissige Anderungen der eben bezeichneten 
Art verwenden; daB derartige Anderungen, wenigstens fiir besondere Klassen 
von Differentialgleichungen (D), wirklich existieren, wird sich im Laufe 
der Untersuchung ergeben. (Vgl. $3, § 5.) 

Bei den soeben bezeichneten zulissigen Anderungen dndern sich die 
Werte der ausgezeichneten Lésungen an einer Stelle (a << § <b) sowie 
die einfach zihlenden Nullstellen dieser Lésungen stetig mit dem Para- 
meter g und den Konstanten der Randbedingungen. Das gleiche gilt fiir 
die erste Ableitung nach z. Es kénnen demgemiB reelle Nullstellen einer 
ausgezeichneten Lisung im Innern des Intervalls und an dessen Grenzen 
nur dadurch verloren (oder gewonnen) werden, daB entweder mehrere 
solche Nullstellen zuerst zusammenriicken und dann im weiteren Verlaufe 
der Anderung verloren gehen (bzw. umgekehrt), oder daB ein Verlust oder 
Gewinn von Nullstellen in den Intervallgrenzen stattfindet. 


*) Vgl. Westfall, Zur Theorie der Integralgleichungen (Diss. Géttingen 1905), 
8. 18. Ferner D. IL. Teil. 
**) Vgl. D. I. Teil, § 2 und § 3. 
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Nun hat bekanntlich eine nicht identisch verschwindende Lésung 
von (®), als Funktion von 2 betrachtet niemals zwei- oder mehrfache 
Nullstellen; mithin bleibt nur noch die zweite Méglichkeit tibrig. 

Satz Il Ein Gewinn oder Verlust von reellen Nullstellen einer reell- 
wertigen ausgezeichneten Lisung kann nur an den Intervallgrenzen stattfinden. 

Ist y - 94> 0 (bow. < 0) an der Stelle =a, wobei y(x) eine aus- 
gezeichnete Lisung bezeichne, und wechselt vermige einer zuldssigen Ande- 
rung y(a) das Zeichen, wihrend (7). vm Null verschieden bleibt, so ge- 
winnt (bew. verliert) die betrachtete ausgezeichnete Lisung y in x = a gerade 
eine Nullstelle. 

Gilt hingegen die Ungleichung (v32)-> 0 (bew. <0), so verliert (bow. 
gewinnt) die Lisung y in x =b gerade eine Nullstelle, wenn y(b) vermige 
einer euliissigen Anderung das Zeichen wechselt, wiihrend gleichzeitig (5%) 
von Null verschieden bleibt. 

Wir bezeichnen, wie tiblich, die Anzahl der im Innern des Intervalls 
a, b gelegenen reellen Nullstellen einer ausgezeichneten Lisung als deren Os- 
zillationszahl; in den Nicht-Sturmschen Fillen werden wir indes von zwei 
an den Intervallendpunkten gleichzeitig auftretenden Nullstellen einer aus- 
gezeichneten Lisung die eine zur Oszillationszah] hinzurechner. 

Zufolge Satz Il ist jetzt das Verhalten der Randwerte bei zuliissigen 
Anderungen zu betrachten. Im Sturmschen Falle \aBt sich dies sofort 
tibersehen. Die Randbedingungen sind 
(S) hp(a; 4)y. — Hy, = 9, kp(b; 4)y/— Ky,= 0 
und die Oszillationszahlen sind daher konstant, solange nur kein von Null 
verschiedener Koeffizient h, H, k, K in (S) zum Verschwinden gebracht 
wird und umgekehrt kein verschwindender Koeffizient von Null verschie- 
dene Werte annimmt. 4 

Beinahe ebenso einfach gestaltet sich die Diskussion der Nicht-Sturm- 
schen Fiille, wenn man durch eine geeignete! Transformation der ausge- 
zeichneten Lésungen die Randbedingungen vereinfacht. Setzt man 

y= 1(%, 4)y,(@), 
wobei 7(z, 4) nebst seiner ersten Ableitung nach z fiir alle x(a<2<b) 
und jedes reelle 4 eine eitideutige, stetige reellwertige Funktion von x 


und 4 ist und (x, 4) nirgends verschwindet, so entspricht jeder einfachen 
Nullstelle von y eine einfache Nullstelle von y, und umgekehrt. y hat 


also die gleiche Oszillationszahl wie y,. Man substituiert fiir y und 44 
ihre Ausdriicke in y, und #% ih die Greenschen Bedingungen. 


z=b 
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Im Falle E= 0 erhalt man ein Paar Hilbertscher*) Bedingungen 
(IV) ky, (a) = 9,(6), p(a; 4)y,'(a) = kp(b; A)y,'(0), 


wenn (2, 4) fiir jeden Wert 4, oder auch nur flr jeden ausgezeichneten 
Parameterwert seinerseits den Randbedingungen 


d d 
(Gz),_.7 9 Fu+p0;aD(Z2) =0, D+0 
geniigt. Eine Funktion, die alle aufgezihlten Eigenschaften hat, existiert stets. 
Im Falle E +0 erhalt man ein Paar Hilbertscher Bedingungen IV* 


(IV*) y;(@) = lp(b; A)y,'(0), Lp(a; a)y,’(@) = — y, (0), 
wenn 


Cx, — p(b; a) E(32). _—% Dre p(a; a) E() =0, E+0. 


. Die in (IV) bzw. (IV*) auftretenden Konstanten / und / sind von Null 
verschieden und lassen sich leicht durch die Koeffizienten A,..., F des 
urspriinglichen Greenschen Systems und die Randwerte von 7 ausdriicken. 

Man nehme fiir den Augenblick an, daB zu der Randbedingung (IV) 
oder (I[V*) und einer zugehérigen Differentialgleichung (D) eine ausge- 
‘ geichnete Lésung y existiert. Bei zulissigen Anderungen der betrachteten 
Art, welche iiberdies die Ungleichungen bzw, Gleichungen A+0, B+0, 
E=0 (bzw. E+0) ungeindert lassen, kann dann zufolge Satz II die 
Oszillationszahl sich héchstens um eins iindern; und zwar kann sie ent- 
weder nur um eins zu- oder nur um eins abnehmen. Dies folgt sofort 
aus den Gleichungen 


1(95 A)yaya = (34) yoy’, P(A; A)¥a¥a=— POs A) 
die sich ihrerseits aus (IV) bzw. (IV*) ergeben. 
Unter Beriicksichtigung der oben (S. 74) gegebenen Definition der 
Oszillationszahl ergibt sich 
Satz Ill. Die Oszillationssahl jeder zu einem Greenschen Bedingungen- 


. paare, charakterisiert durch A= B+0, E=0, oder einem Paare Sturm- 





scher Bedingungen (A =) gehirigen ausgezeichneten Lisung bleibt bei den 
betrachteten zuldssigen Anderungen invariant, wenn man die Koeffizienten 
A, ..., F der Randbedingungen festhiilt. 
: Jeder zu einem Greenschen Bedingungenpaare A +0, E +0 gehérigen 
_ ausgezeichneten Lisung sind zwei ganze positive Zahlen, deren eine auch die 
Null sein kann, cugeordnet, die sich gerade um eins unterscheiden.**) Bei allen 
in Betracht kommenden suldssigen Anderungen, welche die Koeffizienten der 
*) Hilbert, 1. ¢., 2. Mitt. (S. 216). 
**) Dabei ist der Fall auszunehmen, in welchem die ausgezeichnete Lisung die 
Oszillationszahl Null besitzt und héchstens eine Nullstelle verlieren kénnte. Vgl. die 
Formulierung des Oszillationstheorems (§ 3, 8. 81). 








f 
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Randbedingungen festlassen, kann die Oszillationszahl fiir die ndmliche aus- 
gezeichnete Lisung sich immer nur zwischen diesen beiden Werten hin- und 
herbewegen. 

Insbesondere entsprechen den simtlichen zu einem festen Werte von 4 
gehérigen Lésungen von (®) zwei Oszillationszahlen, die sich héchstens 
um eins unterscheiden. 

Der Satz III gilt etwas allgemeiner fiir solche zulissige Anderungen, 
welche die Gleichungen bzw. Ungleichungen A = B+ 0, E=0(E +0) 
ungeandert Jassen. Die gefundene Eigenschaft der Oszillationszahlen ist 
wesentlich durch die Beziehung A- B> 0 bedingt. 

Zusatz: Die allgemeinste Transformation*), welche eine Differential- 
gleichung (D) wieder in eine lineare homogene Differentialgleichung tiber- 
fiihrt, hat die Gestalt 


y= 0(%,4)y,, © = E(x, A); 


dabei sind 4 und & als Funktionen von z zweimal stetig differenzierbar, 
als Funktionen von z und 4 nebst ihren Ableitungen nach ~z stetig, im 


tibrigen eindeutig und reellwertig. 4(2,) und in verschwinden fiir keinen 


Wert «(a <2<}b) und keinen Wert 4. Die Transformation laBt die Os- 
zillationszahl ungeindert, fiihrt hingegen ein Paar Greenscher Bedingungen 
in ein anderes Paar linearer homogener Bedingungen iiber, welche sich — 
im allgemeinen der Normalform (G) nicht unterordnen lassen; man kommt 
auf diese Weise zu Nicht-Greenschen Problemen, die ebenfalls ein Oszil- 
lationstheorem besitzen. 


§ 3. 
Beweis des Oszillationstheorems fiir die Differentialgleichungen 
Ja (P SY) + Oko + rey =O, k(x)>0. 
(Nicht-polarer Fall.)**) 


Der Satz III liefert ein Mittel, um eim Oszillationstheorem, welches 
fiir eine spezielle Differentialgleichung (%) gilt, auf die allgemeine Diffe- 
rentialgleichung (2), oder zuniichst doch auf eine ganze Klasse solcher 
Differentialgleichungen auszudehnen. Zu dem Ende kommt es nur mebr 
darauf an, Differentialgleichungen (%) anzugeben, welche zuliissige Ande- 
rungen von den im vorhergehenden Paragraphen niher priazisierten, fiir 
die Anwendbarkeit des Satzes III notwendigen Eigenschaften gestatten. 





*) Stickel, Uber Transformationen von Differentialgleichungen (Crelles Journal, 
Bd. 111, 8, 290ff,). 
*) Vgl. D. §§ 3, 4,5. 
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Wir betrachten zunichst die spezielle Differentialgleichung (%) 
d d 
(%,) ge(P(@)5%) + (Ak(a) + r(@))y = 0. 


p(x), k(a) und r(x) hangen von 4 nicht ab und es ist 

p(z)>0, k@)>0, ax<r<cb. 
Die Koeffizienten von (%,) geniigen der Bedingung (2), wenn p, 2 ,»kundr 
stetige Funktionen von z sind. 


Da die Integralbedingung J(y,y,) = 0 fiir (2,) in die Orthogonali- 
titsbedingung ' 


Sk @) (ays (2) dx = 0 (4, + ay) 


iibergeht, so sind alle ausgezeichneten Parameterwerte reell; sie besitzen 
nirgends im Endlichen eine Hiaufungsstelle, weil die ausgezeichneten 
Parameterwerte Nullstellen einer ganzen transzendenten Funktion 4 (A) 
in 4 sind. 

Ferner besitzt 6(2) héchstens zweifache Nullstellen und diese sind mit 
den zweifachen ausgezeichneten Parameterwerten identisch*); jedem zwei- 
fachen ausgezeichneten Parameterwerte gehéren zwei linear unabhangige 
ausgezeichnete Lisungen zu. 

Bei einer zulissigen Anderung von (U,), in deren Verlauf nur Diffe- 
rentialgleichungen (%,) auftreten und die ausgezeichneten Parameterwerte 
sich stetig andern, kann dem Gesagten zufolge ein Verlust bzw. ein Gewinn 
von ausgezeichneten Parameterwerten und Lésungen nur dadurch zustande 
kommen, da8 ein solcher Parameterwert iiber alle Grenzen wichst, d. h. 
»ins Unendliche riickt“ bzw. daB er ,aus dem Unendlichen hereinrtickt“. 

Uber das Verhalten der ausgezeichneten Parameterwerte bei zulissigen 
Anderungen la8t sich folgende schirfere Aussage machen: 

Hilfssatz la. Bleiben bei einer zuldissigen Anderung, in deren Ver- 
lauf nur Differentialgleichungen (U,) auftreten, die Koeffizienten A,... der 
Randbedingungen ungeiindert und nimmt r(x) fiir alle x(a<a<b) ou 
(oder doch nicht ab), p(x) hingegen ab, oder doch nicht zu, so nimmt hierbei 


_ jeder reelle ausgezeichnete Parameterwert ab; vorausgesetat ist, daB die Koef- 


fizienten von (U,) ganze transzendente Funktionen des Hilfsparameters 9 sind, 
ferner, da fiir mindestens ein Teilintervall &,, &(a < &,< & <b) wirklich 
eine Zunahme von r(x) oder Abnahme von p(x) mit sich dnderndem ¢ erfolgt. 

Umgekehrt nimmt — unter im iibrigen gleichen Voraussetzungen — jeder 
ausgezeichnete Parameterwert zu, wenn r(x) ab-, p(x) hingegen zunimmt. 
Endlich wiichst jeder ausgezeichnete Parameterwert seinem absoluten Betrage 


*) Vgl. z. B. Hilbert, 1. c., 1. Mitt.; Birkhoff, 1. c., § 2; ferner D. § 4, § 5. 
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nach, wenn k(x) fiir jedes x(a << x <b) abnimmt, oder doch nicht wiichst, 
und gleichzeitig die Randbedingungen und die iibrigen Koeffizienten von (U,) 
festbleiben. 
Die letzte Behauptung ergibt sich fiir den Fall der Differential- 
gleichung 
d*y 
(1) dz + Ak(a)y =0 


folgendermaBen: fiir den Wert @ = g, des Hilfsparameters @ sei y,(xz) die 
zum einfachen ausgezeichneten Parameterwert 4, gehérige Lisung. Durch 
die zulissige Anderung Ag des Parameters g erhilt man die neue Diffe- 
rentialgleichung 

2 
(2) SOF AW) + (y+ Ady)(K(2) + Ak) (Yo + By) = 0, 


wobei 4, + Ad, bzw. y + Ay, derjenige ausgezeichnete Parameterwert 
bzw. diejenige ausgezeichnete Liésung von (2) ist, in die 4, bzw. y)(zx) 
tibergeht. Multipliziert man (1) mit (y,+ Ay), (2) mit y, subtrahiert . 
und integriert von a bis b, so ergibt sich, weil y,+ Ay, und y, den 
gleichen Randbedingungen geniigen, 


(8) (f [ay AK(z) + Ady: k(@) + Bay: Ak (2)) ¥9(2) (yo@) + Ayo(a)) dx — 0. 


Zufolge der gemachten Annahmen, kann man die Identitiit (3) in Ag nach 
Potenzen von Ag ordnen; die Glieder niedrigster Ordnung sind 


be [aS Pee), wiaddet (Ge). J Renta) aa}, 


woraus die Behauptung folgt.*) Ganz entsprechend gestaltet sich der 
Beweis des ersten Teiles unseres Hilfssatzes, sowie die Behandlung zwei- 
facher ausgezeichneter Parameterwerte 4). 
Das Beispiel einer zulissigen Anderung der im Hilfssatze bezeich- 
neten Art liefert die Diffefentialgleichung (Y%,) 
Je (Lem e) + (1 —0)a(a)192) + (Ake) + [gr@ + 1 — @ew@i)y —0, 


a i P(z)>x(z), r(x) <t(z) 
fiir jedes a<2<b. In der Variation Ag >0 hat man dann eine solche 
zulissige Anderung. 

Nun gilt fiir die spetielle Differentialgleichung (U,) 


da? 
(a) qa t 4y—0 


*) Dab’ (7) existiert, ist Jeicht zu sehen. 
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und ein zugehériges Greensches Randbedingungenpaar folgendes Oszil- 
lationstheorem: Es existieren unendlich viele reelle ausgeseichnete Parameter- 
werte, die nur im Positiv-Unendlichen eine Héufungsstelle besitzen. Zu der 
von Null verschiedenen Oszillationszahl 2n wnd der ihr — je nach Art der 
vorgelegten Randbedingung — zugeordneten Oszillationszahl 2n +1 beew. 
2n — 1 gehdren stets zwei aber nur zwei ausgeseichnete Lisungen. Im ersteren 
Falle, d.h. wenn 2n+ 1 und 2n zugeordnet sind, gehiren zu den Oszil- 
lationszahlen 0 und 1 im ganzen ewei ausgeseichnete Lisungen; andernfalls 
gibt es immer gerade eine ausgezeichnete Lisung mit der Oszillationssahl 
Null. Zu Paaren griferer Osszillationszahlen gehiren grifere ausgezeichnete 
Parameterwerte.*) 
Das Theorem gilt unverindert auch fiir Differentialgleichungen 


(@) 4a (252) + (ax? + v)y = 0, 


wenn x,x,¥v von Null verschiedene reelle Konstanten sind. Ferner er- 
leidet des Osuilletionsthoosen gemiB Satz III, wie aus seiner Herleitung 
hervorgeht,**) bei zulissigen Anderungen der Differentialgleichung (a) 
allein keinerlei Anderung, es sei denn daB ein Gewinn oder Verlust von 
ausgezeichneten Parameterwerten stattfindet. DaB dies nur ,im Unend- 
lichen“ geschehen kann, ist bereits oben gezeigt. 

Mit Hilfe der zulissigen Anderung des Hilfssatzes Ia ergibt sich aber, 
daB auch diese letzte Méglichkeit ausgeschlossen ist. Betrachten wir zu- 
nichst eine presen ge (U,) der Form 


(M4) Y + ak(a)y — 


Jeder derartigen Differentialgleichung kann man zwei Differentialglei- 
chungen (a) zuordnen 


a? ‘ 
(a,) Gat + Axfy = 0, j=1,2, 


die zu ihr in der fiir die Anwendung des Hilfssatzes erforderlichen Be- 
ziehung stehen. Man braucht nur die Konstanten x7 (j— 1,2) so zu 
wihlen, daB etwa 

2 >k(z)>x2>0, a<rcb. 


Fiihrt man nun (a,) bzw. (a) in der S. 78 angegebenen Weise in (Y,) 
iiber, so laBt sich Hilfssatz la anwenden. Es kénnen demgemif im einen 


*) Beziiglich der eingehenderen Formulierung vgl. Birkhoff, 1. c., 8. 269; ferner 
D. 8. 35. 

**) Siehe D. § 5. Durch das Oszillationstheorem miissen eben solche Oszillations- 
zahlen einander zugeordnet werden, die auch vermdge der Randbedingungen (Satz III, 
§ 2) einander entsprechen. 
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Falle ausgezeichnete Parameterwerte nur gewonnen, im andern nur verloren 
werden. Da man beide Male zur Differentialgleichung (Y,) gelangt, findet 
also weder Gewinn noch Verlust statt. (U,) besitzt fiir die gleichen Rand- 
bedingungen das nimliche Oszillationstheorem wie (a). 

Durch entsprechende Verwendung des ersten Teiles von Hilfssatz la 
beweist man ein Gleiches fiir die allgemeine Differentialgleichung (Y%,). 
Wir formulieren das Ergebnis so: 

Hilfssatz Il. Beschriinkt man sich ausschlieflich auf Differential- 
gleichungen (U,), so werden bei festen Randbedingungen d.h. festen Werten 
der Koeffizienten A,...,F infolge irgendwelcher sulissigen Anderwng der 
Differentialgleichung d.i. der Koeffizienten p, k, r ausgezeichnete Parameter- 
werte bew. ausgezeichnete Lisungen niemals gewonnen oder verloren. Aus- 
gezeichnete Parameterwerte und Lisungen dndern sich stetig mit einem reellen 
Parameter 9, wenn die Koeffizienten von (U,) eindeutige, stetige, reellwertige 
Funktionen von 9 und «(a< x <b) fiir den in Betracht kommenden Be- 
reich von @ sind. 

Sind die Koeffizienten von (Y,) bloB stetige, nicht-analytische Funk- 
tionen des Hilfsparameters, so kann der Beweis des Satzes dadurch gefiihrt 
werden, daB man beispielsweise die Differentialgleichung 


d d 
dal (P@, Oo) — €) 5%] + (Ak@ + [r@e, en) + 8])y —0 


bildet, wobei ¢ eine geniigend kleine positive Gréfe ist. Vergleicht man 
hiermit alle Differentialgleichungen (2,) in einer hinreichend kleinen Um- 
gebung der Stelle @ = g, und faBt hierbei einen bestimmten ausgezeich- 
neten Parameterwert ins Auge, so ergibt sich durch wiederholte Anwendung 
von Hilfssatz Ia bzw. der Formel (3) und analoger Beziehungen die 
Behauptung. 

Der Hilfssatz Ia gestattet die entsprechende Erweiterung. 

Zum Schlusse sei nochmals hervorgehoben, daB zulissige Anderungen 
von p(x) das OszillationstKeorem in keiner Weise beeinflussen. 


| 
§ 4. 
Ausdehnung des Qszillationstheorems auf die Differentialgleichung 
a d 
az (p(w, a) 54) + ala, Dy =O. 
(Nicht-polarer Fall.) *) 


Das im vorstehenden angewandte Verfahren lift sich so modifizieren, 
daB es auch im Falle der allgemeinen Differentialgleichung (%) zum Be- 








*) Vgl. hierzu Birkhoff, 1. ¢>yund die daselbst zitierte Literatur. 
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weise fiihrt. Dabei wird sich die Betrachtung ausschlieBlich auf reelle 
endliche Parameterwerte beschrinken. 

Als gegeben betrachten wir bei den folgenden Uberlegungen die Dif- 
ferentialgleichung (%) und ein System von Greenschen Bedingungen, das 
wir ein fiir allemal festhalten. 

Zunachst ziehen wir nur die Bedingungen 


(1) p(x,A) — p(2,4) < 0, q(z, A) — q (2, 2) = 0, a 4 z < b, A>aA 
heran; dabei soll also fir jedes A in der Umgebung jeden Wertes von 4 
mindestens fiir einen der Koeffizienten ein Teilintervall &,& von a,b 


existieren, so daB in diesem das Ungleichheitszeichen gilt. 
Wir betrachten dann in der Schar von Differentialgleichungen 


d d 
(a) dn (P(% @) A) + (u + q(a,0))y = 0 


den Parameter g als Hilfsparameter*). Fiir den Wert 9 = 9, mége das zu 
(Uf) und den festen Randbedingungen gehérige Problem n, negative aus- 
gezeichnete Parameterwerte uw besitzen. Fiir jeden gréBeren Wert 9 = @, be- 
sitzt dann das entsprechende, zu g, gehérige Problem sicher nicht weniger 
negative ausgezeichnete Parameterwerte. Vergleicht man namlich die beiden 
Differentialgleichungen (Y$") und (YU), so bestehen fiir ihre Koeffizienten 
bzw. die Beziehungen 


P(%, 02) SP(%, 01), 9(%02)29(%0:), TL7Lb, O< ag. 
Zufolge Hilfssatz la miissen demgemaB die ausgezeichneten Parameterwerte 
von (%%") simtlich abnehmen, wenn @ von Q, bis 9, wiichst. Weil bei 
dieser zulissigen Anderung ausgezeichnete Parameterwerte weder verloren 
noch gewonnen werden, ist die Behauptung erwiesen. 

Wie bereits bemerkt, nehmen bei zunehmendem @g die ausgezeichneten 
Parameterwerte von (%°) bestindig ab. Jeder positive (einfache oder zwei- 
fache) ausgezeichnete Parameterwert von (%*) kann hierbei also héchstens 
einmal Null werden. Fiir » = 0 wird aber jeweils (Wf) mit (%) fiir den 
betreffenden Wert 14 = 9 des Parameters 4 identisch. Daher kann jede zu 
einem positiven ausgezeichneten Parameterwerte von (%%") gehérige aus- 
gezeichnete Lisung héchstens zu einer einzigen ausgezeichneten Lésung 
von (%) fiihren. Andererseits liefert ein negativer ausgezeichneter Para- 
meterwert von (%%") bei wachsendem g niemals einen ausgezeichneten 
Parameterwert von (2%), auch der etwa vorhandene ausgezeichnete Para- 
meterwert w=0 von (U") gibt zu keinem weiteren ausgezeichneten Para- 
meterwert von (%) Veranlassung. Und umgekehrt entspricht jeder aus- 


*) Eine analoge SchluBweise findet sich bei Hilb, 1. c. (Jahresber. 1907) zum Be- 
weise Sturmscher Oszillationstheoreme im polaren Fall. Vgl. 8. 88. 
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gezeichnete Parameterwert 4 (9, < 4 < @,) von (W) einem ausgezeichneten 
Parameterwerte » = 0 von (UY!) (e,\<e@<o,). Daher das Resultat: 

Sind 9, und g, zwei reelle Werte des Parameters @(9,<,) und hat 
die Differentialgleichung (Y") im ganzen n,, die Differentialgleichung ({*) 
hingegen im ganzen m, zu negativen ausgezeichneten Parameterwerten ge- 
hérige ausgezeichnete Lésungen, so ist m,<m,; und es gibt genau n,—n, 
verschiedene reelle ausgezeichnete Lésungen von (W), deren zugehérige 
reelle ausgezeichnete Parameterwerte der Bedingung 9, <4 < @, geniigen. 
Voraussetzung ist hierbei nur, daB die Koeffizienten von (YM) die Be- 
dingung (1) erfiillen. 

Aus dem so gewonnenen Ergebnis folgt unmittelbar: Ist die Forde- 
rung (1) erfiillt, so gilt fiir die Differentialgleichung (XY) und die vorgegebene 
Randbedingung dann und nur dann das nimliche Oszillationstheorem wie 
fiir die Differentialgleichung (U,), wenn 

a) zu jeder positiven ganzen Zahl N, ein Wert 1= 9, existiert, so dap 

(2%) unter den gleichen Randbedingungen mindestens N, zu nega- 
tiven ausgezeichneten Parameterwerten gehirige ausgezeichnete Lé- 
EE a 
ngen ; 
b) ein Wert 4 =P existiert, so dab (UP) nur positive ausgezeichnete 
Parameterwerte zulapt. 

Um die an erster Stelle genannte Bedingung (2a) zu erfiillen, geniigt 
es und ist zugleich notwendig, daB bei passender Wahl von 4 eine (und 
dann zufolge § 2 auch jede) Lésung von (Y) im Intervalle a, b beliebig 
viele Nullstelien besitze. Um ein Kriterium hierfiir zu gewinnen, fihre 
man in der Differentialgleichung (YW) vermége der Substitution 


x 


1 dz 
t= 2(2,, A), peer p(a, 2) 
die neue unabhingige Verinderliche z, ein. Wie leicht zu zeigen, ergibt 
sich dann aus (%) die Differentialgleichung 


P (,) ay 
c*(p(az,))? dz. at q (2,)9 y 


wobei 
P(%,) = p(e%,4),4), T(%) = 9@@,4),4), F(a) = y(e@,A). 
Bestimmt man den willkiirlichen, von - unabhiingigen Faktor ¢ durch die 


Gleichung a 
“e( - fit 
p(x, 4)’ 


so entsprechen den Punkten a<z<b eineindeutig die Punkte O0<2,<1 
fiir jeden endlichen Wert von 4. #(z,) hat in 0,1 die gleiche Nullstellen- 
zahl] wie y(z) in a, b. 


\ 
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(M) besitzt demgem&B die oben geforderte Eigenschaft, sobald in 
6 
OP . wte\e dz \*_ 
inet Be)Te)| Jrern) F° 


der Koeffizient von 7 im Intervalle 0, 1 (oder auch nur in einem festen 
Teilintervall, das also mit wachsendem 4 eine feste GréBe nicht unter- 
schreitet) durchweg gréBer wird als eine beliebig groBe positive GriBe. 
Die Bedingung (2a) ist somit gewi erfillt, wenn 


b 


lim p(a, 4) q(a. olf _ |= +00 as2z<b 
A4=+e 4 ° p(a, 4) . oe 


Um die Bedingung (2b) zu befriedigen, geniigt es z. B., daB fiir alle 
a<2z<b die Beziehung gilt: 


lim q(x, 4) = — co.*) 
i=—o@ 
Zum Beweise bestimme man in der Differentialgleichung 
d? 
(a) oat (ut+t)y=0 


die Konstante t so, daB alle ausgezeichneten Parameterwerte u von (a) fir 
die vorgegebenen Randbedingungen positiv sind. Das ist immer méglich. 
Bezeichnet « das Minimum von p(z,l), wo / ein fester, im tibrigen be- 
liebiger Wert des Parameters 4 ist, so gilt 


O<acp(s,4), axrcb 
fiir jedes 4< J. Setzt man ferner t = f, so gibt es den angenommenen 
Eigenschaften von q(z,4) zufolge iiberdies eine Zahl 1, < I, fiir welche 
q(%)<B, aSacb. 
Fiihrt man nun die Differentialgleichung 


(a’) 55 (#52) + (u'+8)y 0, 
die ebenfalls nur positive ausgezeichnete Parameterwerte besitzt, in 
(a) K(v@h) 2) + @'+4e,0)y = 0 
4 Mit dieser Bedingung ist die folgende 
jin Sep 


gieichbedeutend. Da niamlich die stets positive Funktion p(x,2) mit abnehmendem 4 
sicher nicht abnimmt, so mu8 q(a,i), absolut genommen, fiir alle a< «<b mit gegen 
— oo abnehmendem 4 offenbar iiber alle Grenzen wachsen. 


6* 
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iiber, so nehmen alle ausgezeichneten Parameterwerte zu, (UW) hat nur 
positive ausgezeichnete Parameterwerte, w. z. b. w. 

Eine ganz entsprechende Betrachtung zeigt iibrigens, daB die bereits 
behandelte Bedingung (2a) sicher befriedigt ist, sobald fiir ein festes Teil- 
intervall &,, & (@<&,<& <b) 


lim q(a, 4) = + oo. 
A=+o@ 


Auf weitere Einzelheiten soll hier nicht eingegangen werden. Beziig- 
lich der Kriterien, die in den Sturmschen Fiillen die Existenz des voll- 
stindigen Oszillationstheorems fiir die Differentialgleichung (Y%) garantieren, 
sei an dieser Stelle nochmals auf die Arbeiten von Herrn Bécher*) hin- 
gewiesen. 

Die beiden Bedingungen (1) und (2) waren fiir die vorstehende Unter- 
suchung durch die Natur der Koeffizienten von (Y%,) vorgezeichnet. Sie 
erwiesen sich als hinreichend, um fiir ein festes Greensches System die 
Giiltigkeit eines und des nimlichen Oszillationstheorems, und zwar des 
gleichen wie fiir (%,), fiir alle Differentialgleichungen vom Typus (WM) zu 
sichern. Die Annahmen, daB p(x,2) und g(z,4) mit wachsendem 4 bei 
festem z monoton abnehmen, bzw. monoton wachsen, boten die Gewihr, 
daB nicht mehr ausgezeichnete Parameterwerte von (2%) existierten, als 
durch das Oszillationstheorem von (%,) vorgeschrieben waren. Die hinzu- 
tretende Eigenschaft (2) sicherte die Existenz aller dieser ausgezeichneten 
Parameterwerte fiir die Differentialgleichung (%). 

Die Bedingungen (1), (2) sind im oben erklirten Sinne offenbar auch 


notwendig. Dies laBt sich durch Konstruktion von Beispielen leicht er- 
hiirten. 


g 5. 
Die Oszillationstheoreme fiir die Differentialgleichung 
4 
ae (Pp @) $4) + Oke +re)y=0, kw) ZO. 
(Polarer Fall.) | 


Die im vorstehenden entwickelte Methode gestattet die Behandlung 
sogenannter polarer Probleme. In diesem Paragraphen soll zunichst das 
einfachste Beispiel eines solchen, nimlich die zu vorgegebenen Greenschen 
Bedingungen und zur Differentialgleichung 


d | , 
(B,) + (p(@) 3%) + Ak@) +r) y = 0 
gehérige Randwertaufgabe betrachtet werden. Dabei wechselt also k(x) 


*) Siehe die bei Bécher, 1. c. (8. 446) zitierten Arbeiten. 
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in endlich vielen oder unbegrenzt vielen Stellen des Intervalls a, b sein 
Vorzeichen. Die Voraussetzungen tiber p(x), k(x) und r(x) sind im tibri- 
gen die gleichen wie in Paragraph 3. 

Zunichst lehrt die Betrachtung von (%,), daB zu jeder vorgegebenen 
Oszillationszahl N immer eine positive Zahl L von folgender Eigenschaft 
existiert: Fiir alle positiven und alle negativen Werte des Parameters A, 
deren absoluter Betrag nicht kleiner ist als L, ist die Oszillationszahl 
einer jeden Lésung von (%,) gréBer als N. Um dies einzusehen, greife 
man ein Teilintervall von a, b heraus, in dem Ak(x), einschlieBlich der 
Endpunkte, fiir 24> 0 durchweg positiv ist und bestimme (vgl. S. 82) 
eine Konstante Z+, die fiir eben dieses Teilintervall und damit auch 
fiir das Intervall a,b beziiglich der positiven Werte von 4 die oben ge- 
forderte Eigenschaft besitzt. Fiir negative Werte von 4 ergibt sich auf 
Grund einer aihnlichen Betrachtung eine entsprechende Zahl L~. Die gréBere 
der Zahlen L*+ und L~ ist die gesuchte Schranke L. 

Eine unmittelbare Folge dieser Tatsache ist, daB die Randbedingungen 
nur fiir diskrete Werte 4 erfiillt sein kinnen. Die ausgezeichneten Para- 
meterwerte ergeben sich nimlich als Nullstellen einer in 4 ganzen trans- 
zendenten Funktion 6(4)*); sie liegen daher entweder diskret oder er- 
fiillen die ganze (komplexe) 4-Ebene. Geht man im letzteren Falle von 
einem beliebigen reellen Werte des Parameters 4 und einer zugehérigen 
ausgezeichneten reellen Lésung von (%,) aus, so miiBte sich dieser Wert 
von A stetig in jeden anderen iiberfiihren lassen, so zwar, dab wihrend 
des ganzen Verlaufes der Anderung sowohl die Differentialgleichung als 
die Randbedingungen erfiillt und die auftretenden Parameterwerte 4 und 
die zugehérigen Lésungen von (%,) samtlich reell sind. Bei einer solchen 
Anderung wiirde aber nach dem oben Bewiesenen die urspriingliche Lésung 
beliebig viele Nullstellen gewinnen, obwohl dies den Randbedingungen 
($ 2) zufolge unméglich ist. 

Nunmehr bilden wir die Schar von Differentialgleichungen (Y,): 


(2) - (p(2) 2) + (v+Ak@)+r(a))y=0, 


wobei 4 der Hilfsparameter ist, und betrachten das zur gegebenen Green- 
schen Randbedingung und zu jedem (YU?) gehdrige nichtpolare Oszillations- 
theorem; die Anzahl negativer ausgezeichneter Parameterwerte sei dann (2). 
Die Funktion (4) von 1 besitzt das absolute Minimum », und die Werte A, 
fir die n(1) =m, ist, liegen dem oben Bemerkten zufolge zwischen an- 
gebbaren endlichen Grenzen. Eine Teilmenge der A bilden die Punkte A’, 
in denen gleichzeitig die Mindestzahl von ausgezeichneten Parameterwerten 


*) Vgl. D. 1, § 38. 








86 ©. Haupt. 


v= 0 erreicht wird. Bei der Bildung von m(A) sind natiirlich zweifache 
negative ausgezeichnete Parameterwerte immer als zwei in Anschlag zu 
bringen. 

Wir verlegen den Nullpunkt der 4-Zahlung in eine Stelle A’ oder, 
wie der Kiirze wegen im folgenden stets gesagt werden soll, wir normieren 
den Parameter 1. Die Differentialgleichung (8,) lautet dann: 


(B,) 7 (p(2) ”) + (Ak(@) + 14(x)) y = 0. 


(Der Index 0 in 7, soll anzeigen, daB der Parameter normiert ist.) 

Jedem positiven ausgezeichneten Parameterwert von (U°) entspricht 
mindestens ein positiver und ein negativer reeller ausgezeichneter Para- 
meterwert von (%,). In der Tat, faBt man irgend einen positiven aus- 
gezeichneten Parameterwert v, von (%°) ins Auge, bzw. das Oszillations- 
zahlenpaar, dem er zugehért, so liBt sich, wie oben bewiesen wurde, eine 
obere Grenze L fiir die absoluten Betriige der etwa zu diesem Oszilla- 
tionszahlenpaar gehérigen ausgezeichneten reellen Parameterwerte von (%,) 
stets angeben. Dem fiir (YM) geltenden nichtpolaren Oszillationstheorem 
zufolge ist dann jeder diesem Oszillationszahlenpaar entsprechende aus- 
gezeichnete Parameterwert v, von (YI) sicher negativ, sobald 4 > L ist. 
Lassen wir nun 4 von Null beginnend bestiindig wachsen (oder abnehmen), 
so andert sich hierbei v, stetig (Hilfssatz la), ist fiir 40 positiv und 
wird fiir 1 = +, L negativ sein. Da iiberdies », stets innerhalb endlicher 
Grenzen bleibt, muB es mindestens einmal den Wert Null annehmen; 
dann ist (+) mit (B,) identisch, der zngehérige Wert 4 ist ein reeller aus- 
gezeichneter Parameterwert von (%,). 

Umgekehrt entspricht jedem reellen ausgezeichneten Parameterwert 
von (%,) ein ausgezeichneter Parameterwert von (29). Es eriibrigt, um 
fiir die reellen ausgezeichneten Parameterwerte von (%,) ein Oszillations- 
theorem zu gewinnen, die Untersuchung, wie oft jeder positive und jeder 
negative ausgezeichnete Paraneterwert von (2°), sowie der etwa vorhan- 
dene ausgezeichnete Parameterwert vy = 0 von ey den Wert Null pas- 
siert, wenn entweder 4 von Null beginnend bestiindig wiichst oder be- 
stindig abnimmt. 

In dieser Hinsicht gilt folgender Satz: Bei wachsendem sowohl als bei 
abnehmendem 1 wechselt jeder positive ausgezeichnete Parameterwert von (2°) 
gerade einmal das Vorzeichen, 2venn 


(u) dy, (2) (yo(x))? da > 0 


fiir jeden von Null verschiedenen reellen ausgezeichneten Parameterwert i, 
und eine zu 4, gehirige ausgezeichnete Lisung y, von (B,). Unter der 
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gleichen Voraussetzung bleibt jeder negative ausgezeichnete Parameter- 
wert von (%°) bei wachsendem sowohl als bei abnehmendem 1 bestindig 
negativ. 

Es entspricht dann jedem positiven ausgezeichneten Parameterwert 
bzw. jeder ausgezeichneten Liésung von (YU?) nicht mehr als ein reeller 
ausgezeichneter positiver und negativer Parameterwert bzw. eine reelle aus- 
gezeichnete Lésung von (%,). Keinem der negativen ausgezeichneten Para- 
meterwerte von (Y°) entspricht ein reeller ausgezeichneter Parameterwert 
von (%,). 

Ist noch bekannt, daB der ausgezeichnete Parameterwert v =0 von (2) 
keine weiteren ausgezeichneten Parameterwerte von (B,) liefert, so kann man 
sagen: damit fiir die reellen positiven bew. negativen ausgezeichneten Para- 
meterwerte von (B,) je das gleiche Ossillationstheorem wie fiir die positiven 
ausgezeichneten Parameterwerte von (YW) gilt, ist hinreichend, daB die Be- 
dingung (U1) erfiillt ist. 

Zum Beweise sei vy, ein ausgezeichneter Parameterwert von (2), 
vy + Av, derjenige ausgezeichnete Parameterwert von (W?+44), der aus »% 
bei Anderung von 4 in 4+ Ad hervorgeht. Die zugehérigen ausgezeich- 
neten Lisungen seien bzw. y, und y, + Ay,. Da beide den gleichen Green- 
schen Randbedingungen und bzw. den Differentialgleichungen (%*) und 


(W2+42) - (p (x) a ioe) +(9 tA 9+ (A+) k(x) +15(@)) (Yo t+ Ay) = 0 


geniigen, ergibt der Greensche Satz: 


SL Yo(¥o + Sip) (Ar + A4-k(@)) dz = 0. 


4 geht analytisch in die Koeffizienten von (%?) ein. Infolgedessen diirfen 
wir, nach Division mit AA, zur Grenze iibergehen und erhalten 


b 
SE) (yo(e))*dx 
dy, a a eS 2 
(i): b 
So @rax 
Nehmen wir insbesondere », = 0, so ist 4 =A, ein ausgezeichneter Para- 
meterwert, y, eine zugehérige ausgezeichnete Lisung von (%,). Ist 4 po- 


sitiv, so wird mithin v, bei zunehmendem 4 stets abnehmend durch Null 
hindurchgehen, wenn 


(ut) {%(@) (yon)? dx > 0. 
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Und das gleiche wird bei abnehmendem, negativen 4 stattfinden, wenn 


(u-) fi k(x) (y(a))* dz < 0. 


Anders ausgedriickt: wenn », einmal die Null passiert hat, muB es be- 
stindig negativ bleiben, w. z. z. w. 

Wir ziehen hieraus noch die weitere Folgerung, daB fiir jede zum ein- 
fachen ausgezeichneten Parameterwert 4=0 gehirige ausgezeichnete Lisung y, 


(u’) Jia) (yo(a))? dx = 0 


wird, sobald der Parameter normiert ist. Da die ausgezeichneten Para- 
meterwerte von (%,) diskret liegen, mu nimlich der ausgezeichnete Para- 
meterwert v, = 0 von (W°) in der Umgebung von 4 =0 sicher von Null 
verschiedene Werte annehmen, und zwar negative, da der Parameter nor- 
miert ist. Wire nun 


: 
[kyptde + 0, 


so lieBe sich stets eine Anderung von 4 angeben, fiir die », positiv wiirde. 
Aus dieser Uberlegung folgt in Verbindung mit dem oben Gezeigten gleich- 
seitig, daB unter Annahme von (Ul) eine etwa vorhandene, zu v =O ge- 
hirige ausgezeichnete Lisung von (U°) zu keinem weiteren von Null ver- 
schiedenen ausgezeichneten Parameterwert von (B,) AnlaB gibt. Entsprechen- 
des gilt (wenigstens im definiten Fall) fiir zweifache ausgezeichnete Para- 
meterwerte v,= 0. Die Darstellung beriihrt sich im Grundgedanken aufs 
engste mit der von Herrn Hilb*) gegebenen Behandlung Sturmscher Rand- 
bedingungen. Vgl. ferner Richardson, 1. c., § 1. 

Die Ungleichung (Ul) besteht im definiten Falle**) d.h. immer dann, 
wenn »,=( ist, wenn also kein ausgezeichneter Parameterwert von (U,°) 
negativ ist. y, 

Um dies nachzuweisen bildet man die zu den vorgegebenen Green- 
schen Randbedingungen und dem Differentialaysdruck 


d d 
Ly) = 5, (p@) $2) + ro(@)y 
gehérige Greensche***) Funktion G(x, £); diese gestattet die Darstellung 


*) Hilb, Eine Erweiterung des Kleinschen Oszillationstheorems (Jahresb. d. D. 
Math.-Ver. 1907). 

**) Vgl. Hilbert, l.c., 5. Mitt. Fiir den Fall, da8 in der Differentialgleichung (8, ) 
der Koeffizient k(a) unbegrenzt viele Nullstellen im Intervall a, b besitzt, vgl. Lichten- 
stein, Zur Analysis der unendlich vielen Variabeln I. (Rend. Cire. Mat. Palermo, 
T. XXXVIII, 1914) sowie die Literaturangaben ebenda. 

***) Vgl. Hilbert, 1. ¢, 2. Mitt. 
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@) G (2, 8) — > —9,(2)9,(8). 
j=1 

Dabei sind die v, die positiven ausgezeichneten Parameterwerte, g, die zu- 
gehérigen ausgezeichneten Liésungen von (%,°) und die Darstellung kon- 
vergiert gleichmaBig fiir alle a<r<b,a<§<b. Je nachdem v=—0 
ein ausgezeichneter Parameterwert von (%,°) fiir die gegebenen Rand- 
bedingungen ist oder nicht, hat man es mit einer Greenschen Funktion 
im erweiterten oder im gewéhnlichen Sinne zu tun. Der Beweis fiir die 
Giiltigkeit dieser Darstellung laBt sich mit Hilfe der Differentialgleichung 
(4,°) allein erbringen, indem man unter Zuhilfenahme asymptotischer 
Darstellungen fiir die Lisungen von (%,°) bei groBen Werten von wv das 
Verhalten von G(x, &; uw) dh. der zu L(y) + wy (fir den betreffenden 
Wert u) gehérigen Greenschen Funktion untersucht. Der Beweis ergibt 
sich aus den Untersuchungen von Herrn Birkhoff.*) 

Aus den charakteristischen Eigenschaften der Greenschen Funktion 
(im gewoéhnlichen oder erweiterten Sinne) folgt in bekannter Weise die 
Symmetrie von G(x, §) hinsichtlich der beiden Variablen z, &; sie ist eine 
Folge des speziellen Charakters der Randbedingungen. (Die Greensche 
Funktion im gewoéhnlichen Sinne liefert einen abgeschlossenen Kern, die 
im erweiterten Sinne besitzt, als Kern einer Integralgleichung 2. Art be- 
trachtet, die dem Werte »=0 zugehdrigen ausgezeichneten Lisungen 
von (2,°) und nur diese als Nullésungen.) 

Ist ferner y,(x) eine reelle oder komplexe ausgezeichnete Lésung 
von (%,), 4, der zugehérige von Null verschiedene reelle oder komplexe 
ausgezeichnete Parameterwert, so gilt 


(Il) yo(€) = dy f G(x, )k (a) yp (a) dx 
und hieraus folgt 


dy | K(x) (yp a))?dax — ag? f [ G(x, &)k(a)k(E) yo (@)yo(€) dard; 


auBerdem ist fiir zwei verschiedene ausgezeichnete Parameterwerte 4,, A, 
bzw. die ausgezeichneten Lésungen y,(x), y.(x) 


[ka u@y(2de=0, ff G(a, Hk) Ey) yard = 0. 





*) Birkhoff, Boundary value and expansion problems (Trans. Am. Math. Soc., 
Vol. 9, S. 378ff.). Birkhoff, Note on the Expansion Problems of Ordinary Linear Dif- 
ferential Equations (Rend. Circ. Mat. Palermo, T. XXXVI, 8. 115ff.). 
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Setzen wir fiir G(x, §) die Entwicklung (I) und integrieren glied- 
weise, was wegen der gleichmaBigen Konvergenz gestattet ist, so folgt 


ty fre) (yp(a))?dx = a2 2, [ J “k(@)9,(@)ue(a)azy. 


Da die v, alle positiv und, ebenso wie die ,(x), saimtlich reell sind, so 
ist fiir reelle ausgezeichnete Parameterwerte 1, + 0 von (%,) tatsichlich (11) 
erfillt. DaB (%,) im definiten Falle keine komplexen ausgezeichneten 
Parameterwerte hat, folgt aus abnlichen Uberlegungen. (Vgl. auch weiter 
unten.) 

Fiir die definiten Fille gilt somit der Satz:*) Normiert man, bei vor- 
gegebenen Randbedingungen, den Parameter der Differentialgleichung (®,) 
und hat dann die nichtpolare Differentialgleichung (X,°) 


d d 
45 (P(2) 52) +(v+r,(a))y =0 


keinen negativen ausgezeichneten Parameterwert, so ist die Gesamtheit sowohl 
der positiven als der negativen reellen ausgezeichneten Parameterwerte von 
(B,) — jede fiir sich — nach dem niimlichen Oszillationstheorem geordnet, 
wie die Gesamtheit der positiven ausgezeichneten Parameterwerte der Diffe- 
rentialgleichung (U,°). 

Damit sind die definiten Fille erledigt. Im Hinblick auf spiitere An- 
wendung formulieren wir fiir diese Fille noch folgenden, dem Hilfssatze Ia 
entsprechenden 


Hilfssatz Ib. Es sei durch ein festes Greensches System und eine 
Differentialgleichung 


(B,) A (v(2) $2) + Gk@ +r @)y = 0 


ein definites polares Problem bestimmt (und der Parameter in (%,) bereits 
normiert). Andert man dann (B,) mit Hilfe eines Parameters 0, der etwa 
linear in die Koeffizienten von (B,) eingeht, in anigr Weise, wobei k(x) 
an jeder Stelle des Intervalls a << x <b wiéichst (oder doch nicht abnimmt), 
so bleibt das Problem definit**), alle positiven ausgezeichneten Parameterwerte 
nehmen ab oder doch nicht zu; im Verlaufe der Anderung werden positive 
ausgezeichnete Parameterwerte weder gewonnen noch verloren. Nimmt, unter 
im iibrigen gleichen Vorausseteungen, k(x) fiir allea <2 <b ab (oder doch 
nicht gu), so nehmen die negativen ausgezeichneten Parameterwerte sémtlich 
zu (sicher nicht ab); keiner von ihnen geht verloren. Etwa vorhandene aus- 


*) Vgl. D. I. Teil, § 8. 
**) Und kann unter Umstiinden \auch in ein nichtpolares Problem iibergehen. 








4 
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gezeichnete” Parameterwerte 4 = 0 bleiben bei den genannten Anderungen 
erhalten. 

DaB bei der Anderung das Problem definit bleibt, ist klar. Zum Be- 
weise der iibrigen Behauptungen sei etwa 


d d 
(BY) <5 (p(@)32) + (A(k@) + eAK@)) + r9(2))y = 0 
gesetzt, wobei die stetige Funktion Ak(x) der Ungleichung geniigt 
Ak(z)>0, a<2z<b. 
Der Greensche Satz, angewandt auf eine ausgezeichnete Lisung y,(z7) 
von ($°) und die ihr entsprechende Lisung y,-+ Ay, von (B°***) ergibt 
beim Ubergang zur Grenze 
b 
1, { Ak(a)y,?d 
(¢ a J — 
ee a. 
— [k@)y2dx 
Da der Nenner stets von Null verschieden ist, folgt die Behauptung. 

Was den allgemeinen, also den nichtdefiniten, polaren Fall anlangt, so 
scheint bis jetzt der Nachweis nicht gelungen, daB bei normiertem Para- 
meter ausnahmslos fiir alle reellen von Null verschiedenen ausgezeichneten 
Parameterwerte bzw. die entsprechenden ausgezeichneten Lésungen die 
Ungleichung (U1) in Geltung bleibt. 

Indes kann man durch Betrachtung der Greenschen Funktion im 
nichtdefiniten Falle wenigstens erkennen, da es sicher nicht mehr als n, 
reelle von Null verschiedene ausgezeichnete Parameterwerte 4, bzw. ver- 
schiedene ausgezeichnete Lésungen y, geben kann, die eine Ausnahmestel- 
lung einnehmen, insofern fiir sie 


dy | k(2)(yoa))?ae <0 


ist. m, bedeutet hierbei wie friiher die Gesamtzahl verschiedener ausge- 
zeichneter Liésungen von (%,°), die zu negativen ausgezeichneten Para- 
meterwerten gehéren, im Falle der Parameter normiert ist. Die folgende 
Betrachtung wird gleichzeitig eine obere Schranke fiir die Anzahl kom- 
plexer ausgezeichneter Lisungen des polaren Problems liefern. 

Wir beschriinken uns vorliufig auf die Betrachtung reeller ausgezeich- 
neter Parameterwerte; der Parameter in (%,) sei normiert. Die zu (%,°) 
und den gegebenen Randbedingungen gehérige Greensche Funktion be- 
sitzt m, verschiedene zu negativen ausgezeichneten Parameterwerten von (%,°) 
gehérige Summanden, es ist also 
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Mo * 
© G (2, 8) = — >) 5 9462) 9,8) +>) 5 (2) ¥e(8) 
ju. 4 e=%+1 

die GréBen v,, v, und die Funktionen 9,(x),,(x) sind alle reellwertig, 
die v,, v, simtlich positiv. 

Aus der Integralgleichung (II) folgt fiir jeden von Null verschiedenen 
ausgezeichneten Parameterwert 4, und die zugehérige ausgezeichnete Liésung 
wie oben 


dy f k(a)ystda — a? f[ G(x, E)k(2)k(E) yo (2) y9(€) dade. 


Fiir alle reellen von Null verschiedenen ausgezeichneten Parameterwerte 
ist also gleichzeitig mit 


db 
dy | k(a)ystdx 0 
stets auch 


To— Jf G(x, BK (z)K(E) ye(2)ye(€)ardk & 0. 


Zuniichst werden wir zeigen: es gibt sicher nicht mehr als n, reelle 
verschiedene ausgezeichnete Lisungen, die reellen von Null verschiedenen 
ausgezeichneten Parameterwerten zugehdren und fiir welche das (mit den 
ausgezeichneten Lisungen gebildete) Doppelintegral J(y) kleiner als Null ist, 


b+ 


(1) Ty) = ff G(x, Ek a)k(E)y(a)y(@dadt <0. 


Nehmen wir im Gegenteil an, es gebe m,+ 1 reelle ausgezeichnete 
Parameterwerte 4.(t = 1,---, m+ 1), deren zugehérige ausgezeichnete 
Lisungen y,(t = 1,---, m+ 1) nur negative Integralwerte J(y,) = J, 
liefern. In der Reihe 4,, 4,,---, 4,.,, sind dabei zweifache ausgezeichnete 
Parameterwerte, fiir welche zwei verschiedent zugehérige ausgezeichnete 
Lésungen negative Integralwerte J, liefern, zuniichst doppelt zu zahlen. 
AuBerdem soll sein 


(2) fk(a)y.(a)y,(2)dx =0 = ff G(x, 2)k(a)k(E)y,(2)y, (dxdt. 


Fiir 1,+ A, ist (2) eine direkte Folge aus (II) (S. 89). 
Ist im Falle 4,— A, (2) nicht erfiillt, so ersetzen wir y, und y, durch 
zwei verschiedene lineare Kombinationen 


,=y,4cy,, %=y¥,+ VY 





is 


e 


—_ © &. fee bot PY 
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welche der Bedingung (2) gentige leisten. Dies ist der Fall, sobald 
1—cen 
yee 
ist, wobei 


n= { (a, 2k(a)k(8)y,(2)y,(€)dadt 


gesetzt wird. Hierbei sind, was immer méglich ist, y, und y, so normiert, 
daB die zugehérigen Integrale J gleich — 1 werden. 
AuBerdem wird dann 


I(,) = f { G(x, &)k(a)k(E) ©, (x) 0, (8) dzd— ——1 + 2ne—e, 


I(O,) = Jf G(x, 8)k(a)k(G) ,(2)0,@)dzds—2—", (— 1 + 2eq— A). 


Sobald also 74?< 1 ist, liefert 4,— 4, wirklich zwei verschiedene der 
Forderung (1) geniigende ausgezeichnete Lisungen. Im Falle 7*> 1 hin- 
gegen gibt es im wesentlichen nur eine einzige ausgezeichnete Lésung 
dieser Art; letztere Eventualitit ist daher auszuschlieBen, waihrend y?= 1 
sich den spater zu erdérternden Fallen unterordnet, in denen ein Teil der 
Integrale J, Null ist. 

Jedes lineare Aggregat 


Mo+1 


S(2) -> c.Y (2) [c, nicht alle 0] 


von (m+ 1) reellen, den Forderungen (1) und (2) ausnahmslos geniigenden 
stetigen Funktionen y,(r=1,---, m+ 1) ergibt als zugehérigen Integral- 
wert J(S) 


J(8) -> uff G (a, &)k(@)k(E)y, (2) y,(E) de as 
--3} (Se S w,(a)k(x)y,(2)dz)" 
> (Se J pe(z)k(@)y,(2)d2)'< 0. 


Die », Gleichungen 
Mot+1 


a t y,(a)k(a)y,(a)da=0, j=1,- 


t¢=z=i 


sind hinsichtlich der m+ 1 reellen GréSen c, linear und homogen, werden 
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also unter allen Umstiinden durch (mindestens) ein System von GréBen c, 
befriedigt, die nicht siimtlich Null sind. Fiir ein solches System bzw. das 
zugehérige S(x) wiire aber 

mtl > 


J(S) ->2 (> «J ¥e(2)k(2)y,(2)dz)' <0, 


gaata” t=1 


was unmdglich ist, da in dieser Ungleichung linker Hand nur positive 
(héchstens verschwindende) Glieder stehen. 

Die Uberlegung bleibt anwendbar, wenn an Stelle der reellen ausge- 
zeichneten Parameterwerte oder eines Teiles derselben komplexe ausge- 
zeichnete Parameterwerte A,= Af + iAj’(A;’+0) baw. die zugehérigen 
komplexen ausgeseichneten Lésungen Y,=— ¥/+iY,"(Y,"+0) treten. 
AJ, ¥/ baw. iA,”, iY,’ bedeuten die reellen bzw. lateralen Bestandteile 
der GréBen A, und Y,. Aus der Problemstellung folgt iibrigens, daB zu 
einem komplexen ausgezeichneten Parameterwert sicher keine reellwertige 
ausgezeichnete Lésung gehért, ferner daB mit A immer auch der konju- 
giert komplexe Wert A =A’ —iA” ausgezeichneter Parameterwert ist. 
Entspricht dem ausgezeichneten Parameterwert A die ausgezeichnete Lésung 
Y= Y'+iY”, so ist die konjugiert komplexe Funktion Y = Y’— iY” 
die zu A gehérige ausgezeichnete Lisung. 

Anstatt (1) geniigt es jetzt zu fordern, dab 


(1’) J+ 0; 
dabei ist 


b 


I= JJ "G(x, &)k(a)k() ¥,(2) ¥,(@) dx dk 


— 2 fete &) k(a)k(E) ¥,'(a) Y,'(€) da dt 


a 


+i Jf 7 Ge ROROY: @)¥'@ dxdt). 


Dies soll jetzt gezeigt werden. 

Die Integralgleichung (II) ergibt, da die ausgezeichneten Lésungen 
Y/+iY," und Y/— — zu verschiedenen ausgezeichneten Parameter- 
werten gehdéren, 


SS G(x, &)k(x)k(€) ¥/ (a) Y, (8)dx dé 


_— Save, BYR (e)A(E) ¥."(2) ¥,"(B)da dk. 


(1a) 








Fe 
ho 


(2: 


Fi 


(2 


ae S>| 
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Ferner ist fiir jede zu einem reellen ausgezeichneten Parameterwert ge- 
hérige reellwertige ausgezeichnete Lisung y, die Bedingung erfiillt 


Sf @@, E)k(x)k(E) Y,(x)y, (E)dxdt = 0, 
(2a) aa 


Sf G(@, DE@R® Y,"(a)y,(8)daak = 0. 


Fiir jeden von A, und A, verschiedenen komplexen ausgezeichneten Para- 
meterwert A, hat man 


Sf @@, )k@)k&) ¥, (@) ¥, (8) deat = 0, 


bob 
sf 


(2b) Sf G(x, S)k(@)k(E) Y,"(@) ¥," (@) dxdt —0, 


Sf G(@, )Ma)k(&) ¥, (a) ¥,"(@) dxdt = 0. 


Existieren hingegen zwei verschiedene zu A, gehdrige ausgezeichnete 
Liésungen, etwa Y,, Y,,,, so gilt zunichst nur 


SS Gz, 8) Ra) RE) Y,@)¥.,,@ deat 


~— {[G(@,)k@) ke Yi) ¥7,,@ anak; 
SJ ‘G (a, ) k(a) k(€) Y;,,(@) ¥,"(b) dade 


—+ ff Ga, 8)k(@) k®) Y/,,(@) Yj @)dzdé, 


Ist fiir das Paar Y_, Y. 


t+1 
ersetzt man wieder Y. und Y 


t 
binationen 


die Bedingung (2b) nicht befriedigt, so 
+1 durch zwei verschiedene lineare Kom- 


Z,— Y,+c¢Y,,, und Z,,,—= ¥,+7¥,4: 
(ec und y sind komplexe Konstanten), 


die wiederum ausgezeichnete Lésungen sind und deren reelle bzw. laterale 
Bestandteile die Bedingungen (2b) erfiillen. Das ist immer méglich. Fiir 
Z, und Z,,, bzw. ihre reellen und lateralen Bestandteile gelten dann 


auBerdem die Gleichungen (la) und (2a), aber nicht notwendig (1). 
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Unter den Voraussetzungen (la), (2a), (2b), (1‘) laBt sich nun aus 
jedem System von m komplexen Funktionen Y,(9—1,---m) ein System 
von m reellen stetigen Funktionen ¢, bilden, das den Bedingungen (1) 
und (2) geniigt und iiberdies beziiglich jeder reellen ausgezeichneten Lésung 
y, die Eigenschaft besitzt, dab 


@) Sf Ga, Bk (@)k® y,(2) 4,8) deat = 0. 
Im Falle aoa 


SS G@,8 k(x) k(&) ¥; (a) ¥/@) dx dk +0 


ist nimlich wegen (la) entweder Y/(2) oder Y (2) der Beitrag, den Y, 
zu dem neuen Systeme der z, liefert. Ist: hingegen 


SS G(x, Dk) E® Yi@ ¥/@ ava 


—— ff G(a,§) k(2) k(&) ¥; (2) ¥"(@)dxag = 0, 


so muB wegen (1’) sein 
bb 
AS G(x, 8) k(x) k(&) ¥; (a) Y;"(€)dadé +0. 
Es wird also fiir eine der reellen Groen c,— + 1 die Ungleichung gelten 
SJ “ae, §) k(a) k(E) (Y/@) +e, ¥'@)(Y/@ + ¢, ¥/' ©) dad <0. 


Y= Yi + C, Ze ist dann wegen (2b) und (2a) der von Y, herriihrende 
Bestandteil im Systeme der z,. 

Nun waren aber in dem oben fiir reelle ausgezeichnete Lésungen 
durchgefiihrten Beweis die Eigenschaft (1) und (2) allein wesentlich. Unser 
Satz gilt daher allgemein fiir (m,+ 1) reella und komplexe den Bedin- 
gungen (2), (2b) ausnahmslos geniigende ausgezeichnete Lisungen, sobald 
nur fiir jede von ihnen auch {1) bzw. (1’) erfiillt ist. 

Der bisher ausgeschlossene Fall, daf fiir alle ausgezeichnete Lisungen 
des betrachteten Systems oder auch nur fiir einen Teil derselben die Inte- 
grale J verschwinden, \a8t sich immer auf den bereits behandelten Fall 
negativer bzw. von Null verschiedener Integralwerte J zuriickfiihren. 

Zu dem Ende betrachte man die Schar von Differentialgleichungen (%,) 


(Bi) fa (P(@) $2) + (Qk) + rola) —uR(x)y = 0 
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in der Umgebung der Stelle ~—0. R(x) ist hierbei eine stetige reell- 
wertige Funktion von 2, und pw ein reeller Hilfsparameter; fir » — 0 er- 
halt man die urspriingliche Differentialgleichung (¥,). 4—0 soll kein 
ausgezeichneter Parameterwert von (%,) sein. 

Jeder ausgezeichnete Parameterwert 4, von (Bi) ist, als Nullstelle 
einer in 4 und w ganzen transzendenten, fiir keinen Wert von wu identisch 
in 4 verschwindenden Funktion 6(A, w), eine stetige*) Funktion 4,(m) von pu; 
diese letztere wird im allgemeinen, d.h. von diskret liegenden (reellen) 
Werten von pw abgesehen**), in der Umgebung einer Stelle « = w, durch 
eine nach positiven, ganzen, steigenden Potenzen von u — u, fortschreitende 
konvergente Reihe dargestellt. Ein gleiches gilt fiir die zugehérige aus- 
gezeichnete Lisung y,(x;). Ferner ergibt sich die Existenz einer Um- 
gebung «:|u|< , der Stelle ~=—0, in der 4 =O kein ausgezeichneter 
Parameterwert von (¥) ist, wenn dies fiir « —0 nicht der Fall war; in 
dieser Umgebung bleibt daher die Greensche Funktion G(x, §; w) des Diffe- 
rentialausdruckes a ay 

L(y; ) = a; (p32) + roy — why 
eine regulir-analytische Funktion von mw und besitzt stets die gleiche An- 
zahl n, negativer ausgezeichneter Parameterwerte wie fiir u = 0. 

Wir lassen im Systeme der y,(r=1,---,m+ 1) zuerst nur eine 
einzige reelle oder komplexe ausgezeichnete Lisung von (%,) zu — sie 
sei etwa mit y, bezeichnet — ‘deren Integral J, Null ist. Auf den Fall 
einer gréBeren Zahl derartiger Funktionen y, tibertragen sich die nach- 
stehenden Uberlegungen ohne weiteres. Den oben angefiihrten Stetigkeits- 
sitzen zufolge existiert nun eine positive GréBe «,< «, derart, daB bei 
Beschrinkung auf Anderungen | u — u,| = |Ap| < ¢,, (uy = 0), keines der 
zu y, (t = 2,---,m,+ 1) gehérigen Integrale J, (r= 2,---) verschwindet, 
und daB keiner der zugehérigen ausgezeichneten Parameterwerte 4, (rt = 1,---, 
m+ 1) verloren geht. 

Andert man demgemi8 uw, von Null beginnend, um den reellen Be- 
trag Au, so wird hierbei y,(7;0) in eine andere ausgezeichnete Lésung 
y, (a; Aw) = y, (a; 0) + Ay,(x), 4,(0) im einen anderen ausgezeichneten 
Parameterwert 4,(Au) = 4,(0) + Ad, tibergehen und der Greensche Satz 
ergibt 


cm) 2% fea) yas Au)ys(es 0)de— f RC) y (0; Au) ys (2; 0) ae 


Der Stetigkeit von 4,(u) zufolge bleibt der Differenzenquotient ae endlich, 
solange Au +0 ist. Da ferner y,(x; mu) nicht identisch in 2 verschwindet 


*) Vgl. D. S. 22. **) Vgl. S. 98 der vorliegenden Arbeit. 
Mathematisehe Annalen. LXXVI. 7 
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und stetige Funktion von w und z ist, laBt sich bei geeigneter Verfiigung 
iiber R(x) eine positive GréBe «, bestimmen, so daB 


JRE) y (250) (@5 Aw)de und f R(x)(y er; Aw)? de 


von Null verschieden bleiben, solange |Au|< «<<, ist; dabei kann 
R(@)>0(@<xe<b) angenommen werden. Dann folgt aber aus (III), 
daB ~ mit gegen Null gehendem uw absolut genommen gréfer wird als 
jede ph, positive GréBe. 

An der Stelle u = 0, 4 = 1,(0) sind daher eine endliche Zahl k von 
Lésungen 4) (u)(h = 1,---,k) der Gleichung 0 = 6 (A, u) verzweigt. Es 
ist ein charakteristischer Unterschied des polaren Falles gegeniiber dem nicht- 
polaren, daB derartige Verzweigungsstellen nur im ersteren auftreten kinnen. 

Da die Verzweigungsstellen von 1, () diskret liegen,*) gibt es eine Um- 
gebung «, < fs von «= 0, in welcher, von « =0 abgesehen, die Differential- 


quotienten ~| aM a = 1,---,k) endlich und stetig bleiben. In dieser Um- 


gebung listers die Zweige 4\)(u) verschiedene ausgezeichnete Parameter- 
werte bzw. verschiedene zugehérige ausgezeichnete Lésungen y (x; u). 
Wir schriinken tiberdies «, so ein, dab in der Umgebung | 4 — 4,(0)| <6 
von 4,(0) auber den Werten 4 (uw) keine weiteren ausgezeichneten Para- 
meterwerte sich vorfinden, sobald |u|<-+,; d>0 ist eine hinreichend 
kleine, vorgegebene, positive GréBe. Im Rahmen dieser Bedingung kann 
iiber «, noch so verfiigt werden, da® auch fir |u| < «, 


b 
SR) (yo (a; u))* da + 0, h=1,2,-+-,k. 


In der Umgebung «,, von » = 0 abgesehen, ist aber jetzt 
bb 
Jp 0, TP — ff Gags w) (x) bE) YP (wm) AEs u) db de, 
: aa 
AM (w) f (2) (yPe3w)?dz—(APPIM, A420), h=1,---,k 


Dab J + 0 ist, ergibt sich aus dem eben Bemerkten, wenn (III) auf eine 
solche Stelle u und eine hinreichend benachbarte wu + Aw angewandt und 
der Grenziibergang lim (u+ Ap) = w ausgefiihrt wird. 

War 4,(0) ein komplexer ausgezeichneter Parameterwert, so liefert 
dem eben Bewiesenen zufolge jede reelle Anderung |Au| < «, ein System 


* Es folgt dies unter anderem auch daraus, dab oe in einer Umgebung von 
4=1,(0), w= 0 eindeutig und stetig ist (vgl. (III) und nicht identisch verschwindet. 
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von mindestens + 1 Funktionen y,, das die Bedingungen (1), (2) er- 
fiillt. Das gleiche hat statt, wenn 4,(0) reell war und bei einer Anderung 
|Au| < ey einer der Zweige 4 (u) komplexe Werte liefert. 

War hingegen 4,(0) reell und fihren die simtlichen in » = 0, 
4=A4,(0) zusammenhiingenden Zweige fir eine reelle Anderung von w zu 
reellen Werten 4/(u), so sind die den beiden kleinsten so entstehenden 
reellen ausgezeichneten Parameterwerten 4((w), 4®(w) entsprechenden 
(nicht verschwindenden) Integrale J{), J{*) von verschiedenem Vorzeichen. 
Tatsaichlich entspricht der ausgezeichnete Parameterwert 4,(0) von (%,) 
bzw. die ausgezeichnete Liésung y,(z;0) dem Nullwerden eines ganz be- 
stimmten ausgezeichneten Parameterwertes v(A4=—0,u—0) von (2°); die 
(bzw. eine) zu v(0,0) gehdrige ausgezeichnete Liésung von (2%) werde 
mit p(x; 4=0, uw =0) bezeichnet. Bei geniigender Beschrankung der reellen 
Anderung von u im Rahmen der Bedingung |u| < «, entsprechen die ausge- 
zeichneten Parameterwerte 4{", 4) von (B{') mit den zugehérigen ausgezeich- 
neten Lisungen y{", y!) sicher der ausgezeichneten Lésung p(x; 4=0,) von 


d d ; 
(af) az (P(@) Z2) + (ro@) —wR@) +v)y—0, v—v(2=0,n), 


wobei g(x;4—0,) ihrerseits gerade der Lésung p(z;4—0,4—0) von 
(U2) entspricht. Zwischen 4{)(u) und A®(q) findet sich kein weiterer der 
Lésung g(x;4—0,) entsprechender reeller ausgezeichneter Parameter- 
wert von (Sf), d.h. 4@(w) und 4(w) repriisentieren zwei ,,unmittelbar“ 
aufeinander folgende Vorzeichenwechsel von v(A, u), bei variablem 2 und 
festem uw. Daraus folgt die Behauptung. 

Die iibrigen Fiille erledigen sich in ganz entsprechender Weise. Aber 

auch die bisher festgehaltene Annahme, daB 10 kein ausgezeichneter 
Parameterwert sei, ist unwesentlich. Man fordere nimlich, daf R(x) nur 
positive Werte annehme; das ist, wie schon oben angedeutet, im Rahmen 
der iiber R(x) bereits getroffenen Festsetzungen gewiB méglich. LaBt 
man uw, von Null beginnend, positive Werte annehmen, so wachsen alle 
ausgezeichneten Parameterwerte v, von (%!), insbesondere wird also der 
ausgezeichnete Parameterwert y= 0 der urspriinglichen Differentialglei- 
_ chung (%°) positiv. Die (gewéhnliche) Greensche Funktion des neuen 
Problems hat bei normiertem Parameter sicher nicht mehr negative aus- 
gezeichnete Parameterwerte als die (erweiterte) Greensche Funktion des 
urspriinglichen. 

Hitte man unter den zuletzt genannten Annahmen und unter Zu- 
grundelegung etwa eines definiten Falles den Parameter w in der Diffe- 
rentialgleichung (S{) abnehmen lassen, so wiren die ausgezeichneten 
Parameterwerte 1 = 0 von (%,) in komplexe von (Bi) tibergegangen, wie 

7* 
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die obigen Erérterungen erkennen lassen. Damit ist schlieBlich die Még- 
lichkeit komplexer ausgezeichneter Parameterwerte nachgewiesen. 

Werden zur Abkiirzung alle reellen von Null verschiedenen ausgezeich- 
neten Parameterwerte von (8,), deren sugehirige ausgezeichnete Lisungen 
zu nicht-positiven Integralwerten J fiihren, als irregular, alle iibrigen als 
reguldr bezeichnet, so \aBt das gewonnene Ergebnis sich so formulieren: 
‘die Anzahl der Paare konjugiert komplerer vermehrt um die Anzahl der 
.trreguliiren reellen ausgezeichneten Parameterwerte betriigt insgesamt hich- 
stens n,. (Jeder zweifache ausgezeichnete Parameterwert ist hierbei doppelt 
za zahlen, sofern er zwei irregulire bzw. zwei verschiedene komplexe aus- 
gezeichnete Lésungen liefert.) 

Es gibt also bei vorgegebener Differentialgleichung und vorgegebenen 
Randbedingungen immer einen positiven ausgezeichneten Parameterwert N, 
von (U°) von der Eigenschaft, daB fiir alle reellen ausgezeichneten Lisun- 
gen y; und die zugehérigen ausgezeichneten Parameterwerte 4; von (¥,), 
die N, oder gréBeren positiven ausgezeichneten Parameterwerten von (2°) 
entsprechen, 


b 
4, f kyfdzx>0 


ist. Jedem ausgezeichneten Parameterwert N>N, von (2°) entspricht 
ein und nur ein positiver sowie ein und nur ein negativer ausgezeichneter 
Parameterwert von (%,). Mit anderen Worten: oberhalb der zu N, gehdrigen 
Oszillationssahl gilt das Oszillationstheorem des definiten Falles.*) 
Entsprechen nun dem (reellen) ausgezeichneten Parameterwert »,< N, 
von (Y°), wobei » >0O (bzw. », <0), im ganzen / verschiedene reelle 
positive ausgezeichnete Parameterwerte 4() (k—1,---,1) von (B,) und finden 
sich unter diesen im ganzen m regulire 4 (¢=—1,---,m) und » irre- 
gulire 49 (j = 1,---,n), so ist neben 1 = m+n stets m—1<n, baw. 
m <n. Sind namlich die irreguliren ausgezeichneten Parameterwerte i 
der GroBe nach geordnet i{< 12) <---< 4, so kann zwischen 4) und 
4v+» immer héchstens ein regulirer ausgezeichneter Parameterwert von (¥,) 
liegen, der gleichfalls dem », entspricht. Auferdem kann héchstens ein 
(baw. kein) regulirer Parameterwert kleiner sein als 4(, héchstens einer 
gréBer als 1”: dies folgt aus den eingangs des § 5 angestellten Uber- 
legungen. Nun ist aber (m—1) bzw. m gerade der Uberschu8 regulirer 
ausgezeichneter Parameterwerte iiber die durch das nicht gestirte Oszil- 
lationstheorem geforderte Anzahl 1 baw. 0. Dieser UberschuB betriigt mit- 


hin insgesamt nicht mehr als 
>” <%, 


*) Nicht entschieden ist, ob irregulire (reelle) ausgezeichnete Parameterwerte 
wirklich auftreten. \ 
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die Summe linker Hand erstreckt iiber alle Gruppen reeller ausgezeich- 
neter Parameterwerte von (%,), die irregulire ausgezeichnete Parameter- 
werte enthalten, und deren jede einem einzigen ausgezeichneten Parameter- 
wert 120 baw. der zugehdrigen ausgezeichneten Lésung von (2°) entspricht. 

Unter anderem ergibt sich also: Liegt ein polares Problem vor, ge- 
geben durch ein Paar Greenscher Randbedingungen und eine Differential- 
gleichung (B,), deren Parameter normiert sei, und besitet das zu (YU) und 
den gleichen Randbedingungen gehirige nichtpolare Problem gerade n,. nega- 
tive, aber keine verschwindenden ausgezeichneten Parameterwerte, so ist die 
Gesamtheit der positiven sowohl als der negativen ausgezeichneten Parameter- 
werte von (B,) — jede fiir sich — nach dem gleichen Oszillationstheorem ge- 
ordnet wie die der positiven ausgezeichneten Parameterwerte von (°), sobald 
man von hichstens n, irreguliren und hichstens n, reguldren (positiven und 
negativen, insgesamt also von hichstens 2n, reellen) ausgezeichneten Para- 
meterwerten des polaren Problems absielt. 


§ 6. 
Das Oszillationstheorem fiir definite polare Fille der Differential- 


gleichung 4 + q(x, aAjy=9. 


Zum Schlusse soll mit den entwickelten Methoden noch eine Verall- 
gemeinerung des Oszillationstheorems im definiten polaren Falle (§ 5) be- 
handelt werden. Hierbei schlagen wir im wesentlichen den gleichen Weg 
ein, der auch bei der Untersuchung in § 4 zum Ziele fihrte. Auch hier 
kommen nur reelle Werte des Parameters 4 in Betracht. 

Es sei ein System Greenscher Randbedingungen und die Differential- 
gleichung (¥) 


(8) oY + g(a, dy = 0 


gegeben. Uber den Koeffizienten q(x,4) von (8) werden dabei folgende 
Voraussetzungen gemacht. 


Bedingung (%) 1. g(a, 4) und ote.) sind eindeutige, stetige, fiir reelle 
Werte von x und 2 reellwertige Funktionen von z und 4. 


2. oat 4) nimmt, als Funktion von 4 betrachtet, also bei festgehal- 


tenem «, mit wachsendem 4 sicher nicht ab. 


3. Fir die Punkte z mindestens eines festen Teilintervalles &,, & 
(a<t,<& <b) ist lim g(z, 4) = + oo. Fir die Punkte mindestens 
A=+o0 


eines festen Teilintervalles 7, , 7, (4, < mq) iat lim q(a,4) = + 00, 
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Zuerst bildet man die Schar von Differentialgleichungen (,) 


a* 
(af) cat + (v + 9, ey = 9, 
wobei also g ein Hilfsparameter ist, und betrachtet das durch (%?) und 
die gegebenen Randbedingungen bestimmte Oszillationstheorem. A sei ein 


Wert von 9, fiir welchen dieses Oszillationstheorem die, fir alle méglichen 
Werte von o auftretende, Mindestanzahl negativer ausgezeichneter Para- 
meterwerte vy aufweist. Wird ein Wert A, fiir den y = 0 die geringste An- 
zahl ausgezeichneter Lisungen von (%*) liefert, als Nullpunkt der Ziah- 
lung des Parameters 4 gewihlt, so heiBt, wie friiher, der Parameter in (B) 
normiert. 

Im folgenden wird die Annahme zugrunde gelegt, daB in bezug auf die 
gegebenen Randbedingungen kein ausgezeichneter Parameterwert von (U°) Null 
oder negativ ist, sobald der Parameter in (B) normiert wird. 

(B) kann unter dieser Voraussetzung nicht mehr als zwei ausgezeich- 
nete Lisungen besitzen, die zum gleichen Paare durch die Randbedingungen 
einander zugeordneter Oszillationszahlen und zu positiven ausgezeichneten 
Parameterwerten 1 gehéren. Seien im Gegenteil 4, < 4,< A, drei einfache, 
zum betrachteten Oszillationszahlenpaar gehérige positive ausgezeichnete 
Parameterwerte von (%). Zufolge der Voraussetzungen iiber q(z, 2) 
kann man 


(1) (4) = h(a) + aa, 0) (V4 (AR) + az, 0)), 


ax<zsb, j= 1, 2,3, 
setzen, wenn 


1 6q(x, ° 
k(x) = Z f ge do, j=1,2,3. 
Da nun “s mit wachsendem 4 sicher nicht abnimmt, so gilt 
/ 
(1) (ee) Sh@ Sh@ Sh), a<z<b. 


Zum Beweise benutzt man den Mittelwertsatz fiir Integrale. 
Die Greenschen Probleme, die aus den gegebenen Randbedingungen 
und den Differentialgleichungen (¥¥) 


2 
(By) oY + (Akj(a) + a(2, 0) y = 0, j=1,2,3, 


sich ergeben, sind entweder nichtpolar oder polar definit und liefern die 
positiven ausgezeichneten Parameterwerte bzw. 4,, 4,, 45. Den Unglei- 
chungen (1) zufolge kann man stets durch eine zulissige Anderung von 
der in Hilfssatz Ia bzw. Ib charakterisierten Art (8+) in (Bi) und diese 
wieder in (@*) tiberfihren. Dabei nehmen die positiven ausgezeichneten 
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Parameterwerte dieser Differentialgleichungen sicher nicht zu und es findet 
kein Gewinn oder Verlust von solchen ausgezeichneten Parameterwerten 
bzw. ausgezeichneten Lisungen statt. Die zulissige Anderung wiirde dem- 
nach ergeben, daB (8%) drei verschiedene, dem gleichen Paare von Oszil- 
lationszahlen entsprechende reelle ausgezeichnete Lésungen besitzt. Dies 
widerspricht aber dem fiir die positiven ausgezeichneten Parameterwerte 
von (%%) geltenden Oszillationstheorem (des nichtpolaren bzw. des polaren 
definiten Falles). Die Annahme, daB etwa 4,— 4, ein zweifacher ausge- 
zeichneter Parameterwert von (%) ist, schlieBt, wie ebenso gezeigt wird, 
die Existenz eines davon verschiedenen ausgezeichneten Parameterwertes 4, 
aus. In gleicher Weise wird der Satz fiir negative Werte von 4 bewiesen. 

(B) besitzt aber auch die simtlichen, durch das Oszillationstheorem 
fiir den definiten Fall der Differentialgleichung (%,) geforderten, ausge- 
zeichneten Lisungen baw. ausgezeichneten Parameterwerte. Das laBt sich 
wie im § 5 unter Benutzung der Ergebnisse von § 4 nachweisen, wesent- 
lich auf Grund der iiber lim g(x, 4) gemachten Annahme. 


i= (40 

Den oben angestellten Betrachtungen laBt sich noch folgendes ent- 
nehmen. Jeder positive ausgezeichnete Parameterwert 4, von (8) laBt sich 
gleichzeitig auffassen als positiver ausgezeichneter Parameterwert des ent- 
sprechenden durch die Differentialgleichung (8?) 


(Bi) pe + (Akg() + 9(@,0))y=0, ky(z) = t {9(2, 49) — a(x, 9)}, 


bestimmten (nichtpolaren oder polaren definiten) Randwertproblems. Mit- 
hin gilt fiir die zugehérige ausgezeichnete Lisung y 


b 
dof To(22) (yo(x))* dx > 0; 
andererseits ist ; 


04 (2, @) 
y(@) (He) aa 
Daher ergibt sich 


b 
— nf CH = (y,(a))? dx >0. 


(1) ist auch fir negative ausgezeichnete Parameterwerte 4, von (%) richtig. 

Wir fassen das Ergebnis folgendermafen zusammen: 

Fiir die reellen positiven sowohl als fiir die negativen ausgeseichneten 
Parameterwerte von (B) gilt unter der Voraussetzung, daB der Parameter 
in (B) normiert und daB kein ausgezeichneter Parameterwert von (U}) Null 
oder negativ ist, je das néimliche Oszillationstheorem wie fiir die positiven 
ausgezeichneten Parameterwerte von (U°). Jeder reelle (von Null verschiedene) 
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ausgezeichnete Parameterwert 1, von (B) geniigt mit der szugehirigen aus- 
gezeichneten Lisung y, der Ungleichung 


b 
vi 
inf (CS , a8 (Y% (z))? dz>0. 


Auf die Frage, wie die Verhiltnisse sich fiir den Fall gestalten, dab 
p von 4 abhingt, ferner inwieweit die Bedingungen (%) als notwendig 
fiir die Existenz des Oszillationstheorems anzusehen sind (vgl. § 4) soll 
nicht eingegangen werden. 


SchluBbemerkung. 


Zum Schlusse mag auf weitere Anwendungen der entwickelten Me- 
thoden hingewiesen werden. 
Fiir die (sich selbst adjungierte) Differentialgleichung 


s(P@ 33) + 4a@y¥=0, P@)>0, a(2)>0, a<x<b, 


und eine Reihe von speziellen Greenschen Randbedingungen lassen sich 
auf ihnlichem Wege Oszillationstheoreme gewinnen*). Durch entsprechende 
Modifikation der Betrachtungen des § 4 vorliegender Arbeit tibertragen 
sich diese Satze auf Differentialgleichungen, deren Koeffizienten allgemeinere 
Funktionen von 4 sind. Auch die Randbedingungen kénnen dann noch 
von 4 abbingen. Hierher gehéren unter anderem gewisse Probleme, deren 
Behandlung man Liouville**) verdankt. 

Wirzburg, 1. Oktober 1913. 


*) Vgl. D. IL. Teil. 
**) Vgl. Liouville, J. de Math. (1) 3 (1838), 8. 561; hierzu auch Birkhoff, Annals 
of Math. (2), Bd. 12, 8S. 103ff. 
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Uber unendlich kleine isometrische Verbiegungen einer Flache 
mit héherer als erster Naherung. 


Von 


Max LaGatiy in Minchen. 


Einleitung. 


Wiahrend sich das Problem der allgemeinen Verbiegung einer Flache 
unter Erhaltung des Kriimmungsmafes nur fiir ganz wenige Fliichenfami- 
lien durchfiihren lat, und wiihrend selbst die Angabe diskreter Trans- 
formationen, welche aus einer Ausgangsfliche neue Flachen von gleichem 
Kriimmungsma8 ableiten lassen, nur in wenigen Fallen méglich ist, liBt 
sich die einfachere Aufgabe der unendlich kleinen Verbiegungen mit erster 
Naherung fiir unendlich viele Familien von Flichen lésen. Der Zusammen- 
hang des Problems der unendlich kleinen Verbiegungen mit den Wein- 
gartenschen Strahlensystemen fiihrt zu der Méglichkeit, mittels der Mou- 
tardschen Transformation aus jeder Familie von Flachen, fiir welche das 
Problem der unendlich kleinen Verbiegungen lésbar ist, unendlich viele 
andere von gleicher Eigenschaft abzuleiten. Der Versuch, durch scbritt- 
weise Niherung zu endlichen Verbiegungen iiberzugehen, scheint bisher 
nicht gemacht worden zu sein und bereitet auch offenbar groBe Schwierig- 
keiten. Dagegen laBt sich, wie im folgenden gezeigt wird, wenigstens die 
2. Naherung behandeln, indem die allgemeinen Isometrien einer Fliche 
durch Hinzufiigung eines Korrektionsgliedes derart abgeiindert werden, 
daB das Linienelement mit dem der Ausgangsfliche bis auf GréBen 3. Ord- 
nung tibereinstimmt. Die Lésung dieses Problems hiangt von der Auf- 
findung eines partikuliren Integrales einer linearen partiellen Differential- 
gleichung 2. Ordnung mit zweitem Glied ab, deren vollstiindiges Integral 
ohne zweites Glied bereits bekannt ist. Die so erhaltenen Flichen werden, 
wenn man an Stelle des unendlich kleinen Parameters der Deformation 
eine zwar kleine, aber endliche GréBe setzt, auf die Ausgangsfliche mit 
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groBer Anniherung abwickelbar sein, mit weit gréBerer Naherung jeden- 
falls als die mittels der gewéhnlichen unendlich kleinen Verbiegungen um 
einen endlichen Betrag deformierten Fliichen. 


Vorbereitende Formeln und Weingartensche Theorie. 


Bezeichnet man mit 2, y, ¢ die Koordinaten eines Punktes der Aus- 
gangsfliche und mit 
v=o + ex, + 82, + 82,4+--- 
(1) y mytext oy t+ Py, +--- 
@=—2+es,+ 2, + 82,4+---, 
die Koordinaten einer durch Verbiegung aus ihr hervorgegangenen Fiche, 
wobei « eine beliebige Konstante, 2,, y,, 2,, 2, Ya, % usw. noch unbe- 


kannte Funktionen sind, so muf das Linienelement der verbogenen Fliche 
dem der Ausgangsfliiche gleich sein: 


Sax? = Sadz’. 


Andererseits ist 


(2) Sa’? = Sd2+¢Sdrdz, + #(2 Sdedz, + Sdz,'| 
+ [2 Sdadz, + 2Sdz,d2,) 
+ (2 Sdrdz,+ 2Sdz,dx,+ Sdz,*) +---. 


Also miissen die Faktoren simtlicher Potenzen von ¢ verschwinden. Wenn 
nur der erste derselben 


Sdzrdz,=0 


ist und ¢ so klein genommen wird, daB alle Potenzen von « aufer der 
ersten zu vernachlissigen sind, so hat man das gewdhnliche Problem der 
unendlich kleinen Verbiegungen. Es ist bekannt, daB man dieser Aufgabe 
auch eine Fragestellung in ‘endlicher Form unterlegen kann: Bezeichnet 
man mit 2,, y,, 2, die Koordinaten einer Fliche, so entspricht sie der ge- 
gebenen Flache durch Orthogonalitaét der Elemiente. 


Die 2. Naherung fordert die Bestimmung dreier Funktionen 2,, y,, 2, 
zufolge der Gleichung 


(2a) 2Sdzrdz,+ Sdz?=0. 
Wie man sieht, unterscheidet sie sich von der vorigen durch das Vor- 


handensein eines zweiten Gliedes; Aufgaben dieser Art hat hauptsichlich 
VoB*) behandelt, der bei der Untersuchung unendlich kleiner nicht-iso- 





*) Insbes. Beitrige zur Theorie der unendlich kleinen Deformation einer Flache, 
Sitzungsberichte der math. phys. Kladse der k. bayr. Akademie der Wissensch. 1904. 
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metrischer Flichendeformationen bereits beim ersten Schritt Gleichungen 
mit zweitem Glied erhilt. Wihrend bei VoB das zweite Glied den ,,Cha- 
rakter“ der Deformation bestimmt und also das von vornherein gegebene 
ist, ergibt es sich bei unserer Aufgabe als Funktion der Liésung des 
ersten Schrittes der isometrischen Deformation. 

Man kann auch an Stelle des 2. Schrittes der Verbiegung eine andere 
Aufgabestellung wihlen. Weil 


(2b) (dx + edz,) (dz, + 2ed2,) 
= Sdeda, + (Sax? +2Sdedz,) +2--- 
ist, fiihrt die Frage nach denjenigen Fliichen, welche der unendlich wenig 
verbogenen Ausgangsflaiche durch Orthogonalitét der Elemente entspricht, eben- 
falls auf die Gleichung 
>dxzdz,+ Sdz,? =0. 

Es laBt sich zeigen, daB auch fiir die weiteren Schritte der Ver- 

biegung ein abnlicher Satz gilt. Bezeichnet man mit 


E=—x+ ex, + 2e*x, + 48°, + 8etz,+--- 
und 


= 2,+ 2er, + 462, 4+ Paitast 16e*7,+--- 


nebst analogen Ausdriicken fiir 7, 7, ¥, 7 zwei Flichen, die einander durch 
Orthogonalitiit der Elemente entsprechen sollen fiir jeden Wert von «, 


so mui 
>didz=0 
sei. Daraus folgt: 


>dzdx,+e[2 Sdrdz, + Sdz,’) + #(4 Sdrdz, + 4Sdz,dz,) 
+ &([8 Sdada,+ 8 Sdzx, dz, + 4Sdz,'] + #-«-=0. 


Man sieht, daB die Glieder dieser Gleichung, die simtlich verschwinden 
miissen, sich jeweils nur um einen Zahlenfaktor von denen der Glei- 
chung (2) unterscheiden, und zwar, wie man sich leicht tiberzeugt, bis zu 
beliebig hoher Ordnung. Man kann also an Stelle der einzelnen Schritte 
der Verbiegung auch die Bestimmung einer Fliche (%) seteen, welche der 
. mittels der bereits bekannten Zusateglieder in geeigneter Weise verdnderten 
Ausgangsfliche (Z) durch Orthogonalitét der Elemente entspricht. 

Weingarten*) hat die Aufgabe der unendlich kleinen Verbiegungen 
einer Fliche auf die Integration einer linearen partiellen Differentialglei- 
chung 2. Ordnung zuriickgefiihrt. Es sei 


*) Crelles Journal Bd. 100. In der Bezeichnung habe ich mich, soweit mdglich, an 
die Vorlesungen tiber Differentialgeometrie von L. Bianchi angeschlossen. Die zitierten 
Seitenzahlen beziehen sich auf die 1. Auflage der deutschen Ausgabe. 
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ds* = Edu? + 2F dudv + Gdv* das Linienelementquadrat der Fliche, 
de® = edu* + 2f dudv + gdv* das des sphirischen Bildes, 
Ddvw? + 2D'dudv+ D’dv* die zweite Fundamentalform, 


K = te 7 das GauBsche Kriimmungsmab, 


az, y, 2 die Koordinaten der Fliche, 
X, Y, Z die Richtungskosinus der Normalen, 


{‘ "| una {‘*}' die ft das Linienclement der Fliche baw. der Bildkugel 
berechneten Christoffelschen Symbole zweiter Art. 


Dann 1aBt sich die Weingartensche ,,charakteristische Gleichung“ in fol- 
gender Form schreiben: 


D'[euu—{'r} %- {2} + 69] 
(3) —2D'[9..-{""} 9-2} 9.+ fe] 
+ ‘D[o,.—{*"} o.— {7} 9+ 99] =0 
oder, wenn zur Abkiirzung die in den eckigen Klammern stehenden Dif- 
ferentialausdriicke mit 4,,(@), 4,.(), 4..(p) bezeichnet werden: 


(3a) D'L,,() — 2D'A,3(9) + DA. () = 0. 


Fiihrt man noch den Abstand W der Tangentialebene vom Anfangs- 
punkt ein, so ist 


11)’ 11)’ 
—D = Wi. 1 w.—{,} Wi+ eW=A,,(W) 
12)’ 12)’ 
—D=W,,—|';} W—-|.} Mt fW=4.() 
—D'— W,,—{"7| We—["] Wet 9W = dul W), 
wodurch die charakteristische Gleichung die Form 


(Bb) An (W) An (9) — 2a) Ais(@) + Ou) Baal) = 0 

annimmt. Sie laBt eine Reziprozitait zwischen zwei Flichen mit gleichem 
sphirischen Bild und dem Abstand W bzw. p der Tangentialebene vom 
Anfangspunkt erkennen, derart, dab dieser Abstand bei jeder der beiden 


Flachen zugleich eine Lésung der Verbiegungsgleichung fiir die andere 
Flache ist. 


4i:(9) = Dy, 442(9) = Do, 4s2(~) = Dy” 
sind die 2. FundamentalgréBen der bei der Verbiegung der gegebenen 
Fliche mittels der charakteristischen Funktion  ,,assoziierten“ Fliche. 





ein fe ea. oe 


an ha oa ae 
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Die Zuwiichse der Koordinaten der Fliche bei einer unendlich kleinen 
Verbiegung, ¢-Z, €- 9, ¢-%, wo #, 7, Z die Koordinaten einer durch Or- 
thogonalitit der Elemente zugeordneten Fliache sind, ergeben sich aus den 
Gleichungen: 


—_ VEO =a (D (@X,—Xo,) - D (pX,— X9,)] 


i,= zyE= =n (D(X, — X@,) — D"(X,— X,)] 


and entsprechend fiir 7 und 7 


Die Variationen der FundamentalgréGen 2. Art bei einer 
unendlich kleinen Verbiegung. 

GemaB der Stellung der Aufgabe erleiden bei einer unendlich kleinen 
Verbiegung der Filiiche die ersten FundamentalgréBen E, F, G und ebenso 
das Kriimmungsma8 K nur Anderungen, die von héherer als erster Ord- 
nung unendlich klein sind. Dagegen gehen die zweiten FundamentalgréBen 
D, D’, D’ in D+e-8D, D'+6-d8D', D’+e-8D" iiber; wegen der 
Erhaltung des Kriimmungsmafes mu8 

(D +¢-dD) (D"+¢-dD") —(D'+<«-dD = DD” — D" 
sein bis auf GréBen 2. Ordnung; also 
(5) D-6D'’+ D’-6D—2D'-6D =0. 
Fiir die Berechnung dieser Variationen 0D, 6D’, 9D” ist die Kenntnis 


der Variationen 3X, dY, 6Z der Richtungskosinus der Normalen X, Y, Z 
erforderlich. Da 


é a, + 67 
X+e: 6X —- = bom ve oa = 
ist, ergeben sich die Gleichungen 
> (X + 6X) (x, +2%,) = 0 
> (X + 6X) (x, + e#,) =0 
Die Glieder erster Ordnung sind: 
| >Xxz,4+ S6X-2,=0, 


>Xz,+ SéX-x,=0. 
Nun ist 
a —De,+ Do, 
- Xi, K. VEG— F? ’ 
s i — D'9, +D" 9. 
ari, K-.VEG— F? , 
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also 
— PP — Dou 
2X2, ~ KVEG—F”’ 
D'9, — D9 | 
atx-2,= KVEG—F* 
AuSerdem folgt aus 5 X?=—1 und 5(X +¢-dX)*=1: 
DbxX-X=0; 


man hat also zur Bestimmung von é X, 6 Y, dZ drei lineare Gleichungen, 
die durch 


X,Pu cal XuPo 
(6) $s K VEG—F* 


und analoge Ausdriicke fiir dY und 6Z erfillt werden. 
Nach der Definition der FundamentalgréBen 2. Art ist 


D+e-6D=—— S(X,+ e6X,) (2, + Z,) 
—D—«(>X,z, + SeX,2,), 
6D = — SX,z,— S6X,z,. 
Durch Differenzieren erhalt man 


— — Ge 
Fa Fes = VEG— 7) Xue Eda) 
Puu =? Po Puc o's » 4, Oe ee 
+ XE VEG = F? — X, KVEG =a t (X,9, Xo) Fy KVEG—F? 


Die Richtungskosinus der Normalen geniigen den drei partiellen Differen- 
tialgleichungen 


X= (xs (if) x, ex, 
(7) X,,— (27) x, + (77) X,—fX, 


X= (7P} X+ ('°] X-9% 


und sind deshalb partikulire Integrale der charakteristischen Gleichu ng 
auBerdem ist 


(8) KVEG— FI? =+ Veg —f?, 
jenachdem das KriimmungsmaB positiv oder negativ ist; ferner 


i yah valli) + (2) 


fs Tag f? al iv + 7 ):]: 


(9) 








r- 2S Mm, 
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Man erhalt durch Einsetzen: 


0X. eyegawl(l's} X+ (2) X12) 9. 
7 (('} X, + ('s 2) fearsy P, 
+ X,Puu— Xv» — (X,9,— X,9,) (y+) 
- xyra= =l- x, ( ue at a F %.) 
+X. (4 — Cr} 9.—{'s| \',) + X(eg, —fy,)|; 
2X2, ~ xe F? [D (Pu — ry Pu — (a |) 


’ 11)’ 11)’ 
—D (%.4— { 1 %.— { 2 9.) |: 
Kinfacher gestaltet sich die Berechnung der zweiten Summe: 
1 a 
2 X,2,= KVEGaF® (Dfo — Deg). 
Also 


1D yep? (rm (iY 0.~ iS] 9419 


—D'(v..- 3 Pu— (’ 2 | % + eg) | 
-= Tie 7 [DAis(y) — D’A,,(9)]- 


Abnliche Ausdriicke ergeben sich fiir dD’ und 6D’ '; setzt man zur Ab- 
kiirzung 
(8a) KVEG— F* =A, 
so sind unter Weglassung des Argumentes » die Variationen der sweiten 
Fundamentalform : 

sp - 2? ea DA,, 


? 
6D’ = D*4,, — D’A, 


A , D’AS,,—DaA, 
(10) - 20D! = — 1s, 
4 4,, — DA,, 3 
8D = 9 


ap—P’Su— Dd 


Wie man sieht, sind die GréiBen 3D, dD’, 3D” in D, D’, D” und 
Ai, Sig, og symmetrisch gebaut bis auf das Vorzeichen; sie kinnen also 
auch als die Variationen der zweiten FundamentalgréBen der assoziierten 
Fliche aufgefapt werden, wenn diese mittels der charakteristischen Funk- 
tion W verbogen wird; und ebenso wie 
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Dé D’ —2D'6D' + D’sD=0 
gilt auch die Gleichung 
(11) 4,,6D” — 24,,dD' + A,,6D = 0. 
Nimmt man hinzu die charakteristische Gleichung 
DA,, — 2D4,, + D’A,, = 9, 
so bemerkt man, daB die drei Differentialformen 
D du? +2D' dudv+ D” dv® 
A, ,du® + 24,,dudv + A,, dv? 
ODdv + 28D dudv + 6D’ dv? 


durch das gleichzeitige Verschwinden der algebraischen Simultaninvarianten von 
je aweien von ihnen in Beziehung stehen, und dab jede bis auf einen Faktor 
durch Auflisen von zwei linearen Gleichungen aus den beiden anderen 
berechnet werden kann. 

Die GréBen A,,(~), Ai.(~), Agg(~) miissen als zweite Fundamental- 
gréBen der assoziierten Fiche den Codazzischen Gleichungen fir das Linien- 
element der Bildkugel geniigen, wihrend die Variationen 6D, dD’, dD", 
weil ja bei einer unendlich kleinen Verbiegung der Flaiche das Kriimmungs- 
maS nur um GréBen zweiter Ordnung geindert wird, die Codazzischen 
Gleichungen fiir das Linienelement der Fliche selbst erfiillen. Ein direkter 
Beweis dieser beiden Satze ist nicht ohne Interesse. 





Bite = Paue— {| Puc —['s | Gee + em 


7 * 1 } % ie (s} 9. + €,9; 
Ors. = Dune — (**\'9..- iy “Per + fe. 
— (1) 9 [V9 +h. 
Bildet man A,,,—A,,,,, 30 fallen die dritten Differentialquotienten hinaus. 


Wenn man nun 9,,, 9,,,» ,, durch Hinzundhme der nétigen Glieder mit 
Pur Por P WU Ay,(M), Aio(P), Ase(p) ergiinzt, so erhiilt man 


Bue Saw {] Out [(P]—(11] Ju [2] On 
+9[-f-{"1), iy +P AE CP RP J 


+ 9,[e—[', eats (ar pay rdesie ayers _ pay Pall 


2jilej 
+9|e—f f,- Ma\'e ACT - (2) ] r+ C9]. 
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Die Koeffizienten von 9,, »,, » sind aber Null; die beiden ersten sind 
zwei verschiedene Ausdriicke dafiir, daB das Kriimmungsma$ der Form 
edu? + 2fdudv +gdv* den Wert +1 hat; die letzte ist eine der Co- 
dazzischen Gleichungen fiir die Einheitskugel. Die tibrigbleibenden Glieder 
sagen aus, dab die Gripen A,, den Codazzischen Gleichungen fiir das Linien- 
element der Bildkugel geniigen; denn ebenso wie diese erste laiBt sich auch 
die zweite Gleichung erweisen. 

Die Ableitung macht keinen Gebrauch von der charakteristischen Glei- 
chung; deshalb ist die Funktion » vollkommen willkiirlich. 

In thnlicher Weise wird der zweite Satz bewiesen. 

Es ist 


8D =? &,-2 dy, 

8D’ => d,— 2 dy, 
8D, — 8D; = 2 (On,— Bin) — 2 (Oise — 4a) 
+ Be A, — 22 ny — FF Any + Ft ne 


+ (5) DOu— Dy) — (4) (D'Ou—Ddy). 


Man kann jetzt die Differentialquotienten der A,, mittels der eben be- 
wiesenen Codazzischen Gleichungen zum Verschwinden bringen; die Dif- 
ferentialquotienten von D, D’, D” lassen sich mittels der Weingartenschen 
‘Gleichungen unter Einfiihrung Christoffelscher Symbole fiir die Bildkugel 
und fiir die Flache selbst beseitigen; endlich mittels der Gleichungen (9) 


die Differentialquotienten von - 


a entfernen. Diese Substitutionen fiihren 


zu folgender Gleichung: 


8D, —8D/ = -(sy [DAy, — 2D/A,.+ DA] 


+ (9) an ZO] + (2) [% Ou On] 
+ (2) [Fou — 2 ou] + (| [Fon — 2 Ou]: 
Unter der Voraussetzung, daB p ein Integral der charakteristischen Gleichung 
ist, ist also 
8D, —6D/= {*7)aD+[{'s|-{'y} ep (7) | op", 

d. h. die Variationen der zweiten FundamentalgriBen bei einer unendlich 
kleinen Verbiegung erfiillen die Codaszischen Gleichungen fiir das Linien- 
element der Fliiche. 


Mathematische Annalen. LXXVI. 8 
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Die 2. Fundamentalform auf der durch Orthogonalitat 
der Elemente zugeordneten Flache. 


Jede der Koordinaten %, 9, 7 der durch Orthogonalitit der Elemente 
zugeordneten Fliche geniigt drei Gleichungen 
a..= «2, + a 2, + DX ? 
(12) Lu» -_ Bz, 75 Bz, + Dx ’ 
Loe — 17, + V2, + D’X, 
in denen X,Y, Z die Richtungskosinus der Normalen, D, D’, D” die 
zweiten FundamentalgriBen, «,, a, B,, By, 7;, 7, die Christoffelschen Sym- 
bole fir das Linienelement dieser Flache sind. 


Nun ergeben sich nach (4) die Koordinaten Z, , 7 durch Quadra- 
turen aus folgenden Gleichungen: 


7 ee als) a (ge 
ve E(e)— a (9), 
d 


Z, aus denen sich X, Y, Z eliminieren laBt. Wir 


and analogen fiir 7 un 
erhalten 


1,(D'#,— Dz, = 2a (= *\- -VEG—F*(2 zy 


= (D’,—D'z,) = toe i (=) -VEG oa F#(=).. 


Durch Gleichsetzen von (=) in beiden Gleichungen folgt 
/ 
re | ae Sa 
a te *VEG—F* “ g*VEG—F* .) 
my 7 mE E,— vg \n 
(sya bad g* VEG—F* :) ? 
(13) a — #49 - ~ &.0— -s zs Luu 
g*VEG—F? g°VEG—F* g* VEG—F* 
+A-#,+ B-%,=0, 
wo die GréBen A und B zur Abkiirzung gesetzt und fiir das Folgende 


ohne Bedeutung sind. Fiihrt man nun fiir Z,,, %,,, %, die obigen Werte 
ein, so ergibt sich eine in Z,, 2, X lineare Gleichung, in der die Koef- 
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fizienten von #,, #,, X Null sein miissen. Insbesondere ergibt sich aus 
dem Verschwinden des Faktors von X 
(14) DD” —2D' D+ D’D = 0.*) 
Verbindet man diese Gleichung mit 
Ddy —2D' dy + D’A,, = 0 


und 
D-6D’ —2D'-8D' + D’-6D=0, 
so folgt ae 
DD »D 
Ai Oy Ag | = 0. 
6D 6D sD" | 


Zwischen je 3 in einer Vertikalreihe stehenden GréBen besteht eine lineare 
Gleichung 

D =ah,,+6-0D, 
(15) D'=ad,,+b-dD, 

D” = aby + 6-6 D". 


Um die Faktoren a und b kennen zu lernen, ist es ndtig, eine der GréBen 
der linken Seite, etwa D, direkt zu berechnen. Dazu ist es notwendig, 
X zu kennen. 


. ta ' Vy i,— z, y, 


x 0 eee 


Die Berechnung des Zahlers ergibt sich aus (4) 


9.2.— 2.9. 53 (D (5) —D'(5),) (B (G),—B" (G),) 


o° c 


—(D(2) —p'() ) (D (5) 


= (DD'—D")((5) (F).-(5), (5) 1 
x 9'(¥,.2Z,-Z,¥,)—99,(¥Z,—ZY,) —99,(¥,2—Z,¥)]. 


7") 


Weil oes 
Y,2,— ZY, =Veg —f*- xX, 


— of_47x, 
YZ,— ZY, ——£=t, 


¥Z,—ZY, -—t% 


*) Dieser Satz findet sich auch bei VoB, 1. c. und bei Bianchi Seite 301 in etwas 
anderer Form. 


g* 
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gesetzt werden kann, ergibt sich 


ee i.j,.= aT [p(eg—f*) X + (9,9—9,f)X, + (y,e—9,f) X,]. 


Der Nenner kann jetzt ohne weiteres berechnet werden. 


2 

DG.7.—7.5.) = (xx) (C9 9*(c9—-f?) + G39 — 29.9.6 + 9241- 
Also ist ' 
(16) xX — PCI—F)X+ (Gud — Poh) Xu + (Poe — Pub) Xe , 

Veg —f* Voreg—f) + 919 — 29 Fel + ¥3¢ 

Die GréBen D, D’, D” sind nun die Koeffizienten von X in den Glei- 
chungen (12). Um die erste derselben aufzustellen, hat man nach (4) 
@,,, durch (=) und seine Differentialquotienten auszudriicken. Die zweiten 


Differentialquotienten sind nach (7) zu beseitigen, die ersten nach (4) 
durch Z, und Z, zu ersetzen, wihrend an Stelle von X selbst nach (16) 
X einzufiihren ist. Da es sich nicht um die ganze Gleichung, sondern 
nur um den Koeffizienten von X handelt, kénnen alle Terme, die auf ihn 
keinen EinfluB haben, wihrend der Berechnung beiseite gelassen werden. 


So ergibt sich 
ga (*.) 2 (5),,- 2 (9), 


Nun ist 
Kw {'s} X+{'} X eX. 
Setzt man 
x 
= 6, X=, 


so erhalt man die Differentialgleichung 
11)’ Px 11)’ 
b.-({}-22)a+(%, | §& — Au(#)-§ 
und in ganz ahnlicher Weise 


...= ((s}- 5, by + ({s}- =)t — Ais (9) -&. 


Dann ergibt sich 


phate (= Pal 4 Pl) (2) 4 


SB) - 


oder 


Z,,A~9D-gX4+---. 
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Andererseits ist nach (16) 


x VSP F i — BT T He 








X gap 1h ceemdtincs 
é Waa + a&, + BE, 
also ae 
Zz. =dD-.—~ es Edm ——_-__--—— , © eee 
‘3 V¥*e9—1) + 9.9 — 29, 9.1 + He at ath 


D. . nacho 

V9*eg—f*) + 949 — 29, 9,1 + He 
Fiir D’ und D” ergibt sich ein analoger Gang der Rechnung, die nicht 
durchgefiihrt zu werden braucht. Man sieht, daB sich der oben ausge- 
sprochene Satz, wonach die GréBen D, D’, D” lineare Kombinationen der 
GréBen 06D, dD’, 6D” und A,,(—~), Ayo(M), Ago(p) sind, vereinfacht: Die 
2. Fundamentalgripen der durch Orthogonalitét der Elemente entsprechen- 
den Fliche unterscheiden sich von den Variationen der 2. Fundamental- 
groéBen der gegebenen Fliiche nur um einen gleichen Faktor, der oben be- 
rechnet ist, 

(18) D:D’: D’ =8D: dD’: 6D". 

Da sich die Variationen der 2. FundamentalgréBen A,,(9), 412(9), 
As.(g) der assoziierten Fliche von denen der gegebenen Fliche nur um 
das Vorzeichen unterscheiden, gilt fiir die mittels der charakteristischen 
Funktion W gebildete durch Orthogonalitét der Elemente entsprechende 
Flaiche der namliche Satz: 

D,: Dy : Dy” = 6D: 8D’: dD". 

Also entsprechen sich auf den zwei Flachen, die einem Paar von 
assoziierten F lichen mittels der charakteristischen Funktionen gp bzw. W durch 
Orthogonalitét der Elemente zugeordnet sind, die Haupttangentenkurven. 
Thre Bestimmung auf beiden Fliichen hingt von der Integration der folgen- 
den Gleichung ab: 


dDdv? + 20D dudv + éD' dv? =0 
oder 
dv? —dudv di 


D Db Dp =0 
Ay, Di Age 


Ddu+D dv Aydu+ Aydv | 
Ddu+D'dv A,dut A,,dv | 
schreiben laBt. Folglich sind sie durch das Verschwinden der Jakobischen 


Determinante der 2. Fundamentalformen der beiden assoziierten Flachen 
charakterisiert. 


wofiir sich auch 


=0 
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Die Variation der charakteristischen Gleichung. 


Wie eingangs gezeigt wurde, ist die Lésung der Aufgabe, eine ge- 
gebene Fiiiche so zu deformieren, da8 das Linienelement der deformierten 
Flache von dem der gegebenen nur um GréBen dritter Ordnung abweicht, 
identisch mit der Aufsuchung einer Fliiche, welche der bereits unendlich 
wenig verbogenen Fliche durch Orthogonalitit der Elemente entspricht. 
Hierzu ist eine Differentialgleichung zu integrieren, welche aus der ur- 
spriinglichen charakteristischen Gleichung 


Dy, (p) — 2D’ Ao(p) + DAs (yp) = 0 
dadurch hervorgeht, daB an Stelle von D, D’, D” die variierten GréBen 
D+e-8D, D'+¢e-dD', D’+e-dD" treten, wihrend A,,(p), A,.(¢), 
4.,(y) durch GréBen 
An(P) + #-9Ay(M), Ay() + &-FDi3(M), Are(~) + #-5Ass(H) 
ersetzt werden, welche aus den urspriinglichen GréBen dadurch hervor- 


gehen, daB fiir das sphirische Bild der Ausgangsfliche das der unendlich 
wenig verbogenen Fiche eintritt. Also ist 


4u(9)+¢-84n(%) =. —[ {1} +2-4[4'} Jo 
| a}t e-@ ('2'} Jo. +le+e-delg, 
(19) d4,,(9) = — 8{1) 9,01) -@, 400-9, 


8A,3(9) — — 4{*")-9,—8[')) -9, + oF-9, 
dA4(9) = — 9 (7) —3 (727), + 89-9. 


Fiihrt man fiir das von g,unendlich wenig verschiedene Integral der 
variierten charakteristischen Gleichung » + ¢-d@ ein, so nimmt sie folgende 
Gestalt an: 


] 
(D" + &-dD”")[A,,(p) +2-O,,(09) +2-d4,,(p) + 8?---] 
—2(D' +¢-dD) [Oy (p) + €- Ay (Oy) +e-dA,.(q) + 8*---] 
+ (D+ 6-5 D)[Ay3(p) + - Age (Oq) + &-DAge(p) + 8*---] = 0. 


Beriicksichtigt man nur die Glieder erster Ordnung, so ergibt sich folgende 
Variation der charakteristischen Gleichung: 


[6 D’A,, (g) —206D’'A,.(9) + 6 DA (@)] 
+[D°4,, (69) -2D'4,,(89) +DA,, (5 9)] 
+[D"64,, (9) —2D'64,,(y) + DdA,.()] = 0. 
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Da der Ausdruck in der ersten Klammer identisch verschwindet, ergibt sich 
(20) D"A,,(69) —2D'A,,(6) + DA,, (89) 
= —[D"-44,,(9)—2D’-d4,.(9) + D-dd,,(9)]. 

Es geniigt also die Variation von g einer linearen partiellen Differential- 
gleichung 2. Ordnung mit zweitem Glied, deren linke Seite die wrspriingliche 
charakteristische Gleichung ist. 

Also ist 

Op= 9+ Py 

wo p das allgemeine Integral der charakteristischen Gleichung und g, ein 
beliebiges partikuldres Integral ihrer Variation ist. 

Um die rechte Seite der Gleichung (20) zu berechnen, ist es nicht 
nétig, die Variation des sphirischen Bildes und simtlicher Christoffelscher 
Symbole zu kennen und einzusetzen. Die rechte Seite ist 


(21) — [D"- 84,,(y) — 2D’: 64,3(9) + D - 8459(9)) 
11)’ my 19)" + 22)’ 
—[3[',} -D’-28["} D+aly] -D]e, 
+[a{'} -D’-20("} -D+a[*y} Do. 
—[de-D” —26f-D' +89-D|\Q. 
Die Faktoren von g, und g, ergeben sich durch Variation der Codazzi- 
schen Gleichungen. Da bei einer unendlich kleinen Verbiegung das Linien- 
element bis auf GréBen zweiter Ordnung unverindert bleibt, wihrend das 
sphirische Bild sich andert, geniigen die GréBen 6D, 6D’, dD” den un- 
veranderten Codazzischen Gleichungen fiir das Linienelement der Fliache, 
dagegen den variierten Codazzischen Gleichungen fiir das Linienelement 
der Bildkugel. 
Wenn man von jedem der beiden Gleichungssysteme die erste heraus- 
greift: 
» yas 11 ” 
D.— Di-{")} D+[(T}- [2] 2+ {2 } 2"-o 


D,—Di-\ , Pa ‘D+[[’ 1 > Cs) J7+[" 2 ‘| 2” =0, 
erhiilt maa fiir 6D, 6D’, 0D” folgende Gleichungen: 
sp, —a;—*2]-a0 +{{'8] ~ [13] }ap'+ [3] a0"=0, 
ap, —ap;—(12)-ap-+{(44)— (3) on (gan 


[83] v-+[a('3) [tg] J +9[4s]-2"=0 
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und hieraus 
— af 2) D+ [oY af a] a olay 
—[- (YS) +t) +(e ]-Pey- (+ Fe] en 
+[{'s}—(s} ]-2m" 
Mit Riicksicht auf (9) ist 
ar }+as}—o% aff} +e(i'}-0 
also geht die linke Seite der obigen Gleichung in den Faktor von q, iiber 
a{’y} -D—2a('] D+al') dD’ 


aus der rechten Seite kann man mit Hilfe der ersten Codazzischen Glei- 
chung fiir das. Linienelement der Fliche die ungestrichenen Christoffel- 
schen Symbole beseitigen; es ergibt sich 


(22) a{'y] -D—20{'] D+ aly] a 
—— 6D, + 0D, +" ‘ap —[(V-(2 ‘jon | ral 8D", 


wie auch direkt zu erkennen gewesen wire. Diese Gleichung enthilt dritte 
Differentialquotienten von g, wihrend bei Einfihrung des Linienelementes 
der Fliche nur die zweiten Differentialquotienten auftreten. 

Ebenso ergibt sich der Koeffizient von 9, 


(22a) a(??)".p—20(1?7)’. D’'+|"'|-D" 

—— 6D, + 6D; “Uy ap—[{*2)—['7) eps (72) ep". 

Die Koeffizienten von * und @, haben Invarianteneigenschaft; sie sind 
die Koeffizienten der fiir die Form dDdu’? + 26D dudv+ dD" dv* in 
Besug auf edu? + 2fdudv + gdv* gebildeten 'trilinearen Kovariante. 

Der Koeffizient von 

— [de-D” — 26f-D +469-D) 
ergibt sich am einfachsten_in folgender Weise: 

Die FundamentalgréBen der Bildkugel sind 

e=—K-E—H-D, 
(23) f=—K-F-H.-D, 
g=> K-G—H-D’, 
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wo K und H die GatBsche und die mittlere Kriimmung der Fliche be- 
deuten. Dann ist 
de=—dH-D—H-dD, 
éf=——dH-D—H-dD, 
dg =— 0H- D’— H- dD". 
Aus diesen Gleichungen, die nebenbei die Beziehung 
Be - Ay(p) — 20f+ Oie(¢) + 09 - Oy (y) = 0 
erkennen lassen, ergibt sich der Faktor von g: 
— (de- D” —26f-D'+6g-D| = 26 H{[DD" —D"*}. 
Fihrt man fiir H seinen Wert 


ein, so folgt 
(24) —[dée-D” —26f-D'+é9-D|=——2K|E-6D"—2F-6D'+G-8D] 
= 2[e-dD’ —2f-d6D' + g-dD}- 
Also ist der Faktor von » bis auf den Faktor 2 die algebraische Simultan- 
invariante der quadratischen Differentialformen edu® + 2fdudv + gdv*® und 
6Ddu? + 26D’ dudv + 6D" dv*; damit ist der Invariantencharakter der 
rechten Seite der Variation der charakteristischen Gleichung nachgewiesen. 
Wenn ein Integral der variierten charakteristischen Gleichung bekannt 
ist, hat man, um die der unéndlich wenig verbogenen Ausgangsfliiche 
durch Orthogonalitit der Elemente entsprechende Flache zu finden, nur 
die Gleichungen (4) zu variieren. Nach (2b) hat man die Koordinaten 
dieser Fliche mit 2, + 2ez,., y, + 2ey,., 2, + 282, zu bezeichnen, wo 
Ly, Y,»%, mit dem friiheren Z, 7,7 identisch ist. Dann ergibt (4) 


(25) (2, + 2ea3),— 4 [D(~X,— Xg,) — D(pX,—Xg,)] 
+4 [8D(pX,—Xg,) — 6D'(~X,— X¢,)] 
++ [D(p-8X,—6X-9,) — D'(g-8X,—8X-g,)] 
+4 Dg: X,—X-6,) — D(dy-X,—X-dg,)], 
(a,+ 2a), =X [D'(pX,— Xg,) — D’(yX,— X¢,)] 
+4 [8D (~X,—Xg,) — 8D". (~X,—Xg,)] 
+4 [D'(p-6X,—8X-@,) — D'(g-8X,—0X-9,)} 


+5 [D'(6g-X,— X-dg,) — D'(6g-X,—X-d9,)] 
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nebst analogen Formeln in y und z. Nun lassen sich 2,, y,, 2, durch 
Quadraturen bestimmen und damit die Koordinaten 


e+ex,+e*2,, ytey, tey,, 2+ 62, + 82, 
einer Fliiche, deren Linienelement mit dem der gegebenen Fiche bis auf 
Gripen 3. Ordnung iibereinstimmt. 


Die 2. Variation der 2. Fundamentalform. 


Wihrend durch die Verbiegung 2. Ordnung auch die zweiten Varia- 
tionen der GréBen EF, F, G zu Null werden, nehmen die GréBen der 2. Fun- 
damentalform Werte von der Form 


D+e-0D+ "8D +---, 
D'+e-dD +2 8D +--., 
D’+e-8D'+L8D"+--- 


an. Diese GréBen miissen nun den Gleichungen von GauB und von Codazzi 
fiir das Linienelement der Fliche geniigen. Da die letzteren Gleichungen 
linear sind, folgt, daB die 2. Variationen 6*D, 6° D’, 6*.D” selbst die Codazzi- 
schen Gleichungen erfiillen miissen. Aus der GauBschen Gleichung ergibt sich: 


DD’ — D*=[D+«-8D+ 5 #D|[D"+s-8D"+ * 8D" 
—[D'+2-0D + © oD}: 


In der Gleichung, die von selbst bis auf GréBen 2. Ordnung erfiillt ist, 
mu auch der Faktor von ¢* noch verschwinden; also 


(26) D-6D"—2D'-6D' + D’. 8D + 2[8D-8D’—8D’*| =0. 
Man erhilt leicht , 

(27) 6D-8D’— 8D? = —[DD’—D")[A,,(9) dn() —43,(9)], 
also 

(26a) D-é*D’—2D’.s*D'+ D’-#D 


— 53 (DD"- D*) [Ay (9) dua(o) —44,(9)]- 
Setzt man 
PC  _— py Sule) On(o) —4h@) 4 


“’D=-—Dp 4, (@) Sa‘) — 43. (9) + rv, 


62D” a. a pss (%) Sue ie Ai, (%) + ¢, 








_— woe De oon U6lUO ee lUOUTe,rlC CUD. 6 











Isometrische Verbiegungen mit hdherer Niherung. 123 


so folgt 


De” —2D'r' + Dt =0. 
Diese Gleichung ergibt, mit 


DA,,;(y) — 2D’A,3(y) + D’A,,(y) = 0 


D-é6D —2D'-.8D +D’"-6D =0 


zusammengestellt, daB die GréBen rt, 1’, re” lineare Kombinationen der 


GréBen A,,(p), Ais(p), Aog(p) und OD, dD’, dD” sein miissen. Folg- 
lich ist 


und 


BD — T= SuSs D + ads, + B-dD, 
(28) 8D) — Sha Sue Dy + ad, + BOD, 
oD’ = Sis = Ea Sn D’ + a Los = B ° 6D”, 


Dabei miissen die Faktoren « und # so bestimmt werden, daB 6*D, d°D’, 
6*D” noch den Codazzischen Gleichungen geniigen, wihrend die GauBsche 
Gleichung bereits erfiillt ist. Es ist ersichtlich, da man ein GriBensystem, 
welches den Codazzischen Gleichungen und der Gaufschen Gleichung oder 
einer ihr dquivalenten geniigen soll, stets als lineare Kombination dreier 
GriBensysteme ansetzen kann; hier ist die Aufgabe dadurch reduziert, dap 
einer der Multiplikatoren bereits bekannt ist. « und 6 miissen zwei linearen 
partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung geniigen; durch Elimination 
einer der Veriinderlichen, etwa von «@, ergibt sich eine lineare partielle 
Differentialgleichung 2. Ordnung fiir 6 mit zweitem Glied, von der jedes 
partikulaire Integral durch Quadraturen einen Wert von « liefert. 

Ebenso wie die 6°D, 6°D’, 6°D” bekannt sind, wenn ein partikulirer 
Wert dq gegeben ist, kann man auch aus bekannten GréBen 6*D, 6? D’ 
6? D” die charakteristische Funktion m+ ¢-dq erhalten. Denn sie ist 
nichts anderes als der Abstand der Tangentialebenen derjenigen Fliche 
vom Anfangspunkt, welche der unendlich wenig verbogenen Ausgangs- 
fliche bei der zweiten Verbiegung assoziiert ist. Die assoziierte Fiche er- 
‘gibt sich aber bei der Bianchischen Behandlung des Problems der unend- 
lich kleinen Verbiegungen durch Quadraturen, sowie die Variation der 
2. Fundamentalform bekannt ist.*) 


*) Bianchi § 163 S. 307. 
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Beispiel. Deformation eines Paraboloids. 
Bei Einfihrung der Haupttangentenkurven als Parameterlinien redu- 
ziert sich die charakteristische Gleichung auf 
12)’ 12)’ 
bis(9) = Gie— {1} PH—{lo | tle. 
Setzt man nach dem Vorgang von Lelieuvre 
— < ; 
Ve’ 
wo @ mit dem Kriimmungsma durch die Gleichung 


K=--4 
e 


zusammenhingt, so geht die charakteristische Gleichung in 
we oe ME 
oucv 

iiber, wo 


ist. Die Richtungskosinus der Normalen ergeben drei partikulire Integrale 


E—XVe, u=Y¥Ve, £=ZVe 
der umgeformten charakteristischen Gleichung, aus denen man erkennt, daB 


eo P+ +e 





ist. 
Die Koordinaten der Fliche werden durch folgende Gleichungen und 
entsprechende fiir y und z bestimmt: 


s =|" g 1s gras 8 e | 

, 7 3 ee ee 
Jedes weitere Integral @ fiihrt nach (4) auf eine durch Orthogonalitat der 
Elemente entsprechende Fliche, die durch die Gleichungen 


én g 2 | 


es em 
nebst analogen fiir 7 und 7 gegeben ist. 
Nimmt man als normierte charakteristische Gleichung 


a, =0 
und wahlt die drei partikuliren Integrale 
E=u, \q = 2, f=1, 
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so ergibt sich 
I=—v, y=—U, s=U0. 
Diese Gleichungen stellen das orthogonale Paraboloid 
Ly=s 
bezogen auf die Erzeugenden als Parameterkurven dar. 
Setzt man, um die allgemeinste unendlich kleine Verbiegung zu be- 
kommen, die Verbiegungsfunktion 


+= U(u)+V(e), 


so folgt 
|e O47) . 
7 U" |- «0 —U—-Y, 
3 lu UO+V7\ : 
IE) @ v’ \-«", 
also 
z= uU—uV —2f{Udu 
und ahnlich 


gj —0U—0V +2 Var, 

z7=U-V. 
Diese Gleichungen geben die allgemeinste Fliche, die dem gegebenen Para- 
boloid durch Orthogonalitiét der Elemente entspricht. 


Die allgemeinste aus dem Paraboloid durch unendlich kleine Verbiegung 
hervorgegangene Fiche ist 


a = —v+e[u(U—V)—2fUdu, 


y =—u+te[v(U-V) +2 /Vae}, 
e=uv +e([U-—J]. 

Die FundamentalgréBen fiir das Linienelement sind leicht zu berechnen: 
E=1+0, F=uv, G=14+w, VEG—-F?*=$Vl+wviv=Yo. 
Die 2. FundamentalgréBen sind: 

—1 —1 
= = ——___-__ =-—, ]’=(Q 
| D=0, D Yathotbi Ve’ ? 
also 
~ , —1 —1 1 
DD — D- aeeei- ee? Ee 
Fiir das Linienelement der Bildkugel findet man: 
3 
1 + v? _ — ™ 1+ ut neg 
a f=, ge, Vo-f-e’, 
3 


A-K-VEG—Fi=—¢@?. 


e= 
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Die Ebenenkoordinaten des Paraboloids sind: 


ao. a. to, Wee. 
Ve’ Ve’ Ve’ Ve 


Um A,,(@) zu berechnen, erinnert man sich, daB 
11)’ 11)’ 
bn (9) = %u— | 1 PY, — 2 9, + ey 
den Wert Null annimmt, wenn man @ durch X, Y oder Z ersetzt. Fihrt 
man fiir m den Wert = ein, so folgt: 
e 


Ve -4() = 4,,, + A®, + BO, + C8, 
wo A, B, C leicht durch die Koeffizienten der vorigen Gleichung auszu- 
driicken wiiren. Weil nun aber die rechte Seite der umgeformten Glei- 
chung fiir die drei Werte § =u, 7 =v, £=1 Null sein muB, folgt: 


Sun ad Ved, (9) a, 4, a 

| 0 1 0 u ™ 0, 
0 0 1 0 
0 Ss ¢* 7 


also he 
Ve 4, (9) = Roun 7 U”, 


4u(9) =) 


Auf diese Weise erhdlt man fiir die 2. Fundamentalgréfen der assoziierten 
Fliche 

4 (9) = ae 4is(9) = 9, Ay(y) = a 

Ve ; Ve 

Damit sind auch die Variationen der 2. Fundamentalgrifen des Paraboloids 
bekannt: 

éD= U"Ve, D'— 0, dD’=-V"Vo. 
Es ist nun die variierte charakteristische Gleichung zu berechnen. Weil 
die sphirischen Bilder der Erzeugenden des Paraboloids gréBte Kreise, 
also geoditische Linien der Bildkugel sind, ist 


(s}- 9, (r}- 0. 





Ferner ist 
? fale, _.—9 
1 2(eg—f*) = 
(.\- =. 
2 2(eg — f*) e 
jii . 


| 4} und (ry brauchen, weil sie nur als Faktoren von A,,(q) auf- 


treten, nicht berechnet zu werden, 











er 


80 
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Als Faktoren von g, und g, in der rechten Seite der variierten 
Gleichung findet man hieraus: 
1 1 


2V"uo * und —2U"ve *, 
wahrend sich als Faktor von @ der Ausdruck 


3 
29 * (U"(1+u)— "(1+ 0] 
ergibt. 


Die Variation der charakteristischen Gleichung wird demnach: 


—2DA,,(89) = 2 ((U+V) (U"—V") + wU'V"— 0 V'U"). 


Setzt man wieder 
ot 


3 Ve’ 
VeA,.(59) = 64,,, 
so ergibt sich als Variation der charakteristischen Gleichung: 
6@,, = (U+V) (U0"—V") + uU’'V"—vV'U". 
Man findet leicht durch Probieren das folgende partikulire Integral: 


0% = uUV’—vVU' + of UU" du —uf VV" dv +2U' [Vadv —2V'{Uau, 
also : 

1 7 ul r ve r ”“ ’ 7 7 % 
Hic = eatpalM UV —0VU'+ of UU"du—uf VV dv+2U'[Vdv—2V'{Udu). 
Das allgemeine Integral entsteht durch Hinzufiigen eines allgemeinen In- 
tegrals der urspriinglichen charakteristischen Gleichung von der Form 
U,(@) + Vi (), 
Vi+ut+e?’ 
nicht zu allgemeineren Biegungsfliichen. Diese Gleichungen ergeben durch 
Einsetzen der berechneten Grifen die allgemeinsten Flichen, deren Linien- 
element mit dem des Paraboloids bis auf Gripen 3. Ordnung iibereinstimmt. 


Hierzu ist nur noch die Kenntnis der variierten Richtungskosinus not- 
wendig: 


man kommt jedoch hierdurch, wie aus (25) ersichtlich ist, 


6X —_! [uoU' + (14+ 4) V’—0(U+ Vy = 2, 
Ve Ve 
8Y =) [—(14+u) U'—uoV’+u(U+V)] = 22, 
Ve Ve 

g ~ 1 for’ —uyi em 2 
dZ hated uV"| Ve’ 


wenn man d£, dy, 6€ zur Abkiirzung fiir die Zahler setzt. Dann liefern 
unter Beriicksichtigung von D = D”=éD’'=0 die Gleichungen (25): 
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%,,— 54, [8D (é,—€8,) — D'(o-0,—8€0,) — D'(6o¢,—£09,)], 


25, — yxql— 8D" (t,—£0,) + D(- d8,—08-8,) + D(80-E,—£-08,)]. 


Um nun zu einer méglichst einfachen Fliche, jedoch von héchstem Grad 
der Allgemeinheit zu gelangen, ist 21 beriicksichtigen, daB ein Integral 
von der Form «§ + By + y€ beim ersten Schritt der Verbiegung nur eine 
Verschiebung der Ausgangsfliche gibt und also fiir unseren Zweck un- 
brauchbar ist; ferner kann man von jeder Regelfliche stetige Verbiegungen 
angeben, bei denen die Geraden erhalten bleiben; bei den Flichen 2. Gra- 
des kann man durch Zusammensetzung zweier unendlich kleiner Verbie- 
gungen, deren jede eine Schar der Erzeugenden enthilt, die allgemeinste 
unendlich kleine Verbiegung erster Ordnung erhalten; von dieser aus- 
gehend, gelangt man zur allgemeinsten Verbiegung 2. Ordnung. Ein fir 
unseren Zweck brauchbares Integral der charakteristischen Gleichung muB 
also mindestens vom 2. Grad sein in beiden Veriinderlichen, d.h. von der 
Form 
& = au® + po’, 

wo « und # zwei Konstante sind, weil die Integrale von der Form au? 
oder fv* auf Regelflichen fiihren. Durch Einsetzen von @ in die Aus- 
driicke fiir x,, Z,, Y,. Y,» 2,; 2, erhilt man die 2. Variationen der Koordi- 
naten durch eine ziemlich weitliiufige Rechnung, sowie die Koordinaten 
der verbogenen F'liche, die mit der Ausgangsfliche im Linienelement und 
KriimmungsmaB bis auf Gripen 3. Ordnung iibereinstimmt: 


i nari +é [a * — Buc] 
— e[2aputo — po + (Fa + <) uty + aputo?— Fos), 
y=——ute [- Bp taut | 
_ e*| 2a Bur? — = au? + G ap + ) uvt + «Bury? — =, 
a’ = uv + é[au®—pov*] — [2apue o = a(a+f)uto aa : B(a+) uv]. 
Miinchen, Marz 1913. 


a 








-— a: a lee ie. 
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Uber Flachen mit unbestimmten Direktrixkurven. 


Von 


E. J. Witezynskr in Chicago. 


§ 1. 
Analytische Grundlage der projektiven Differentialgeometrie 
der nicht abwickelbaren Flichen. 


Wir legen unserer Theorie ein System partieller Differentialgleichungen 
von der Form 
o4 +206 oF + ap oF av +cy=0, 
(1) ory ,0y- 10 , 


zugrunde. Differenziert man diese Gleichungen nach u und v, so erhiilt 
man fiir jede der vier Ableitungen dritter Ordnung von y einen eindeutig 
bestimmten Ausdruck von der Form 


a 
ay + pSX + 76 v4 eee. 


Aus diesen Ausdriicken kann man durch nochmalige Differentiation ge- 
wisse der Ableitungen vierter Ordnung auf zwei verschiedene Weisen be- 
rechnen. Damit die so erhaltenen Formeln bei willkiirlicher Wahl der 
Anfangswerte von y, ee, oe , nae einander nicht widersprechen migen, 
‘miissen die Koeffizienten a, b, c, a’, b’, c’ von (1) den Integrabilitiits- 
bedingungen 

a, — bi, = 0, 

Qu t+ C, — 2a’ a, — 2aa,,— (a., + 2b'a,— 2ba, — 4a’b,) = 0 

bee + €, — 2bb, — 20'b, — (bin + 2abi.— 2a’b, — 4ba,,) = 0, 

Cun — 4ca,,— 2a’ ce, + 2ac,— (¢..— 4c'b, — 2be, + 2b'c,) = 0 


Mathematische Annalen. LXXVI. 9 


(2) 
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gentigen, wo wir zur Abkiirzung 
got, qa, «.- 7, ws. 
a i 
gesetzt haben. 

Nimmt man an, daB die Koeffizienten des Systems (1) analytische 
Funktionen sind, welche den Integrabilititsbedingungen (2) gentigen, so 
kann man leicht beweisen, daB (1) genau vier linear unabhingige ana- 
lytische Integrale 
(3) y = f(u, v) (k= 1, 2,3, 4) 
besitzt, und man bezeichnet dann das System (1) als ein unbeschrédnkt 
integrierbares System. 

Interpretiert man nun y"”, y®, y, y als die homogenen Koordinaten 
eines Punktes P, des dreidimensionalen Raumes und laBt die unabhiingigen 
Veriinderlichen « und v ihre simtlichen Werte durchlaufen, so beschreibt 
F, eine Fliche S, welche weder in eine Kurve noch in eine abwickelbare 
Fliche ausarten kann und welche die Kurven u = const. und v = const. 
als Haupttangentenkurven besitzt.*) 

Da (1) nur vier linear unabhingige Lisungen besitzt, ist die allge- 
meinste Integralfliiche von (1) eine projektive Transformation von S. 
Folglich haben die Koeffizienten a, b, ¢, a’, b’, ¢ fiir alle aus S durch pro- 
jektive Transformation hervorgehenden Flichen dieselbe Bedeutung. Diese 
Koeffizienten hiingen aber nicht allein von den Eigenschaften der Fliche 
und dem auf ihr gezogenen Netz der Haupttangentenkurven, sondern auch 
von der speziellen analytischen Darstellung ab. Transformiert man (1), 
indem man setzt 
(4) ua —a(u), 0 = B(v), ¥ = Au, v)y, 
wo a(u), B(v), 4(u,v) willkiirliche Funktionen der beigefiigten Argumente 
bedeuten, so veriindert sich weder die Fliche noch das Netz ihrer Haupt- 
tangentenkurven. Die Funktidnen der Koeffizienten a, b, c, a’, b', ¢ und 
ihrer Ableitungen, welche durch die allgemeinste Transformation der Form (4) 
nicht verandert werden, heiBen Jnvarianten und bestimmen durch ihr Ver- 
halten die projektiven Eigenschaften der Integralflichen. 

Es sei umgekehrt (3) die Darstellung einer beliebigen nicht abwickel- 
baren analytischen Fliaiche, bezogen auf ihre Haupttangentenkurven. Dann 
la8t sich immer ein System partieller Differentialgleichungen der Form (1) 


*) E. J. Wilczynski, Projective Differential Geometry of Curved Surfaces (First 
Memoir). Trans. of the Am. Math. Soc. 8 (1907), 8.244 und 245. Man vergleiche iiber- 
haupt finf Abhandlungen des Verfassers unter demselben Titel, welche in den soeben 
genannten Transactions bem za finden sind. Dieselben sollen i im folgenden 
kurz als Erste, Zweite, ., Abhandluny zitiert werden. 








- s 
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bestimmen, welches die gegebene Fliche als Integralfliche besitzt. Die 
Theorie ist also auf beliebige nicht abwickelbare Flaichen anwendbar. 

Durch eine Transformation der Form (4) laBt sich das System (1) 
auf die sogenannte kanonische Form 


(6) Yuut 2by. + fy = 9, 

Yeo + 2a'yut gy = 0 
reduzieren.*) Die Integrabilitiitsbedingungen nehmen dann die einfachere 
Form 

Guu + gu t+ 2ba,+ 4a’b, = 0, 
(6) dew + fo + 2a'b,+ 4ba,, = 0, 
Juu— foo— 4fa,,— 2a’ fu + 49b,+ 2b9,.=0 

an. Aber diese kanonische Form ist nicht eindeutig bestimmt. Die allge- 
meinste Transformation von der Form (4), welche ein kanonisches System 
wieder in ein kanonisches System iiberfiihrt, ist die folgende: 


(7) y — CV a,B,y, i=a(u), = B(r), 


wo «(u) und #(v) willkirliche Funktionen von wu und »v allein und C eine 
willkiirliche Konstante bedeutet.**) 


§ 2. 
Geometrische Grundbegriffe. 


Man betrachte fiinf Tangenten einer beliebigen Raumkurve. Dieselben 
bestimmen im allgemeinen einen linearen Komplex, welcher einer be- 
stimmten Grenze zustrebt, wenn die fiinf Tangenten sich einander unbe- 
schrinkt nihern. Der auf diese Weise als Grenze definierte lineare Kom- 
plex heiBt der zu dem betreffenden Kurvenpunkt gehérige oskulierende 
lineare Komplex. Ich habe vor einigen Jahren die Gleichungen der beiden 
linearen Komplexe aufgestellt, welche zu den beiden sich in einem ge- 
gebenen Flichenpunkte kreuzenden Haupttangentenkurven als oskulierende 
lineare Komplexe gehéren.***) Aus diesen Gleichungen ergibt sich, daB die 
gemeinsamen Strahlen dieser beiden Komplexe ein Strahlensystem erster 
_Ordnung und erster Klasse bilden, von dessen Leitlinien eine (Leitlinie 
erster Art) in der Tangentenebene des betreffenden Flichenpunktes liegt, 
wahrend die andere (Leitlinie zweiter Art) durch den Flichenpunkt selber 
hindurchgeht.+) 





*) Erste Abhandlung 8. 246. 

**) Erste Abhandlung 8. 256. 

***) Zweite Abhandlung S. 90—95. 
+) Zweite Abhandlung 8. 95. 
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Da jedem Flaichenpunkt eine Leitlinie erster Art und eine Leitlinie 
zweiter Art entspricht, erhilt man auf diese Weise zwei Strahlenkon- 
gruenzen, die Direktrixkongruenzen erster und zweiter Art. 

Will man diese beiden Kongruenzen niher studieren, so kommt es 
vor allen Dingen darauf an, ihre abwickelbaren Flachen zu bestimmen. In 
jedem Flichenpunkt gibt es natiirlich im allgemeinen zwei Fortschreitungs- 
richtungen, welchen, zu Kurven zusammengefaBt, die abwickelbaren Fliachen 
der Direktrixkongruenz erster Art entsprechen. Ebenso erhilt man in jedem 
Flichenpunkt zwei Fortschreitungsrichtungen, entsprechend den abwickel- 
baren Flichen der Direktrixkongruenz zweiter Art. Es zeigt sich aber, 
daB die beiden Kurvennetze, welche auf diese Weise geometrisch defi- 
niert werden, ganz allgemein zusammenfallen. Ich bezeichne diese Kurven, 
welche mit den Direktrixkongruenzen in dersélben Weise zusammenhingen 
wie die Kriimmungskurven mit der Kongruenz der Flichennormalen, als 
Direktrizkurven. Dieselben werden durch die folgende Differentialgleichung 
bestimmt: 

(8) bLdu? + 2Mdudv —a Ndv'=0, 
wo 


L = — 2a'(2a’bf + 2a’bb, + ba.) + bai}, 
6* log —9 
(9) M=a'*}® mvs (s) ‘ 
N = — 2b(2a’bg + 2a’ba,, + a’b,,) + a’b}.*) 

Die Direktrixkurven bilden also ein konjugiertes Netz, wenn M — 0, 
L+0, N +0, d.h. im allgemeinen, wenn + sich in der Form g(u) y(v) 
schreiben laiBt, wo g(u) und ~(v) Funktionen von w und v allein bedeuten. 

‘+ oe 
Analytische Formulierung des Problems der Bestimmung aller 
Flichen, deren Direktrixkurven unbestimmt sind. 
Die Differentialgleichung (8) wird unbestimmt, wenn 
bL=M=aN=0. 
Diese Bedingungen werden zwnichst erfiillt, wenn entweder a’ oder b iden- 
tisch verschwindet. Die Flache S ist alsdann eine Linienfliiche. Im Fall 


einer Linienfliiche aber ist die Unbestimmtheit der Direktrixkurven a priori 
evident, da die Begriffe des § 2 in diesem Falle sogar die Direktrixkon- 








*) Zweite Abhandlung 8.116. | 
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gruenzen selber undefiniert lassen. Wir setzen daher im folgenden stets 
voraus, daB 


(10) a+0, b+0, 
suchen also die nicht geradlinigen Flichen zu bestimmen, deren Direktrix- 
kurven unbestimmt sind. Dieselben miissen offenbar den Bedingungen 


(11) L=M=N=0 
geniigen. 
Aus M=0 ergibt sich, wie wir schon in § 2 bemerkt haben, 
b 
2? log — ‘ 
“ouoo 
so dab 
b 
(12) t= 5, U+0, V.#0, 


wo wir mit U eine Funktion von « und mit V eine Funktion von v allein 
bezeichnen. Diese Bedingung laBt sich aber durch eine Transformation von 
der Form (7) sehr wesentlich vereinfachen. Bezeichnet man nimlich mit 
a, b usw. die Koeffizienten des Systems partieller Differentialgleichungen, 
welches aus (5) durch die Transformation (7) hervorgeht, so wird 


(5) a ou BP 
a’ as 


und man kann a(w) und B(v) immer so wahlen, daB 
ai=—U, B= V 
wird. Alsdann ist . 
a’ =b. 

Wir setzen im folgenden voraus, da diese Transformation schon aus- 
gefiihrt worden ist, so daB also 
(13) a =b=g(u,v) +0. 
Die allgemeinste Transformation der Form (7), welche diese Normalform 
des Systems (5) nicht stért, ergibt sich aus (7), wenn man 
(14) a? = Bp? = K* 
setzt, wo K eine willkiirliche Konstante bedeutet. 

Fiihrt man die Werte (13) in die Bedingungen L = N=O ein, so 
ergibt sich 





1 @logp 1 9: 

(15) f= — Y, — e Aut — T 3 ’ 
1 @*log®@ 1% 

I--h- fw Te 








134 E. J. Wiuczyrnsxt. 


und es handelt sich im tibrigen nur noch darum, die Integrabilitatsbedin- 
gungen (6) zu befriedigen. 
Die ersten beiden reduzieren sich auf 


(16) 


Hieraus ergibt sich zunichst 


é log » a* log 9 2 log @ 2 log » acai 


ou  dudv® dv Gu* dv ” 
so daB man findet 
a" log » “—s 
(17) “Guov _ F(g), 


wo F() eine Funktion von @ allein bedeutet. Vermédge (17) reduzieren 
sich die beiden Gleichungen (16) auf eine einzige, nimlich auf 


. on 1 F( 
(18) —3F@)-7 + 69-0, 
wenn man von dem Falle 
gy = c = const. 


absieht. Aus (18) ergibt sich elementar 
k 
F(g) = 49°+ +, 
wo k eine Konstante bedeutet, so daB man schlieBlich, aus (17), fiir » 
die partielle Differentialgleichung 


0" log » 2 k 
erhiilt. 
Man findet jetzt leicht ~ 


Iu= — Puu— 99,, } 
1 A log@ 1 Po o* log » ?,,%, 


: de® ——i<C SSC — ae 
(20) 
= 1? log » 1 Py 0* log » PuPo 3 . 
e-store 4, 
f,=— %,,.— 5 9¢,. 


Setzt man diese Werte in die dritte Integrabilititsbedingung (6) ein, so 
ergibt sich eine Identitit. 

Die Differentialgleichung (19) laBt sich noch etwas vereinfachen. Wir 
haben ja gezeigt, da8 die Transformation (7) unter den Bedingungen (14) 
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die von uns vorausgesetzte Normalform des Systems (5) nicht stért. Setzt 
man insbesondere 


«, = B, = K 

so ergibt sich 

=f a’ T b 

i= KF ; b= KR ; 
und demnach 

1 
dant 8 
Folglich erhalt man aus (19) 
o* log @ 


k 

TY) i ia me 
Man kann also durch passende Wahl von K die Konstante k auf einen 
beliebigen Wert (z. B. k = 4) reduzieren, vorausgesetzt, daB k nicht gleich 
Null ist. 

Wir erhalten schlieBlich das folgende Theorem: Jede nicht geradlinige 
Fliche mit unbestimmten Direktrixkurven ist, bis auf projektive Transfor- 
mationen, eindeutig bestimmt als Integralfliche des unbeschrinkt integrablen 
Systems partieller Differentialgleichungen 


a? ¢ 04 1 Puu 1 Pi 
4 + 29% | 9,4 we 1 Flymo, 


2 i @ 
(21) wll pena 


wo op entweder eine nicht verschwindende Konstante oder eine Lisung der 
partiellen Differentialgleichung 


(22) ae =49*+ , k=0 oder k=4, 


bedeutet. Dabei sind die Kurven u = const. und v = const. die Haupttangenten- 
kurven der Fliiche. 

Es la8t sich zeigen, daB im Faille k = 0 jede Haupttangentenkurve 
der Flache einem linearen Komplexe angehért. Die Differentialgleichung (22) 
1a8t sich dann leicht in eine Liouvillesche transformieren und es ergibt sich 

1VUuv’ 

(23) lia ZU+V"? 
wo U und V beliebige Funktionen von uw und v allein und U’ und V’ 
ihre Ableitungen bedeuten.*) 

Den Fall g = const. habe ich in anderem Zusammenhang behandelt. 
Die entsprechenden Flachen gehéren namlich zu denjenigen, deren ein- 
*) C. T. Sullivan, Properties of Surfaces whose asymptotic curves belong to 
linear complexes. Trans. of the Am. Math. Soc, 15 (1914). 
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fachste absolute projektive Differentialinvarianten konstant sind.*) Ubrigens 
ist dieser Fall auch in (22) als Spezialfall enthalten. 

Obgleich die meisten der folgenden Entwicklungen fiir k = 0 ungiiltig 
werden, behalte ich doch die Differentialgleichung in der Form (22) bei, 
Es versteht sich dann von selbst, daB die entsprechenden Siitze fiir k = 0 
illusorisch werden, wenn k im Nenner eines Bruches erscheint. Dieses 
Verfahren empfiehlt sich, da die iibrigen Resultate auch im Falle k = 0 
ihre Giiltigkeit bewahren. 


g§ 4. 
Eigenschaften der beiden Direktrixkongruenzen. 


Man kommt leicht auf die Vermutung, daB im Falle unbestimmter 
Direktrixkurven die Leitlinien erster Art sich auf die Geraden einer festen 
Ebene und die Leitlinien zweiter Art auf die Geraden durch einen festen 
Punkt reduzieren miissen. Es kommt uns jetzt darauf an, diese Vermutung 
analytisch zu bestiitigen und iiberdies die Beziehungen zwischen der ge- 
gebenen Fliche, dem festen Punkt und der festen Ebene genauer zu er- 
forschen. 

Die Funktionen 
(24) Yr, 2 Yur C= Yor = Yur 
sind Semikovarianten des Systems (5).**) Setzt man in einer dieser Semi- 
kovarianten, z. B. in z, fiir y die vier linear unabhingigen Lésungen y™,..., y 
der Differentialgleichungen (5) ein, so erhalt man vier Funktionen 2), ..., 2, 
welche wir als homogene Koordinaten eines Punktes P, deuten, bezogen 
auf dasselbe Koordinatensystem, in welchem P, die Koordinaten y®, ..., y 
hat. Man erhilt demnach aus (24) vier Punkte P,, P,, P,, P,, welche 
im allgemeinen ein nicht ausgeartetes Tetraeder bilden. In ganz entspre- 
chender Weise bestimmt jeder Ausdruck von der Form 


L=LyW+ 42+ 4,0 + 1,6 
einen Punkt P,. Bezieht man diesen Punkt auf das durch P,, P,, P,, P, 
gebildete Tetraeder, so kann man bei geeigneter Wahl des Einheitspunkies 
Ly, Ly, Ly, Z, als homogene Koordinaten von P, bezeichnen. 
Es ergibt sich aus der allgemeinen Theorie, daB die dem Punkt P, 
entsprechende Leitlinie zweiter Art die Gratlinie der von ihr beschriebenen 
abwickelbaren Fliche beriihrt in dem Punkte 


1 P,P, 


k 
(25) x= (7 “ES —29' + SE )y— Fe —- 5 te to.) 


*) E. J. Wilczynski, On a certain class of self-projective surfaces. Trans. of the 
Am. Math. Soc., October 1913. 


**) Erste Abhandlung § 6, 8. 247. \ ***) Zweite Abhandlung 8. 117. 
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Man findet unschwer durch direkte Differentiation, wenn man die 
Relationen 
%=4%, Y=, 
4,=—fy—290, 4,=6, 
u=F, 0 =—Ggy— 292, 


(26) : 
4.— (t99.+ 2 2)y 4 age (9-144 


9 
1%! 1% , 1% 
6, = (499, + 2 = )¥ — (9. ry “p 2 2+ 490 


und die Differentialgleichung (22) beachtet, dab 


a 


i.) 


u 1 P 
*%, %=—=—— 


1 
(27) x,—— “-F. 


s Tt? 
Die Gleichungen (27) beweisen, daB der Punkt P, im Raume fest liegt, 
d. h. daB in der Tat alle Leitlinien zweiter Art durch einen festen Punkt P, 
hindurchgehen. 

Die zum Punkt P, gehérige Leitlinie erster Art liBt sich auffassen 
als die Verbindungsgerade der beiden Punkte 
(28) r=—syts, s=— 5 y+ 0%) 

Setzt man zur Abkiirzung 


@9) t= (je 29 F)y-f ef ets, 





4 29 2 9 2 @ 
so dab, wegen (25) 
(30) — wy 
wird, so ergibt sich 
ntzcr=—298, n—Zaret, 
(31) 1 # 1 ® 
a ee 1°. +3 aw = Spe 


Aus diesen Gleichungen folgt zuniichst, daf die Punkte P,, P,, willkiir- 
lichen unendlich kleinen Veranderungen von u und v entsprechend, Bahnen 
beschreiben, welche dieselbe Ebene beriihren, und daB der Punkt P, in 
dieser gemeinsamen Tangentenebene liegt. Um zu beweisen, dab die Ebene 
P_ P,P, im Raume fest ist, fiigen wir zunichst den Gleichungen (31) noch 
die entsprechenden Formeln 


1 Vz k 1 ®, 
(32) “Fe yer-s" ae dy eee 


s 


8 | 


*) Zweite Abhandlung S. 118. 
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hinzu und differentiieren (32) nach uw und v. Es ergibt sich 
t= @ t+ 4,4 t, 
(33) t= at + 0%t,+ ct, 
t,, = at, + bO"t, + ot, 


wo 
Pu 1 %s , 1 Me 
eo ? bo =—2q, o=-(> a +z ot + %)> 
, 1 , 1 Py, , 3k 1 PuP, 
(34) a —m— >, Wes, em — (Oot +e), 


2 
a" =—29, Ui'm—?2 * » = — (G pe ey ¥.)- 


Die partiellen Differentialgleichungen (33) bilden ein unbeschrinkt 
integrierbares System und besitzen genau drei gemeinsame linear unab- 
hiingige Integrale. Folglich beschreibt der Punkt P,, allen Werten von u 
und v entsprechend, eine feste Ebene oder, genauer ausgedriickt, einen 
Bereich in einer festen Ebene. Zufolge (32) gilt dann dasselbe von deu 
beiden Punkten P, und P,. 

Wir haben also das folgende Resultat erhalten: Die Leitlinien erster 
Art einer nicht geradlinigen Flache mit unbestimmten Direktrixkurven liegen 
in einer festen Ebene, die Leitebene heifen soll, und die Leitlinien zweiter 
Art gehen durch einen festen Punkt, den Leitpunkt der Fiche. 

Zufolge (30) sind die drei Punkte P,, P, und P, kollinear. Ferner 
sieht man, daB der Leitpunkt nur dann in der Leitebene liegt, wenn k = 0 
ist, d.h. wenn die Haupttangentenkurven der Fiche S linearen Komplexen 
angehiren. Alsdann failt iiberdies P, mit P,, zusammen. Sieht man von diesem 
Falle ab, so charakterisiert das System partieller Differentialgleichungen (33) 
im projektiven Sinne das ebene Kurvennetz, welches aus dem Netz der Haupt- 
tangentenkurven von S durch Projektion vom Leitpunkt auf die Leitebene 
hervorgeht.*) 

Wir werden im folgenden dieses ebene Kurvennetz als stereographische 
Projektion der Fliche bezeichnen. 


*) E. J. Wilczynski, One parameter families and nets of plane curves. Trans. of 
the Am. Math. Soc. 12 (1911),-S. 473—510. Diese Arbeit soll im folgenden als One 
parameter families zitiert werden. 
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g 5. 


Die wichtigsten Eigenschaften der stereographischen Projektion 
der Fliche. 


Um die Eigenschaften des soeben definierten ebenen Kurvennetzes zu 
erforschen, berechnen wir zunichst die Semiinvarianten, die Invarianten 
und Kovarianten des Systems (33).*) 

Die fundamentalen Semiinvarianten haben die Werte 


1 Py 1 # 1%, 2 
Mi aw—— —, BY w—3g Co = et eS 
8 @ ? ’ 3 @ 9 g 3 Pr.» 
= ’ 1 # ’ 1 @ ’ 1 PF 2 sk 4 
(35 _ ne Spa oot. = SF cepemeds eae eee -@? 
- - 1 ®, : &. 1% 2 
A” =—2q, Be ~~ 3 @? OW = SS i git 3 Pw 


woraus sich fiir die fundamentalen Invarianten die Ausdrticke 


Bo ——29, 6 =0, 


_ 8% > 3 % a k 
WT enae cat W ena an OY a= — (Ie? — 
(36) we>S, W->=, O=-F(29'--), 
YO” ——2y, GH" =O, Ma Bae, 
P 
und fiir die Kovarianten die Werte 
on k k 
(37) Pas r, Pam 28 


ergeben. 

In der allgemeinen Theorie der ebenen Kurvennetze ordnen die Ko- 
varianten g und 6 jedem Punkte P, der Ebene zwei andere Punkte, P, 
und P,, zu. Die entsprechenden von P, und P,, beschriebenen Kurvennetze 
gehen dann aus dem urspriinglichen ‘durch Laplacesche Transformation 
hervor.**) Bezeichnet man die Haupttangentenkurven v = const. und 
wu = const. der Flache s, als Haupttangentenkurven erster und zweiter Art, 
_und iibertriigt dieselbe Benennung auf die Tangenten dieser Kurven und 
die beiden von denselben gebildeten Strahlensysteme, so kann man den 
geometrischen Inhalt der Gleichungen (31) folgendermaSen formulieren. 

Man betrachte die Kongruenz der Haupttangenten erster Art, einer nicht 
geradlinigen Fliche S mit unbestimmten Direktrixkurven, deren Haupttan- 
gentenkurven nicht séimtlich linearen Komplexen angehiren. Die abwickei- 


*) One parameter families. Gleichungen (13), (21), (29), (36). 
*) One parameter families. § 4, S. 486—493. 
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baren Flichen dieser Kongruenz einerseits, und die Linienfliichen, gebildet 
von den Strahlen der Kongruenz, welche die Fliche S lings einer Haupt- 
tangentenkurve zweiter Art beriihren, andererseits, schneiden die Leitebene 
der Fliche S in einem ebenen Kurvennetz, welches aus der stereographischen 
Projektion der Haupttangentenkurven durch Laplacesche Transformation her- 
vorgeht.*) Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir die Haupttangenten 
zweiter Art. 

Man kann aber noch mehr beweisen. Die beiden Kurvennetze, welche, 
entsprechend den beiden Arten der Haupttangenten von S, auf diese Weise 
in der Leitebene von S entstehen, sind selber durch Laplacesche Transfor- 
mation miteinander verbinden. 

Wir beweisen diesen zweiten Satz, welcher auch im Falle k = 0 gilt, 
indem wir die dem System (33) analogen’ Systeme von Differentialglei- 
chungen aufstellen, welchen ry und s geniigen, und welche uns dann noch 
weitere Aufklirung geben werden. Zufolge des soeben bewiesenen Theorems 
kann man diese neuen Differentialgleichungen auch aus (33) durch 
Laplacesche Transformation erhalten. 

Bezeichnet man die Koeffizienten des Systems partieller Differential- 
gleichungen fiir das r-Netz in analoger Weise wie in (33), so findet man 


7 1 @ 5 gi 
a”) = >” bo” =— 2q, ao) —_ — . ~y + = ej +49,, 
, 1 @ , 1 @ , I 1 9,9 
Ar) = Vn tu ry an Ye? — —— . rare 
(38) a 2 @ ? b 2 @ ? e 29 29 + 4 g ’ 
»- - " ,_ 19 1 9, ke 
(ry ry” a oY at See ww ¢ >t 
a 2q” bv 0, ef - i git ae? 


mit den entsprechenden Semiinvarianten 


2 @ A 2 @ 14 g? 2 
DD nu: an ead Yow = Se Pu ; 
A 3 @? B 29, C ; o to @t a Pe» 
, , 1 @ ey 2 9, , 4 J}, 2k 2 9, 
(89) Am ee, Ba SM, OW | ¢ — Sts 
Al)” x= ke Bo” = ae Po Cv)” — 1 oe ae 1 %; 1 ke, P 


3 @ 9 g’ 3 gq’ 


Die Werte der wichtigsten Invarianten und Kovarianten des r-Netzes er- 
geben sich hieraus ais folgende: 





*) Die beiden Zweige der Fleknodenkurve einer jeden dieser Linienflachen fallen 
zusammen mit der ebenen Kurve, in -welcher dieselbe die Leitebene schneidet. Man 
erhalt so eine bemerkenswerte Klasse 


on Linienflichen. 








4 


(' 
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Br) —-—2y, GC” —0, 


, , 1 g , 4 2 k 
(ry o- W an as — Fe YY —_ — Dy sti aetna 
w 0, Be ee G 3% 7 >? 
(40) au : 
yo” — 55 Cr” = 0, 
k 
H® = — > K”) = 4%, 
und 
(41) e=——2gs, of =¢t. 
Die entsprechenden Gréfen fiir das s-Netz sind zuniichst 
k 1 uu 7 u k < 
a”) =0, bi) ~ a5” co = > = _19% i+) ~ 
sy’ 1 Po ay 1 u s)’ ‘ k 1 u¥o 
(42) MH a—— 9’ WW am = me, EY = 29? — aod re ’ 
id € s)" ° a)" i vo 5 o 
d= —29, WRB, ova Sig, 
alsdann 
1 @ k . 1 @ 1 gq? 1 ko 
_ tu _ i = Gu ° 
” 8 @ oo - 3 9 9 gts g? 
sy 2 Po f 1 Pu P 4 uvo 
(43) MM am = 2, BW = = 3, CW! = 5 gt — F + & Mae, 
— 2 os 14g? 2 
WW enan Wie ae ae ae + — 
A®) 29, Be 3 go’ C 3 *? g* 3 Pu 
woraus folgt 
k 
8 =s5, 6 —0, 
, 1 g, +)’ , 4 2k 
m ww o>, Bo’ — 0, Gv" -Fg'-Fe, 
(4) gw" 29, Go" mo, 
k 
H® = 493, Wa < = 
und 
(45) eM =—t, of —— 2gr, 


Die Gleichungen (41) und (45) beweisen die oben aufgestellte Be- 
hauptung, welche sich auch folgendermafen formulieren laBt. Die drei 
durch die Fliiche S in der Leitebene bestimmten Kurvennetze gehen, im Falle 
k+-0, auseinander durch Laplacesche Transformation hervor, und bilden 
deshalb bei einer solchen Transformation ein geschlossenes dreigliedriges 
System. 

Bezeichnet man symbolisch mit LZ die Laplacesche Transformation, 
welche das ¢Netz in das r-Netz verwandelt, so hat man symbolisch 


Lit) =r, Dt) =L(r) =s, Dt) =L(s) =t, 


(6) L-'(t)=s, L-*¢@) =L-"(s)—r, L-*(t) = L-“(r) =. 
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Wir driickén deshalb diese Relation zwischen den drei Netzen als Eigen- 
schaft des ¢Netzes allein aus, wenn wir sagen: die stereographische Pro- 
jektion der Haupttangentenkurven unserer Fliche S ist ein, bei Laplacescher 
Transformation, periodisches Kurvennetz von der Periode 3. 

Das Verschwinden der Invarianten © und ©” fiir jedes der drei be- 
trachteten Kurvennetze driickt diese selbe Eigenschaft nur in anderer 
Form aus.*) 

Wesentlich andere Eigenschaften des ¢-Netzes werden aber durch die 
Gleichungen 
(47) HO=K®, A'=0, Be =0 


geliefert. Die Invarianten H und K® sind nichts anderes als die von 
Laplace und Darboux betrachteten Invarianten der mittleren Gleichung 
des Systems (33), und sollen deshalb als die Laplace-Darbouxschen In- 
varianten bezeichnet werden. Man sieht, daB das ¢-Netz die Eigenschaft 
hat gleiche Laplace-Darbouxsche Invarianten zu besitzen. Obgleich ‘dieser 
Fall gleicher Invarianten eine groBe Anzahl Spezialuntersuchungen hervor- 
gerufen hat,**) scheint doch die geometrische Bedeutung dieser Bedingung 
bis jetzt unbekannt geblieben zu sein. Wir werden im folgenden die all- 
gemeine Bedeutung dieser Relation kennen lernen, beschriinken uns aber 
zunachst auf die weitere Erforschung unseres speziellen Falles in welchem, 
auBer H® = K®, noch die beiden anderen Bedingungen (47) zu beriick- 
sichtigen sind. 


g 6. 
Die oskulierenden Kegelschnitte der drei Fundamentalnetze. 


Um die Gleichungen (47) geometrisch interpretieren zu kénnen, er- 
weist es sich als wesentlich, die oskulierenden Kegelschnitte der drei 
Fundamentalnetze zu studieren. Wir beziehen diese Kegelschnitte auf ein 
Koordinatendreieck, welches die Punkte ¢, 9 und 6 als Ecken besitzt, 
und zwar derart, daB wir dem Punkte der Leitebene, welcher durch den 
Ausdruck 

a,t + 2,0 + 2,0 
bestimmt wird, die homogenen Koordinaten 2,, x,, x, beilegen. Eine Ver- 
wechslung mit den ahnlich definierten Tetraederkoordinaten des § 4 diirfte 
nicht zu befiirchten sein. Durch Anwendung der allgemeinen Formeln 
ergeben sich dann 


*) One parameter families, S. 506. 
**) Besonders von Moutard und Darboux. Man vgl. Darboux, Lecons sur la 
théorie générale des surfaces, 2. ‘ 
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(48) M® =42,2, + 49'%2,? — 89, 2,2, + (Sa _ #3) z,* = 0 
und 


(49) N® = 42,2, + (fee ~_ *) 2, — 89,2,2, + 4p*2,? = 0 


als Gleichungen der beiden Kegelschnitte, welche resp. die Kurven v = const. 
und « = const. des ¢-Netzes im Punkte P, oskulieren.*) 


In ganz entsprechender Weise legen wir zunichst dem durch den 
Ausdruck 


(50) xr + ae” + aa 
gelieferten Punkte die homogenen Koordinaten 2”, xf, 2 bei. Bezogen 


auf dieses Koordinatensystem, haben die oskulierenden Kegelschnitte der 
Kurven v = const. und u = const. des r-Netzes die Gleichungen 


4g?xy” + 49, 2a) + 4p2ae) — (2s anil #%) a? = 0, 
respektive 
k " , 
29? xy) _ 22 2) = 0. 
Nun ist aber 


ee : 0, = ee. 6, of) =f, 
sodaB der Ausdruck (50) gleich - 
. 89° 
(51) at — z a”) 9 4 = ag? 6 


wird. Bezeichnet man wieder die Koordinaten desselben Punktes, bezogen 
auf das oben benutzte Koordinatensystem des ¢-Netzes, mit 2,, 2, 23, 80 
mu8 man 2,;,2%,,%, proportional den Koeffizienten von ¢, e und o in 
(51) setzen. Man erhilt also 


P 


@£,=— 2), O%,=— > 


r 2g° 
a), or, = —— xf), 
oder umgekehrt 
a'r)=—2kprz,, ot =—ka,, wf) = 2g*x,. 


Fiihrt man diese Werte in die obigen Gleichungen ein, so erhilt man 
schlieBlich 


(62) MO=Ma2,? + 2kp,2,2, — 4ky*x,2, — (2s - 23) g*x,? = 0 
und 

(53) NO=oz2, + 2ka,2, =0, 

also die Gleichungen der Kegelschnitte, welche die beiden sich in P, 


*) One parameter families, Gleichungen (83) und (87). 
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kreuzenden Kurven des r-Netzes oskulieren, und zwar entspricht M“ der 
betreffenden Kurve v = const. und N) der betreffenden Kurve u = const. 
des r-Netzes. 

Durch eine ahnliche Rechnung findet man die Gleichungen der Kegel- 
schnitte, welche die beiden sich in P, kreazenden Kurven des s-Netzes 
oskulieren, nimlich: 

(54) M®) = pz,' + 2ka,2, = 0 
und 
(55) NO = — (% —2%) g*2,? + 2he,2,2, + k*x,?— 4k ya, 24 = 0. 


Die Kegelschnitte N“” und M) sind also identisch. Verbindet man dieses 
Resultat mit einem der Siitze des vorigen Abschnitts, so ergibt sich das 
folgende Fundamentaltheorem. 

Projiziert man eine nicht geradlinige Fliche mit unbestimmten Direktria- 
kurven, deren Haupttangentenkurven nicht siimtlich linearen Komplexen an- 
gehiren, von ihrem Leitpunkt auf ihre Leitebene, so bilden sich die Haupt- 
tangentenkurven ab als Kurven eines ebenen Kurvennetzes (des t-Netzes), 
welches bei Laplacescher Transformation die Periode 3 besitet. Man bezeichne 
die beiden aus dem t-Netz durch Laplacesche Transformation hervorgehenden 
Kurvennetze als r-Net2z und s-Netz, wd die beiden Punkte, welche einem 
Punkte P, des t-Netzes in diesen Netzen entsprechen mit P, und P,. Als- 
dann wird die Kurve des r-Netzes, welche in P, die Gerade P,P, beriihrt, 
in P, von demselben Kegelschnitt oskuliert, welcher auch in P, diejenige 
Kurve des s-Netzes oskuliert, welche in P, die Gerade P,P, beriihrt. 

Wir bezeichnen im folgenden den eben erwihnten gemeinsamen 
oskulierenden Kegelschnitt als den zum Punkte P, gehdrigen Hauptkegel- 
schnitt. Wir werden im folgenden Abschnitt zeigen, daB der eben be- 
wiesene Satz sich umkehren laBt; d. h. daf ein jedes Netz mit diesen 
Eigenschaften sich auffassen lift als stereographische Projektion der Haupt- 
tangentenkurven einer Fliche mit unbestimmten Direktrizkurven. Wir werden 
sogar noch spezieller zeigen, daB die Evxistenz eines zu jedem Punkte des 
t-Netzes gehorigen Hauptkegelschnittes geniigt, um des Netz als stereographische 
Projektion einer Fliche mit unbestimmten Direktrizkurven zu charakterisieren. 

Wir haben unser Fundamentaltheorem bewiesen unter der Voraus- 
setzung, daB @ keine Konstante ist und demnach der Differentialgleichung 
(19) geniigen muB. Man kann sich aber leicht davon iiberzeugen, dap der 
Satz auch im Falle p = const. giiltig bleibt. Nur ergibt sich iiberdies, dap 
in diesem Falle die drei Kurvennetze zueinander projektiv sind, und daB die 
sechs in entsprechenden Punkten oskulierenden Kegelschnitte der drei Netze 
paarweise zusammenfallen, sodaB nur drei getrennte oskulierende Kegelschnitte 
iibrig bleiben, statt der fiinf des allgemeinen Falles. 
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§ 7. 
Allgemeine Beziehungen zwischen den oskulierenden Kegelschnitten 
dreier durch Laplacesche Transformation zusammenhingender 
ebener Kurvennetze. 


Es seien vorgelegt die Differentialgleichungen eines ebenen Kurven- 
netzes in ihrer kanonischen Form 


Yuu _ Ay, + By, + Cy ? 
(56) Yur _ A’y, + By, + C"y , 
. Yoo o A’y, + By, + C"y, 


wo 


(57) A+B’=0, 4'+B"’=0 


Um die Differentialgleichungen des ersten Laplaceschen transformierten 
Netzes, gleichfalls in der kanonischen Form zu erhalten, setzt man 


os 2a a A’ | gfe 6 _ 
Varn Varn’ 
wo H die Laplace-Darbouxsche Invariante 
H=C'+ A’B’— A, 
bedeutet. Man findet dann fir y, ein System von Differentialgleichungen 
von der Form (56), dessen Koeffizienten A,, B,, C, usw. sich durch die 
Koeffizienten von (56) ausdriicken lassen.*) 
Bezeichuet man die fundamentalen Kovarianten dieses Systems mit 
g, und 6,, setzt also 


a , a , 
a 7 —-BYy,, %= at — Ay "> 





so ergibt sich 
’ ae Ware 


= tg [Ort we MS 


Es seien 2,, 2, 2, die Koordinaten eines Punktes bezogen auf das 
Dreieck P,P, P, und 2,, 2%, x die Koordinaten desselben Punktes 
bezogen auf das Dreieck P, P,P. Dann unterscheiden sich die beiden 
Ausdriicke 


(58) 


HyY+t%e+a,6 und 2,%y, + 2%, + 2, %6,, 


*) One parameter families, Gleichungen (45). 
Mathematische Annalen. LXXVI. 10 
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nur durch einen Faktor, und es wird 
oz, = AC, 2, + AU” Hz,, 
(59) or = A" 2, — C"z,, 
o2,” = Hz,. 
Nun sind die Gleichungen der beiden Kegelschnitte M und N, welche 


die Kurven v = const. und «= const. des urspriinglichen y-Netzes im 
Punkte (u,v) oskulieren, 


M = Bx, + 4BB'x,2, — 282,27, + O2,? = 0, 


(60) ’ ” ” ” 
N=VY¥27 + 4WU" 2,2, — 2U" 2,2, + W"%s,? = 0, 
wo 
—_ - ‘2 , . , ’ 


Y= 6" —40? +2, + 6W A, 
und wo %’, UM”, B, B usw. Invarianten des y-Netzes bedeuten.*) 

Um die oskulierenden Kegelschnitte des y,-Netzes in dem entsprechen- 
den Punkte zu erhalten, hat man in (60) alle GréBen durch die ent- 
sprechenden des transformierten Netzes zu ersetzen. Fiihrt man dann 
noch die Koordinatentransformation (59) aus, um diese Kegelschnitte auf 
dasselbe Koordinatensystem zu beziehen, wie die Kegelschnitte M und N, 
so erhilt man 


(62) M, = 2,' + 24,,2,7, + a,,27, — 2H2,2, = 0, 
wo 

a, = 28,’ — & 
(63) BC’ 6”? 

Ag, = %, - 26, —4 9" + x?" 


In ganz entsprechender Weise erhilt man fiir die — 1 Laplacesche 


Transformation 
Ky 


+o  winl 
ae a. 
1 
1 = pel Oy —- Bol, 
@_1 Tux y = et 
die Gleichung des Kegelschnitts N_,, namlich 


(65) N_, = 2,2 + 20,32, 2, + by32,? — 2Ka,2, = 0, 
wo 


G_ 


(64) 


bs = 2%. — 
by — ¥_,— 267, + S44 


*) One parameter families, Gleichungen (83)—(88); die Invarianten werden dort 
definiert durch die Formeln (21) \ 
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Man betrachte den durch M, und N_, bestimmten Kegelschnittbiischel. 
Der einzige Kegelschnitt dieses Biischels welcher durch P, (2, = 2, =0) 
hindurchgeht, ist 


(66) M, — N_, =2aj,,%, 1, + dy,%,? —2b,5 2,2, — b,3%,°+ 2(K—H) a, 2, = 0. 


Derselbe schneidet die Gerade P, P, | (2,=0) in zwei Punkten, welche 
die Strecke P, P,  harmonisch teilen, wenn 


H=K 
und nicht zugleich 
Gz, = by = 0. 
Ist aber 
H=K, a, =b, = 0, 
so zerfallt entweder der Kegelschnitt M,— N_, in ein Linienpaar, oder 
die Kegelschnitte M, und N_, sind identisch. 

Man erhilt also das folgende Theorem, in welchem die geometrische 
Bedeutung der Beziehung H = K zwischen den Laplace-Darbouxschen 
Invarianten einer Differentialgleichuag der Form 

a , 
auao 4 + BS + Cy 
enthalten ist. 

Es sei P ein beliebiger Punkt eines ebenen Kurvennetzes mit gleichen 
Laplace-Darbouxschen Invarianten, und es seien P, und P_, die entsprechen- 
den Punkte des ersten und des minus ersten Laplaceschen transformierten 
Netzes. Es gibt dann eine Kurve des ersteren Netzes, welche die Gerade 
P,P in P,, und eine Kurve des letateren Netzes, welche P_,P in P_, 
beriihrt. Es seien M, und N_, die Kegelschnitte, welche diese beiden Kurven 
in P, und P_, oskulieren. Entweder teilt dann der durch P gehende Kegel- 
schnitt des durch M, und N_, bestimmten Biischels die Strecke P,P_, 
harmonisch, oder dieser Kegelschnitt zerfallt in ein Linienpaar, dessen einer 
Bestandteil mit P,P_, identisch ist, oder endlich die Kegelschnitte M, und 
N_, fallen zusammen. 

Da es uns vor allen Dingen darauf ankommt, die am SchluB des § 6 
ausgesprochene Umkebrung zu beweisen, nehmen wir jetzt an, daB die 
‘beiden Kegelschnitte M, und N_, zusammenfallen. Dann ist 


H= K, ayy = yy = dys = Dyg = 0. 
Aus der Bedingung H = K ergibt sich zunichst 


A, = B., 
sodaB man setzen darf 
(67) Amit, Bm. 


10° 
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Aus den Bedingungen a,, = b,, = 0 folgt dann 
1 H, 


€ —28%.,--B, +223 —1 2g, 
(68) ” ” , ” i, ” 1 H, “ 

¢c” — 2A r= - H+ 23-7 Pe. 
Andererseits ergibt sich aus den Integrabilitiitsbedingungen des Netzes 
(69) C=-—B, 4328, C'=-—a743 a”, 


sodaB man durch Elimination von © und ©” die Gleichungen 
.. fae ~ ae eS 
B+ z)—-% W(t+s H)-9 
erhilt. Wir diirfen voraussetzen, dab 
U +0, BO. 
Im entgegengesetzten Falle wiirden niimlich entweder die Kurven u = const. 
oder v = const. gerade Linien werden, sodaB mindestens eine der beiden 
hier betrachteten Laplaceschen Transformationen versagen wiirde. Es 
muB also 
(70) Hi =e 
sein, wo ¢ eine Konstante bedeutet. 
Man findet mit diesen Werten 
ii ee 2 1 lk 
C, = 0, B, -3@83-)-se BY = (63-3), 
sodaB die Gleichung a,, = 0 sich reduziert auf 
a (& wy ¢” 
au (er) + a a —% 
woraus folgt 
C"=V 


wo V eine Funktion von v alfein bedeutet. In ganz entsprechender Weise 
findet man 
G=U 
wo U eine Funktion von « allein bedeutet. 
Setzt man diese Werte von © und ©” in die beiden Integrabilitits- 
bedingungen 


©, — H,—3B’H + BC" —0, 
C*— H, —3A'H — YX’CE=0 
ein, so findet man, dab 
(71) €=6’=0 


sein muB. Dy 
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Aus (69) ergibt sich nun 

B= 1*U, W” = 1°V, 
wo wir wieder mit U und V Funktionen von u und v allein bezeichnen. 
Nun sind aber &” und % relative Invarianten des Kurvennetzes, welche 
bei der Transformation 

i = a(u), d = B(v) 
iibergehen in 

mm v or’ a (u ” 
(©) 20" ewe 7. 
B/ Fw) BB Ke)? U 

Man kann also durch passende Wahl von «(u) und A(v) erreichen, daB 
%” und ¥ einander gleich werden. Wir setzen voraus, daB die unabhingigen 
Veriinderlichen von Anfang an so gewahlt worden sind, und bezeichnen 
den gemeinsamen Wert von %” und 8 mit — 2q, setzen also 


A” = B= — 2—(u, v). 


sodaB 


Zufolge (68) wird dann 


1 H,, = Pu hy 1 H, %, 9 4s 
TW 6 t78?, PBT tte 


oder, wegen (67) und (70), 
Ro i, 1 Pu , i, i Pe a = S . 
ot Velie bs Beh ee ae 
Aus der noch nicht benutzten Integrabilititsbedingung 


3 —-A"S—- H-K=0 
ergibt sich noch 


, 1 2¢ 

C= 5 (49+ Z): 
Beriicksichtigt man die Ausdriicke der Invarianten als Funktionen der 
Semiinvarianten, so erhalt man 


a 1 Oy 6 y _ 1 Puy 1%, 2 
ia Pele eS eo ee 
, 1 eee lL oy CO’ =_t 2 2c — 1 B® 
4 PG Ps FP oye ty to: 
nw ” 1 Pr wo poo 1 & 3 
A =— 29, B Ye ee C ~ © @ 9 pt 3 Pu 


Nun ist aber auch a 
’ , 1 6 
CmH+ 4 B+ 5 Gude”? 
sodaB 
dudv 49 


c 
ey 











150 E. J. Wiezynsxt. 


sein muB. Setzt man noch c = — k, so erhilt man genau das System der 
Semiinvarianten (35). Wir haben also bewiesen, daB ein jedes ebenes 
Kurvennetz, fiir dessen stimtliche Punkte die Kegelschnitte M, und N_, zu- 
sammenfallen, sich auffassen lift als stereographische Projektion der Haupt- 
tangentenkurven einer Fliche mit unbestimmten Direktrixkurven. 


§ 8. 
Bestimmung des t-Netzes durch Grenzhedingungen. 


Aus einem bekannten Theorem von Picard folgt der folgende Satz: 
Es existiert eine analytische Funktion (u,v), welche eindeutig bestimmt 
wird durch die folgenden Bedingungen. Sie soll der Differentialgleichung 
a" log @ k 
“Ouao y+ @ 
geniigen; sie soll sich fiir «—«u, auf eine vorgeschriebene analytische 
Funktion V(v) von v allein, und fiir » =, auf eine willktrliche analy- 
tische Funktion U(u) von « allein reduzieren, wobei die beiden Funk- 


tionen U(uw) und V(v) nur der Bedingung unterworfen sind, dab gt = 
fiir «=u, und v = v, endlich bleibt, und daB 
U(uy) = V(r). 

Von diesem Satz machen wir jetzt eine Anwendung. Wir werden 
zeigen, daB eine Kurve u = const. und eine Kurve v = const. des t-Netzes 
willkiirlich vorgeschrieben werden kann und daf das Netz dann bis auf 
drei willkiirliche Konstanten eindeutig bestimmt ist. Dabei ist die Be- 
schrankung auf analytische Funktionen nicht wesentlich, da der Picardsche 
Satz im reellen Falle auch fiir nicht analytische Funktionen gilt. Um aber 
auch den Fall komplexer Haupttangentenkurven in unserer Untersuchung 
za umfassen, scheint es uns bequemer, diese Einschrinkung einzufiihren. 

Aus den Gleichungen (33) und (34) des ¢Netzes findet man zuniichst 

tout 3pyt, + Spgt, + pst = O, 
wo 
1 Py 5%. 1195 
A~3 5° A-G>y> it 5” 
A Puvw 1 FuuPu 25 Pu 


BAe 9 -t 8 oe — 3k, 


als Differentialgleichung einer einzelnen Kurve v = const. des ¢-Netzes. 
Reduziert sich g(u,v) fir v= auf U(u), so ergibt sich insbesondere 
die Differentialgleichung 


re d*t dt 
(72) dus + 3p, Fat 3Ps a, + Pst = 9, 








wo 


(7: 


Bit 


80 
be 
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wo 
98 6 U” 11 U" 
A osu aS UR UY 
(73) ‘ fad 
1U 1U"U’ 6 U’ 


BT  e VT ey 
fiir die Kurve v= v, des Netzes, und es kommt uns darauf an zu be- 
weisen, daB die nach dem Picardschen Satz willkiirliche Funktion U(w) 
so gewahlt werden kann, daB diese Kurve v = v, mit einer beliebig vor- 
gegebenen nicht geradlinigen analytischen Kurve zusammenfiallt. 

Wir stiitzen uns dabei auf die folgenden Siitze aus der projektiven 
Differentialgeometrie der ebenen Kurven.*) Es seien y,(%), ¥(%), ys(”) die 
homogenen Koordinaten eines veriinderlichen Punktes P, einer ebenen 
nicht geradlinigen analytischen Kurve C,. Dann sind y,, y,, ys linear un- 
abhingige Lésungen einer linearen homogenen Differentialgleichung dritter 
Ordnung 


(74) oY + 3q,9-%+3q 52 + ay = 0, 

dessen Semiinvarianten 

(75) = %—- UH? —h, = % — 3% % + 2G,°— 4," 
und Invarianten 

(76) O,= Q— FQ’, 04 — 60,0,” — 7(0,')? — 27 Q 0," 


sich leicht als Funktionen von x berechnen lassen. 

Sind umgekehrt @, und @, als willkiirliche Funktionen von x gegeben, 
so existiert eine analytische Kurve, deren Invarianten die gegebenen Werte 
besitzen und welche bis auf projektive Transformation eindeutig bestimmt 
ist. Insbesondere ist diese Kurve ein Kegelschnitt, wenn 6, und also auch 
6, identisch verschwindet. 

Es sei jetzt C eine beliebig vorgeschriebene analytische nicht gerad- 
linige Kurve und es sei (74) ihre Differentialgleichung bezogen auf eine 
irgendwie gewahlte unabhingige Veriinderliche z. Es seien ferner 

9,= 93(%), 9,—= ps(~) 
die Werte ihrer Invarianten als Funktionen von z, wo also g,(2) und 
@,(x) als beliebig vorgeschriebene Funktionen anzusehen sind. 

Die Invarianten der Kurve v = x ergeben sich leicht durch Anwen- 

dung der zu (75) und (76) analogen Formeln. Man findet 
(0) = — 3 (oy — Bg +4 pe + 48), 
m7) 6,(u) = 60,6,” — 7(0,')? — 27 P,6,°, 


*) E. J. Wilezynski Projective Differential Geometry of Curves and Ruled Surfaces. 
B. G. Teubner, Leipzig 1906, 8, 58—61. 
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wo U’, U” usw. Ableitungen nach u bedeuten. Damit die Kurve v = », 
mit C zusammenfallen mége, muB es méglich sein, w derart als Funktion 
von x zu bestimmen, daB identisch 


(78) O,(u) = s(x), 9(u) = 9(2) 

wird. Umgekehrt folgt aus dem identischen Bestehen der Gleichungen (78) 
allerdings zunichst nur, daB die beiden Kurven zueinander projektiv sind. 
Durch passende Wahl des Fundamentalsystems der Lésungen von (72) 
kann man dann aber auch erreichen, dab die beiden Kurven zusammen- 
fallen, und zwar nur in einer Weise, wenn iiberdies die Kurve C nicht 
eine selbstprojektive ist. 

Wegen (73) kann man auch schreiben 


1 ’ = ’ 
a= FZ (5p, —p,"), Ds =p, + Sp,p, — 3p,°— 2k, 


P,= = (p,—2p,'), P,=— 2k, 
und schlieBlich 
0, (u) = — 2k — p,” + 4p,p,’, 
0,(u) = 60,0,” — 7(0,')? — 18(p,'— 2p,*)6,?. 
Es kommt also darauf an zu zeigen, daB man p, und u als Funktionen 
von 2 derart bestimmen kann, daB die Gleichungen (78) oder 


d*p, d 
— 2k — Gat + 4p, a = Ps), 
do, dg,\* dp, 
6 yy Gat — 1 (Get) — 18 (G2 — 2p,*) 9.7 = 94 (2) 
befriedigt werden, bei willkiirlich vorgeschriebenen g,(z) und g,(z). 
Fihren wir tiberall z als unabhiingige Veriinderliche ein, so erhalten 
diese beiden Gleichungen die Form 


dp, dudp, dp, dw 
a dz dz* dz dz* 

— 2k + 4p, = ‘ — a7 ee P3(2), 
az (53) 


79 | 

dud, _deyeu (doy (an 

dzd dz dz* da. dz 

69 agr  ~ Tae 18 & * an Ps"(2) = Ga(2). 
(a ) o (35) dz 


Wenn die gegebene Kurve C kein Kegelschnitt ist, so ist 


93(2) + 0 
und man kann durch eine passend gewihlte Transformation der unab- 
hingigen Verinderlichen 2 stets erreichen, daB , identisch gleich der 
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Einheit wird.*) Wir nehmen an, daB man diese Transformation ausgefiihrt 
hat, so daB wird 

g;(“) =1. 
Aus (79) ergibt sich dann 


d 1 d 
ae = [2p,7— 3 Ps (2) | zo) 


1 d 1 1 
— 2k + 4p, [2p,? ~ 48 9s(2)| _ ae| 27.?— ia Pa() | ia” 1. 
dz 
Fiihrt man die angedeutete Differentiation in der letzten Gleichung aus, 
unter Beachtung der ersten, so findet man schlieBlich 
oe, 1) . 6a 
dz 18(2k+1) da ’ 
(80) 
dp, 1 dg, (") T. 1 
da ~ BGETD de |2P1°— 79 M(@)]- 

Da wir k = 4 voraussetzen diirfen, ist 2k+1 von Null verschieden 
und man erhalt zunichst 


(81) U — l= sgqE ET Ps(@) — Po(m)], 


wenn wir mit u, den Wert von wu bezeichnen, welcher « = 2, entsprechen 
soll, und wo man ohne Beschriinkung der Allgemeinheit u,—0 setzen 
kann, da man ja den Anfangspunkt der u-Skala willkiirlich wiihlen darf. 
Man erhilt dann p, als Funktion von x oder auch von wu durch Inte- 
gration einer Riccatischen Differentialgleichung und somit von einer Inte- 
grationskonstante linear abhingig. Da zufolge (73) 


vu’ 
27, 

ist, ergibt sich schlieBlich 

(82) U(u) = Cel” 


so daB U(u) durch die vorgegebene Kurve v = », bis auf zwei willkiir- 
liche Konstanten bestimmt worden ist. In ganz entsprechender Weise wird 
die Funktion V(v) durch die vorgegebene Kurve u = u, bis auf zwei will- 
‘ kiirliche Konstanten bestimmt. Da iiberdies 


U(u) = V (0) 
sein mu, reduziert sich die Zahl der in U(u) und V(v) noch itbrig blei- 
benden Konstanten auf drei. 


Man erkennt leicht, daB die in p, auftretende Konstante bestimmt 
werden kann durch Fixierung des dem Punkte (u,v) des ¢-Netzes ent- 


*) Le. 8. 61. 











154 E. J. Winezyysxt. 


sprechenden Punktes des — 1" Laplaceschen transformierten Netzes. In 

ihnlicher Weise entspricht die zweite Konstante der Lage des entspre- 

chenden Punktes des ersten Laplaceschen transformierten Netzes. Die dann 

noch iibrig bleibende Konstante tritt in @(u,v) als Faktor auf und wird 

bestimmt, sobald man den Kegelschnitt (54) innerhalb des Biischels 
Alpz,’ + 2kr,2, = 0 

bestimmt ausgewihlt hat. 

Wir erhalten schlieBlich das folgende Theorem: Man wiihle zwei nicht 
geradlinige, aber sonst beliebige analytische Kurven C’ und C” in derselben 
Ebene, welche sich in einem Punkte P schneiden und in diesem Punkte nicht 
zusammenfallende Tangenten t und t’ besitzen. Auf t und t"” wihle man 
zwei Punkte P’ und P”, von P verschieden, aber sonst beliebig. Endlich 
wihle man K einen beliebigen der Kegelschnitite, welche t in P’ und t’ 
in P” beriihren. Es existiert ein und nur ein Netz der von uns betrachteten 
Art, welches die gegebenen Kurven C’ und C” enthiilt, fiir welches iiberdies 
die bei der 1** und —1** Laplaceschen Transformation dem Punkte P ent- 
sprechenden Punkte mit P’ und P” susammenfallen und fiir welches der 
dem Punkte P entsprechende Hauptkegelschnitt mit K iibereinstimmt. 

Beim Beweis dieses Theorems haben wir vorausgesetzt, dab ,(zx) 
nicht identisch verschwindet, daB also die gegebenen Kurven des Netzes 
keine Kegelschnitte sind. Um den Beweis zu vervollstindigen, setzen wir 
jetzt voraus: 

@; (x) = 0. 
9,(u) = O,(u) = 0 

sein, so dah p, als Funktion von u der Bedingung 

— 2k—p,"+ 4p,p = 0 
geniigen muB, woraus sich ergibt 
(83) p, = 2p,2— 2ku+ C. 
Die Konstante C laBt sich aber, wie oben dié Konstante u, auf Null 
reduzieren durch passende Wahl des Anfangspunktes der u-Skala. Folg- 
lich erhilt man aus (83) fiir p, eine Funktion, welche eine wesentliche 
Konstante enthalt. Im iibrigen ist dann die SchluBweise genau dieselbe 
wie im allgemeinen Fall. Man sieht also, daB das obige Theorem auch in 
diesem Falle giiltig bleibt. 

Wir kénnen unser Theorem noch etwas vervollstindigen. Die Diffe- 


rentialgleichung, aus welcher sich p, bestimmt, ist eine Riccatische, und 
der Ausdruck 


Dann muB 


fata 
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bestimmt fiir jeden Wert von u den dem Punkte (u, v,) der gegebenen 
Kurve v = v, entsprechenden Punkt des — 1" Laplaceschen transformierten 
Netzes (des r-Netzes in unserer friiheren Bezeichnung). Gibt man also 
der in p, auftretenden Integrationskonstante hintereinander vier verschie- 
dene Werte, so werden die der Kurve v=», des t-Netzes bei diesen 
verschiedenen Werten der Konstanten entsprechenden Kurven v = v, des 
r-Netzes die Tangenten der urspriinglichen Kurve in konstantem Doppel- 
verhiltnis schneiden. Man erhilt also noch den folgenden Satz: 

Ein Kurvennetz der hier betrachteten Art ist durch eine seiner Kurven 
u = const. und eine seiner Kurven v = const. nur bis auf drei willkiirliche 
Konstanten bestimmt. Die Gesamtheit der Kurven, welche in einem solchen 
Netze, bei gegebener Kurve v = v,, dieser Kurve als Laplacesche transformierte 
noch entsprechen kinnen, bilden eine eingliedrige Schar von der besonderen 
Art, dap je vier Kurven der Schar die Tangenten der gegebenen Kurve v = v, 
in konstantem Doppelverhiltnis schneiden. 


§ 9. 
Bestimmung der Fliche bei gegebener stereographischer Projektion 
ihrer Haupttangentenkurven. 


Es ist geometrisch evident, dab einer gegebenen Fliche mit unbe- 
stimmten Direktrixkurven ein eindeutig bestimmtes t-Netz entspricht. An- 
dererseits ist es aber auch klar, daB es unendlich viele solche Flichen 
gibt, welche bei gegebenem Leitpunkt und gegebener Leitebene einem 
gegebenen ¢-Netz entsprechen. Hat man nimlich eine einzige solche Fliche, 
so erhilt man aus ihr ohne weiteres einfach unendlich viele andere, indem 
man auf sie die allgemeinste projektive Transformation anwendet, welche 
den Leitpunkt und jeden Punkt der Leitebene invariant la8t. Wir wollen 
noch zeigen, daB die Fliichen der so erhaltenen Schar die einzigen sind, 
welche dem gegebenen Leitpunkt und dem gegebenen ¢-Netz entsprechen. 

Durch das ¢-Netz und die Wahl der unabhingigen Verinderlichen u, v 
werden zuniichst die Funktion (u,v) und die Konstante k eindeutig be- 
stimmt. Hat man nun zwei Flaichen S, und Sy, welche bei gemeinsamem 
_ Leitpunkt dasselbe ¢-Netz als stereographische Projektion ihrer Haupt- 
tangentenkurven besitzen, so miissen offenbar Py, P, und P, kollinear 
sein, wenn Py der Punkt der Fliche Sy ist, welcher dem Punkte P, von S, 
entspricht. Man hat also jedenfalls 


(84) Y=At+uy, u +0. 


Da die Verinderlichen u,v, die Funktion (u,v) und die Konstante k, 
bestimmt durch das ¢-Netz und die Wahl der unabhingigen Verander- 
lichen dieses Netzes, den Differentialgleichungen der beiden Flachen ge- 
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meinsam sind, miissen diese beiden Systeme von Differentialgleichungen 
(bis auf die Bezeichnung der abhingigen Veriinderlichen) entweder mit- 
einander genau iibereinstimmen oder wenigstens durch eine Transformation 
von der Form i 

Y = v(uv)Y 
zur Ubereinstimmung gebracht werden kénnen. Wire dies namlich nicht 
der Fall, so hitten die beiden Flichen nicht dieselben Invarianten und 
auch kein gemeinsames ¢Netz. Wir diirfen also ohne weiteres annehmen, 
daB Y in (84) so ausgewahlt worden ist, daB Y genau denselben Diffe- 
rentialgleichungen geniigt wie y. 

Nun ist aber fiir die erste Fliche 

(85) t= (5 P—2gt— Fy — 2 Sey, 2 ey +y,,, 
und es kommt nur noch darauf an die Frage zu beantworten, wie mub 
man 2 und mw in (84) bestimmen, damit, wenn man 


1 PuPe 1 9, 1 9, 
T= (7% —2g'— )¥- 5% y,- a 2Y,+ Y., 


setzt, die Punkte P, und P, fiir jedes u und » zusammenfallen. Man 
findet leicht 


ki /g, i, Kh (Gy Ay 
T=ot+|>(2—Z)+eJ)r+[> (7 zt) + Hu]; 
wo es auf den Wert von @ nicht ankommt. Damit die Punkte P, und P, 
zusammenfallen, muB also 
kivo, 4, kilo, 4, 
(86) viet) tHHo% S-7)+H-0 


sein. Wir haben aber auch vorausgesetzt, daB 2 und u in (84) so gewahlt 
worden sind, daB Y und y genau denselben Differentialgleichungen geniigen. 
Man findet, daB dies dann upd nur dann der Fall ist, wenn 


u,=—p,= 0, 


und somit mw eine Konstante ist. Man kann dann ohne Beschrankung der 
Allgemeinheit » = 1 setzen, so daB man aus (86) 


A=cy 
erhalt, wo ¢ eine Konstante bedeutet. Es wird also schlieBlich 


Y=y+cqt. 
Man erhilt also eine einfach unendliche Schar von Flachen, welche alle 
mit der urspriinglichen projektiv aiquivalent sind. 
Es gibt also genau oo! Fla mit unbestimmten Direktrixkurven, deren 
Haupttangentenkurven nicht sé linearen Komplexen angehoren, welche 
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einem gegebenen Leitpunkt, einer gegebenen Leitebene und einem gegebenen 
t-Netz entsprechen. Dieselben sind alle zueinander projektiv. Eine bestimmte 
Fiche der Schar erhilt man durch Angabe eines ihrer Punkte, welcher nicht 
in der Leitebene liegt und nicht mit dem Leitpunkt zusammenfiillt. Die 
homogenen Koordinaten der Punkte der allgemeinsten derartigen Fiche 
werden durch die Gleichungen 


YO = y+ egt® (k= 1,2, 3,4) 
bestimmt. 


§ 10. 
Die endlichen Gleichungen der Fliche im Falle & = 0. 


Da das ¢-Netz sich im Falle k=O auf einen Punkt reduziert und 
also verschwindende Laplace-Darbouxsche Invarianten besitzt, mu es mig- 
lich sein, die Gleichungen des r-Netzes, des s-Netzes und der Fliche 8 
mittels Quadraturen auf eine Form zu bringen, in welcher die unbekannten 
Funktionen nur noch von den einzelnen Verinderlichen u und v getrennt 
abhiingen. Wir werden jetzt die betreffenden Formeln explizit aufstellen, 
wobei sich iiberdies ergeben wird, daB auch diese unbekannten Funktionen 
sich in einfacher Weise durch Quadraturen berechnen lassen. 

Wir erhalten zuniichst aus (23), (27) und (30), im Falle k = 0, 
ne 7 _ yu'v’ 

“Ye? %~ 2049)’ 
wo U und V willkiirliche Funktionen von w allein und von »v allein be- 
deuten. Zufolge (31) hat man 


(87) t=x 


1 9, 


1 
f,.— — re s.—-~@ 


; hd Sede 


2 
so daB sich ergibt 


d 7 d 
(88) r=Volaf % +a], = Vela f +n], 
wo wir mit U, und V, wiederum willkiirliche Funktionen von u und v 


allein bezeichnen. 


Setzt man 
*Udu * du 
a = Us, = = U,, 
, U’ U’ 
(89) V V 


Vdvo * dv 
———e GD _ = V7 
Vv’ V3, Sv ’ 
so daB U, und U, von wu allein und V,, V, von v allein abhingen, so wird 
, , "d , , 
(90) ft -20.7+ 07); J > 720, V,+ U; V3), 
2 


, , au, 
wenn wir U, = 7° setzen usw. 
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Aus (88) und (90) ergibt sich 
r= Vo[U, + 2¢,(U,'V, + U,'V;)), 
oe Vol", + 2¢,(U,V, + U;V,’)}. 


Nun milesen aber r und s auch den beiden noch nicht benutzten 
Gleichungen des Systems (31), 


(91) 


(92) r+ or —=— 29s, 8+ 5 8——2or 


gentigen. Fihrt man die Werte (91) fiir r und s und den Ausdruck (87) 
fiir » in die erste Gleichung (92) ein, so Pia sich, daB 


° ” ” 1 
U,' + 2¢,(U,"V5+ Us" V5) + Gr ~ UF an 
yuv' 


+ ops + 2¢,(U,V,'+ U,V¥,’)] = 0 


[U, + 2¢,(U,'V,+ U;'V;)] 


sein muB. Diese rai laBt sich leicht auf die Form 
(93) vet’ + 3 +o 7 U;) U—U'U,+ 2,V0U,| 
i. V. vy + 2c, VV,— 2c, V, 
+ gl Ui’ +4 77 U, + 24, VOU;|V =0 
reduzieren, d. h. auf die Form 
A(u) + u(r) + e(u)o(v) = 


wo die Funktionen i, uw, e, 6 nur von den angedeuteten Argumenten ab- 
hingen. Aus dieser Gleichung ergibt sich durch Differentiation 

U(u) + e'(u)a(v) =O, w'(v) + e(u)o'(v) = 9, 
so dab mindestens eine der Funktionen o(u) oder o(v) konstant sein mub. 
Im vorliegenden Falle ist e(e) = V, und die Méglichkeit V’= 0 ist aus- 
geschlossen, da sonst die Fliche S eine Linienfliche sein wiirde. Folglich 
ergibt sich aus (93) 


1 


} 
’ 1 U” 7 
sis yet 7 Ut 240,VT]=4, 


c,U — U,V" + 2¢,(U,—UU,) + V, VV" — 2c,(V,—VV;) +qV = 0, 


wo ¢, eine willkiirliche Konstante bedeutet. Aus der letzten Gleichung 
folgt weiter . 


V+ ViVV'— 2¢,(V,—VV5) = + 5, 
wo auch ¢, eine willkiirliche Konstante bedeuten soll. Die erste Glei- 
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chung (94) ist dann als Konsequenz von (95) von selbst erfiillt. Aus (95) 
findet man nun 


U, = ql2a(Ua— UU,) +40 + al, 
(96) 
T= pl2a(Va— VM) — GV + a. 


Fiihbrt man diese Ausdriicke in (88) ein, so findet man leicht, daB die sich 
ergebenden Werte von r und s, namlich 





a | 

as f= Ve aE pat Os + V,—(U,;—V;,)U} +4U+ 6], 
U’ 1 

s= V VOTH at h+Os— V3)V}—4qV +e), 


den Gleichungen (92) geniigen. 
Die Gleichungen (28), welche mit 


Pacey vem 
au\V¥o) Vo’ ©*\V—) Vo 
gleichbedeutend sind, ergeben dann schlieBlich 
a [% du + [ dv + 2c, (U,V, + U,V,) + %, 
P e e : 


wo ¢, die vierte, im allgemeinen Ausdruck von y auftretende Integrations- 
konstante bedeutet. 


Wir erhalten endlich das folgende Resultat: Die Gleichungen 


(1) 
v= U,) eye Us au +f VV av, 
a a = U,+ V; Pm at 
Ve i * V9 r 


wo U(u) und V(v) willkiirliche Funktionen von u und v allein bedeuten 
und wo 
Uv’ , , 
ascii U'+0, V'#0, 


‘ 7 *Udu 
(99) i yu’ Us= {Vo 


fy fm 


bestimmen y, y®, y, y® als die homogenen Punktkoordinaten der alige- 
meinsten nicht geradlinigen Fliche mit unbestimmten Direktrixkurven, deren 
Haupttangentenkurven sémilich linearen Komplexen angehiren, bezogen auf 
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thre Haupttangentenkurven. Eine jede solche Fiche ist also einer der in 
Cartesischen Koordinaten definierten Fliichen 
= 2[ U,V, + aw Ske, Ys av], 
y= U,—V,, 2—U;+Vs3, 
projektiv dquivalent.*) 

Die Gleichungen (98) bestimmen demnach ein Fundamentalsystem 
von Liésungen der partiellen Differentialgleichungen (21) im Falle k = 0. 
Die Gleichungen (97) erlauben entsprechend die allgemeine Integration der 
Differentialgleichungen des r-Netzes und des s-Netzes auszufiihren. 

Es ist auffallend, daB in diesem Problem die Formeln (100) fiir die 
Cartesischen Koordinaten einfacher sind als die entsprechenden homogenen 
Formeln (98). Merkwiirdigerweise trifft dasselbe auch im Falle k +0 zu. 
Die Gleichungen (21) haben namlich nicht nur im Falle k = 0, sondern 
im allgemeinen die spezielle Lésung y = +. Das SchluBtheorem des 
dritten Abschnittes laBt also die folgende vereinfachte Formulierung zu: 

Jede nicht geradlinige Fliche mit wnbestimmten Direktrixkurven ist pro- 
jektiv 2u einer Fliiche, deren Cartesische Punktkoordinaten den beiden Diffe- 
rentialgleichungen 


(100) 


sat to ont 25 me =~ 
(101) ou 9 Ou 
° 1 29 o0 4% ~ ~0 
ie @ ov 


geniigen, wo @ eine nicht verschwindende Konstante oder eine Lisung der 
Differentialgleichung . 

Cee — 4g + = k=O oder k = 4, 
bedeutet. 

Mit diesem Theorem, welches sich ganz besonders bequem zur Er- 
forschung auch der metriscken Kigenschaften unserer Fliichenklasse an- 
wenden la8t, und mit den Folgerungen, welche man aus den Gleichungen (100) 
im Falle k= 0 noch ziehen kann, gedenke ich)}mich in einer zukiinftigen 
Mitteilung noch weiter zu beschiiftigen. Die vorliegende Arbeit sollte nur 
dazu dienen, die wesentlichsten Eigenschaften dieser interessanten Flichen 
festzustellen. 


The University of Chicago, den 16. August 1913. 


*) Diese Gleichungen kann man weit einfacher folgendermaBen schreiben: 
a= 4(0+V)—2(0'—V)(u—v), y= U'—V’, zmut+r. 
Dabei bedeuten U und V Funktionen von wu und »v allein, deren dritte Ableitungen 
nicht verschwinden. (Hinzugefigt bei, der Korrektur, Mai 1914.) 
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Koérper und Systeme rationaler Funktionen. 
Von 


Emmy Noeruer in Erlangen. 


Die vorliegende Arbeit behandelt Basisfragen bei beliebigen Systemen 
rationaler und ganzer rationaler Funktionen; und zwar lassen die ange- 
wandten Methoden der Kérpertheorie die Erledigung dieser Fragen bei 
Korpern aus rationalen Funktionen — rationalen Funktionenkérpern*) — 
als das Wesentliche erscheinen, wihrend die Verallgemeinerung der Re- 
sultate auf beliebige Systeme sich als Folgerung ergibt. 

Von Basisfragen bei allgemeinen Systemen ist bis jetzt nur die durch 
das Hilbertsche Theorem (Math. Ann. 36) gewihrleistete Existenz der 
Modulbasis bekannt. Im folgenden wird die Frage der rationalen Darstell- 
barkeit mit der Existenz der Rationalbasis fiir jedes beliebige System voll- 
stiindig beantwortet (§ 7); die Rationalbasis der Kérper ergibt sich schon 
in § 4. Diese Existenz der Rationalbasis erlaubt es, durchweg von dem 
abstrakt definierten Kérper oder System auszugehen und dadurch solche 
Schwierigkeiten zu vermeiden, die nur durch die spezielle Wah! der Rational- 
basis und nicht durch das System an sich bedingt sind, wie etwa Auftreten 
von speziellen Nennern oder von Fundamentalpunkten der Basisfunktionen. 

Fiir Kérper wird noch die Frage der Minimalbasis, d. h. einer Rational- 
basis aus algebraisch unabhingigen Funktionen, behandelt (§ 6). Die Metho- 
den der Kérpertheorie fihren ferner zu einer ausgezeichneten Rational- 

basis, der Involutionsbasis**) (§ 5), die insbesondere bei Integritiitsbereichen 
aus Polynomen wesentlich wird (§ 8). Sie gibt hier eine Darstellung mit 
festem Nenner (Potenz einer durch den Integritiitsbereich bestimmten 


*) Vgl. eine vorliiufige Mitteilung gelegentlich der Wiener Naturforscherver- 
sammlung: Rationale Funktionenkirper — Jahresber. d. D. Math.-Ver. 22 (1918) —, 
wo ein Uberblick tiber die Fragestellungen und die die Funktionenkirper betreffenden 
Resultate gegeben ist. 

**) Der Name wurde gewihlt, weil der rationale Funktionenkérper in geome- 
trischer Deutung die allgemeinste Involution in einem linearen Raum darstellt, 


Mathematische Annalen. LXXVI. 11 
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Funktion), wie sie etwa im Spezialfall der typischen Darstelluug der In- 
varianten bekannt ist. 

Aus der rationalen Darstellbarkeit werden nun méglichst weitgehende 
Folgerungen fiir ganze rationale Darstellbarkeit, d. h. fiir die Frage der 
Endlichkeit im engeren Sinn, gezogen. 

Die bis jetzt bekannten Endlichkeitssiitze beruhen alle auf der Tat- 
sache, daB das Hilbertsche Theorem von der Modulbasis die Endlichkeit 
fiir alle solchen Systeme garantiert, bei denen eine Darstellung 


F=Ajf,+ A,f,+---+ Af, 
eine zweite Darstellung 
F= Bf,+ Bf,t+ +--+ BA, 


nach sich zieht, wo die B, dem System angehéren und von niedrigerem 
Grad als F’ sind. 

Der Satz von der Rationalbasis und die Methoden der Kérpertheorie 
erlauben es dagegen, bei Voraussetzungen ganz anderer Art auf die End- 
lichkeit zu schlieBen. 

So ergibt sich in teilweiser Beantwortung eines Hilbertschen Problems 
(Math. Probleme 14) eine Klasse von relativ-ganzen Funktionen (relativ- 
ganze Bereiche erster Art), die endliche Integrititsbereiche sind und deren 
Integritiitsbasis durch die vorerwihnte Involutionsbasis gegeben ist (§ 10). 
In Analogie mit dem Hilbertschen Beweis des Kroneckerschen Satzes vom 
Fundamentalsystem der algebraisch-ganzen GréBen (Volle Invarianten- 
systeme, § 2; Math. Ann. 42) laBt sich ferner zeigen, daB alle reguléren 
Systeme aus Polynomen — 4.h. alle Systeme, die sich auf fundamental- 
punktlose abbilden lassen — eine Integrititsbasis besitzen (§ 12), wihrend 
sich leicht nichtreguliire Systeme ohne Integritiitsbasis angeben lassen. 
Als einfaches Beispiel zu dieser Tatsache sei der Satz erwihnt: ,In jedem 
beliebigen System von unendlich vielen Polynomen einer Unbestimmten 
existiert eine endliche Anzahl dieser Polynome derart, daB jedes Polynom 
des Systems sich als ganze rationale Verbindung dieser endlichen Anzahl 
darstellen liBt.‘ Weitere Beispiele finden sich in § 13. 

Die letzten Paragraphen ($$ 14 und 15) bringen endlich eine Ver- 
schirfung der Basissiitve in bezug auf Ganzzahligkeit. 

Ein wesentliches Hilfsmittel der Untersuchung bietet das Ubertragungs- 


prinzip des § 3, wonach es geniigt, alle hier aufgeworfenen Basisfragen bei 
solchen Systemen zu betrachten, bei denen die Zahl der Unbestimmten mit der 
Zahl der algebraisch unabhiangigen Funktionen des Systems iibereinstimmt. 

Den AnstoB zu der vorliegenden Arbeit gaben Gespriiche mit Herrn 
E. Fischer, insbesondere eine Frage des letzteren nach der Minimalbasis 
der Lagrangeschen Gattungsbereiche. Die diesbeziiglichen Untersuchungen, 
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die auf die Konstruktion von Gleichungen mit vorgeschriebener Gruppe fihrten 
(vgl. die zitierte Mitteilung tiber ,,.Rationale Funktionenkérper“, Teil 2), 
sind einer weiteren Verdffentlichung vorbehalten. 

Die wesentliche Erweiterung der jetzigen Arbeit gegeniiber der ur- 
spriinglichen Mitteilung liegt darin, daB die dort nur fir Kérper oder 
spezielle Integritaitsbereiche ausgesprochenen Basissiatze auf beliebige Systeme 
iibertragen sind. Diese Ubertragung gelingt auf einfache Art vermdge des 
Begriffs des kleinsten enthaltenden Korpers eines beliebigen Systems als Ver- 
allgemeinerung des Quotientenkérpers eines Integritiitsbereichs (§ 7). Ich 
wurde zur Bildung dieses Begriffs dadurch veranlaBt, daB Herr K. Hentzelt 
nach Kenntnis der Rationalbasis der Kérper auf dem Umweg itiber die 
Hilbertsche Modulbasis die Existenz der Rationalbasis fiir beliebige Systeme 
beweisen konnte, Auch zu dem Satz iiber die Integrititsbasis der regularen 
Systeme fiihrte mich die Bemerkung von K. Hentzelt, daB die von mir 
auf Integritiitsbereiche angewandten Schliisse fiir beliebige Systeme, die 
denselben Voraussetzungen unterliegen, giiltig seien; und ebenso verdanke 
ich noch vereinzelte kleinere Bemerkungen Herrn Hentzelt.. 

SchlieBlich sei erwihnt, daB im Fall einer Unbestimmten Rational- 
basis und Minimalbasis der Kérper bei E. Steinitz in seiner ,,Algebraischen 
Theorie der Kérper“, § 24 (Crelles Journ. 137) sich finden; und zwar ist 
dort der Koeffizientenbereich als Kérper im allgemeinsten Sinn ange- 
nommen. Die Frage, wie weit bei diesen allgemeineren Voraussetzungen 
die hier gegebenen Sitze erhalten bleiben, ist im folgenden nicht bertihrt; 
die Beweise verlangen jedenfalls eine Modifikation, da z. B schon die Hilfs- 
mittel aus der Theorie der Funktionaldeterminanten bei Kérpern von der 
Charakteristik p versagen. 


§ 1. 
Korper &,, und Systeme G,,. 


Es handelt sich im folgenden um die Untersuchung von Systemen 
rationaler Funktionen von » Unbestimmten, speziell um K6rper ratio- 
naler Funktionen. 

Unter f(z,---%,), g(@,:+-%,),--* oder abkiirzend f(x), g(x), --- 
sind daher stets rationale Funktionen von z,---2, zu verstehen; diese 
sind in redusierter Darstellung — d.h. Zihler und Nenner teilerfremd — 
vorausgesetzt. Ganze rationale Funktionen (Polynome) sollen mit groBen 
Buchstaben, F(x), G(x), --- bezeichnet werden. Der Koeffizientenbereich Q 
ist als irgendein Zahlkérper vorausgesetzt, kann also insbesondere auch 
alle komplexen Zahlen umfassen; 2 kann auch noch eine endliche Anzahl 
von Parametern enthalten. 


11* 
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Die GréBen aus Q, also alle Funktionen nullten Grades, sind stets 
mit zum System gehérig gerechnet. 

Nach diesen Festsetzungen liBt sich der Kérper aus rationalen Funk- 
tionen — der rationale Funktionenkérper — abstrakt definieren. 

Definition I: Ein System rationaler Funktionen heiBt Kérper, wenn 
es die Bedingungen erfiillt: 

1. Es enthéilt neben f(x) und fiir jede Gripe c aus Q auch c- f(x). 

2. Es enthiilt neben f(x) und g(x) stets auch f(x) +(x), f(x) - g(x) 

und — fiir g(x) +0 — den Quotienten f(x) : g(x).*) 
Spezielle Kérper sind diejenigen, die durch Adjunktion einer endlichen 
Anzahl rationaler Funktionen 
(2), f(x), ae f,(2) 
zu Q entstehen; sie sollen mit 
Qf, @)---f,@) oder Q(f,---f,) 
bezeichnet werden.**) Unter diesen speziellen Kérpern sei noch der durch 
Adjunktion von 2,---z, zu Q entstehende Kérper 
Q(a, «++ x,) 
erwahnt, der identisch ist mit der Gesamtheit der rationalen Funktionen 
von 2,-++%,, mit Koeffizienten aus Q. 
Wir fihren noch (nach E. Steinitz) den Begriff des Zovischenkirpers eim: 
Hin Kérper M liegt zwischen 2, und &,, wenn er &, enthalt und 
in 2, enthalten ist“; 
dann laBt die Definition I auch die Fassung zu: 

Der Kérper rationaler Funktionen von m Unbestimmten ist ein Zwischen- 
kérper von Q2 und Q(z,---,), der in mindestens einer Funktion die » Un- 
bestimmten wirklich enthilt. 

Neben der Zahl der Unbestimmten. ergibt sich fiir Systeme rationaler 
Funktionen eine weitere chgrakteristische Zahl, die Zahl der algebraisch 
unabhiingigen Funktionen oder der algebraische Rang durch die 

Definition Il: Ein System rationaler Funktionen hat den algebraischen 
Rang 0, wenn sich @ Funktionen des Systems a lassen, die algebraisch 
unabhingig sind; wenn aber je (9 +1) Funktionen des Systems algebraisch 
abhiingig sind.***) 

*) Dabei kénnen f(x) und g(x) auch nullten Grades, d. GriBen aus Q sein. 


™) DaB mit diesen ,,speziellen Kérpern“ schon die Gesamtheit aller erschépft 
ist, ergibt sich in § 4. 
**) o Funktionen f, (z)--- f,(@) heiBen algebraisch unabhiingig, wenn aus jeder 


Relation Fit, (z)--- f,(2)) = 0 identisch in z,--- x, 
folgt: F(i,.--4,}== 0 identisch in 2,---2,. 
Im ent 





tgegengesetzten Fall heiBen sie algebraisch abhingig. 
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Systeme von (endlich oder unendlich vielen) rationalen Funktionen von 
nw Unbestimmten und vom algebraischen Rang g sollen durch Doppelindex 


S 


ne 
bezeichnet werden. Speziell ist unter 


Ri 


ein Kérper von x Unbestimmten und vom algebraischen Rang g zu ver- 
stehen. Es gilt die Ungleichung: 


1Segn. 

Wir geben noch einige Beispiele von Kérpern &,,, und &,,,: 

1. Kérper &,,, sind die Lagrangeschen Gattungsbereiche, die sich defi- 
nieren lassen als 

»die Gesamtheit der rationalen (und ganzen rationalen) Funktionen 
von 2,---«,, die die Permutationen einer Permutationsgruppe G 
von 2,:++ 2, gestatten.“ 
Sie enthalten stets den Kérper der symmetrischen Funktionen, also auch 
die n algebraisch unabhingigen symmetrischen Elementarfunktionen. 

2. Kéorper 8, sind die projektiven Invariantenkorper, die gebildet sind 
aus der Gesamtheit der rationalen (und ganzen rationalen) Invarianten einer 
oder mehrerer Grundformen.*) Es ist @ << m, da die Anzahl der algebraisch 
unabhiingigen Invarianten stets kleiner ist als die Anzahl der Koeffizienten. 


Entsprechendes gilt fiir die Invariantenkérper gegeniiber Untergruppen 
der projektiven Gruppe. 


§ 2. 
Hilfssatz tiber algebraisch abhiingige Funktionen. 


Durch den Hilfssatz dieses Paragraphen wird sich in § 3 der alge- 
braische Rang eimes Systems als die eigentlich charakteristische Zahl er- 
geben. Der Hilfssatz zeigt namlich, daB durch solche sukzessive zahlen- 
maBige Spezialisierung einiger Unbestimmten, durch welche g algebraisch 
unabhangige Funktionen algebraisch unabhingig bleiben, eine beliebige von 
diesen g Funktionen algebraisch abhingige Funktion weder identisch ver- 
schwinden noch unbestimmt werden kann. 


*) Es ist zweckmibig, nur Transformationen von der Determinante 1 zu be. 
trachten; dann gestattet jede rationale Verbindung von beliebig vielen Invarianten 
wieder die Transformation, und man erh&lt in der Tat einen Kérper. Die homogenen, 
isobaren Invarianten fiir sich allein genommen bilden keinen Kérper, wohl aber ein 
System Say ; 
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Sei also das System 
(1) 9,(2), 9.(x), cap ks 9() 
vom algebraischen Rang 9 — wo @ <<" — und h(x) eine von den Funk- 
tionen (1) algebraisch abhangige rationale Funktion. Nach bekannten Siatzen 
ist der Rang der Funktionalmatrix von (1) gleich 9. Die Unbestimmten 
seien daher etwa so bezeichnet, daB 

8(91 92 * ~~ 9) r (a) 
” aa =) — Geert 
wobei G(z) bekanntlich den gemeinsamen Nenner der Funktionen (1) 
bedeutet. 

Die Zahl a sei nun so gewdhlt, dap das Produkt G(x) -T(a). nicht 
durch (x,—a) teilbar, unter i eine der Zahlen 9 + 1, 9 + 2, ---, m ver- 
standen. Es kann also fiir z;— a der gemeinsame Nenner der Funktionen (1) 
nicht verschwinden, und die g Funktionen 


(3) [A (@)).,-09 > [9,(%)].,24 
sind ebenfalls algebraisch unabhingig. Der algebraische Rang des Systems (1) 
bleibt, wie wir sagen wollen, durch die Substitution 7,— a erhalten. 

Die irreduzible Gleichung, der h(x) in bezug auf die Funktionen (1) 
geniigt, sei gegeben durch 
(4) Ag(Q --- 9_) - W(@)' + A,(G +++ 9p) - W(a)-* +--+ + AG 9) = 9, 
wobei A,(g,---g,) und A,(g,---g,) nicht identisch verschwinden. Um 
daraus zu einer Identitét zwischen Polynomen zu gelangen, setzen wir: 


(5) 9:(2) = G(x): G(x); h(x) — H,(x): H,(2), 

und bemerken, daB — wegen der vorausgesetzten reduzierten Darstellung 
von h(x) — H,(x) und H,(x) teilerfremd sind. Vermége (5) geht (4) 
iiber in: 


(6) By(G@ G,--- G,)- G(x)" H,(#)* + BG G,--- G,)- G(x). H, x)" A, (2) 
LIE, - BAG G,---G,)- G(x): - H, (av) = 0, 

wo die B, homogene Formen von G, G, sind und mindestens einer der 

nichtnegativen Exponenten o, gleich Null sein muB. 


Angenommen nun, H,(x) wire dureh (z,—a) teilbar, so wiire 
nach (6) auch 


BAG G,--» G,)- G(a)": - H,(x)" 
durch (z,— a) teilbar. Das ist nach Voraussetzung fiir G(x) ausgeschlossen; 
aus der Teilbarkeit von B, wiirde also auch die Teilbarkeit von 
A,= B,: @ 
folgen und es bestiinde ae Funktionen (3) die Beziehung A,=0, 
algebraischen Unabhiingigkeit. SchlieBlich 


entgegen der vorausgesetzten 











: 
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kann auch H,(x), als teilerfremd zu H,(x), nicht durch (z,—a) teilbar 
sein*); und die Annahme, daB H,(x) durch (x,— a) teilbar, fiihrt also zu 
einem Widerspruch. Ebenso zeigt man, daB auch H,(x) nicht durch (~,— a) 
teilbar sein kann. Die Funktion [h(2)],_,— (x) kann also weder iden- 
tisch verschwinden, noch unbestimmt werden. 

Auf das System (3) und die Funktion k(x), die wieder in reduzierter 
Darstellung vorausgesetzt wird, laBt sich der obige SchluB wieder an- 
wenden, und die Fortsetzung des Verfahrens fiihrt schlieBlich za dem 

Hilfssatz: Die beiden Systeme 


9(2), 92(2), raw 9,(2); 
9:(%), _(X), +** 9{*), h(a) 
seien je vom algebraischen Rang 9 — wo 9<n — und es sei etwa 
O(%°*'9) F(a) 
(f°) Geet? 





Die Zahlen 


a, @ a 


png %* % 


seien so gewdhlt, dap durch die Substitution 


n? 


e+ 


7, ,, Ty 1 G,_1, °**s To41 o+1 


das Produkt G(x)-U(a) nicht verschwindet — d.h. daB der algebraische 
Rang des Systems (1) erhalten bleibt. In den sukzessiven Substitutionen 
[h(@)]e, <a, = AY (x); [APC] aa, AH M(@)s «+ 
[We* 9) megs = MPCs ay **°y &) 
seien die Funktionen h(x), h(x), ---, h@*+%(a) je im redusierte Dar- 
stellung gebracht. Unter diesen Voraussetzungen kann in der Funk- 
tion h*(a,---x,) weder Zihler noch Nenner identisch verschwin- 


=A 


den, und die Funktion kann auch nicht = werden.**) 


*) Dieser letzte, auf der reduzierten Darstellung beruhende Schlu8 wiire nicht 
mehr miglich bei einer Substitution: 2;—a, z,—b unter Wahrung der iibrigen 
Voraussetzungen. Es kiénnten dann H,(x) und H,(x) gleichzeitig verschwinden, der 
Quotient wiirde durch die Substitution unbestimmt = a wie z. B. 

h(a) = @, (ax, + Bx.) + a, (7%, + é,) 
&, (a'x, + B’ax,) + 2, (y'x, + Oxy) 
bei der Substitution z,=—0, a, = 0. 

**) Die sukzessive Substitution gibt z. B. in der Funktion h(a) der vorigen An- 

merkung: +6 
— K® cry — HME P Me). pee) EMER A 
h@)]e,= ° sities (aa, + P'x,) Ws) an, + Pa, 











E. Noeruer. 


§ 3. 
Ein-eindeutige Abbildung von Systemen ©, auf Systeme € oot 


Aus dem Hilfssatz werden wir unmittelbar eine Abbildung der 
Systeme ©, , auf Systeme S eo erhalten dadurch, daB einige der Unbe- 
stimmten durch Zahlen ersetzt werden; der algebraische Rang @ ergibt 
sich so als eigentlich charakteristische Zahl. 

Da S,, vom algebraischen Rang @, existieren g Funktionen aus ©, , 
(1) 9:(#) + -+ 9(2), 
die algebraisch-unabhiingig sind. Bedeutet ferner f(x) eine beliebige Funk- 
tion aus S,,, so hat das System ' 

(2) 9;(%) +++ 9p(2), f(z) 
ebenfalls den algebraischen Rang g; und die Systeme (1) und (2) erfiillen 
die Bedingungen des Hilfssatzes.*) 

Bestimmt man daher die Zahlen 


a,, a 


amas °° °» Go41 
nach dem Hilfssatz derart, dab der algebraische Rang g des Systems (1) 
durch die Substitution erhalten bleibt — was auf beliebig viele Arten 
méglich — so kann in der durch 

F@)ke=ay —F°-P@)5 (Fe, _ p= ag =F -(2); 

FOF Nag 4 1= 4941) _ f*(x, a * Zp) 

definierten Funktion 
(3) f*(a, +++ %) 
weder Zihler noch Nenner identisch verschwinden. 

Es durchlaufe nun f(z) alle (endlich oder unendlich vielen) Funktionen 
aus ©,,. Wir betrachten das aus der Gesamtheit aller Funktionen (3) be- 
stehende System, das folgende Eigenschaften hat: 

1. Es hat den algebraischen Rang 9; denn es enthialt die aus (1) ent- 
stehenden Funktionen 

9:*(@, °° Xp) — Ie" (Xy " Xp) , 
die wegen der Wahl von a,, a, _,,---, @,,, algebraisch-unabhingig sind. 
Das System soll deshalb mit 


a? 


@ 


* 
bezeichnet werden.**) - 


*) Wenn nétig, sind die Unbestimmten uwzunumerieren. 


**) Unter f*(x), g*(x), --- sollgn entsprechend durchweg Abbildungsfunktionen, 
also Funktionen von 2, ‘++i, uu verstehen sein. 














Kérper und Systeme rationaler Funktionen. 169 
2. Die Zuordnung der Funktionen f(z) und /*() ist ausnahmslos 
ein-eindeutig. 
Denn gehéren /,(x) und /,(z) zu S,,, so ist auch die Differenz 
d(x) = f,(@) — f,@) 
algebraisch-abhingig von dem System (1); es gilt ferner: 
d*(x) = f,*(2) — fr*(a). 
Da d(x) zusammen mit System (1) die Bedingungen des Hilfssatzes er- 
fiillt, so folgt aus 
d(z) +0 
d*(z) +0; 
d. h. verschiedenen Funktionen aus ©,, entsprechen verschiedene Funktionen 
aus 6%. 
3. Aus jeder Relation zwischen Funktionen aus S®*: 
F(f,*(@), f2*@), +++, f:*(@)) = 0 identisch in x,--- x, 
folgt fiir die eindeutig entsprechenden Funktionen aus ©,, ,: 
F(f,@), fh@, +--+, f,@) =0 identisch in a, --- z,. 


Denn mit f,(x), f(x), ---, f,(@) ist auch jede rationale Verbindung dieser 
Funktionen algebraisch-abhiingig von dem System (1). 
Es folgt ferner aus 
(4) h(a) = F(f,(@) +--+ f,@)): 
h* (x) = F(f,*@ ---f,*@). 
Nach dem Hilfssatz folgt also aus: 
h(x) +0 auch h*(z) +0; q.e.d. 


notwendig: 


Zusammenfassend erhalten wir den 

Satz I: Jedem System ©, von (endlich oder wnendlich vielen) ratio- 
nalen Funktionen lapt sich — auf beliebig viele Arten — ein-eindeutig ein 
System S* zuordnen derart, dap alle zwischen Funktionen aus ox be- 
stehenden Relationen auch in ©, erhalten bleiben und wmgekehrt. Einem 
Korper &.. entspricht dabei nach (4) speziell wieder ein Korper Fa 

Aus Satz I ziehen wir noch die alle weiteren Beweise vereinfachende 

Folgerung: Eigenschaften von Systemen ©, ,, die charakterisiert sind 
durch endlich oder wumendlich viele Relationen zwischen Funktionen des 
Systems, gelten fiir die Systeme S,,, sobald sie fiir ein Abbildungssystem 
S, gelien 

Wir bezeichnen diese Folgerung kurz als ,,Ubertragungsprinzip“. 
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Das einfachste Beispiel dieser Abbildung bildet die Theorie der alge- 
braischen Invarianten. In der Tat kann man stets durch lineare Transfor- 
mation einige Koeffizienten der Grundform derart zahlenmaBig festlegen, 
daB alle fiir die spezielle Form geltenden Relationen auch allgemein er- 
halten bleiben. 


§ 4. 
Rationalbasis der Korper &,,. 


In den folgenden, um Basisbegriffe sich gruppierenden Untersuchungen 
machen wir durchweg von dem ,,Ubertragungsprinzip“ des § 3 Gebrauch. 
Wir beweisen die Existenz der Basis vorerst fiir Kérper, geben aber die 
Definitionen allgemein: 

Definition Ill: Hine endliche Anzahl von Funktionen aus ©, heipt 
Rationalbasis, wenn jede Funktion aus S,, sich als rationale Verbindang 
dieser endlichen Anzahl darstellen lift, mit Koeffisienten aus Q. 

Die Rationalbasis muB go algebraisch-unabhingige Funktionen ent- 
halten, da der algebraische Rang eines aus einer Rationalbasis abgeleiteten 
Systems gleich ist dem algebraischen Rang der Rationalbasis. 

Wir zeigen zuerst, daB der Existenzbeweis der Rationalbasis das Uber- 
tragungsprinzip zulaBt. Die Definition III laBt niamlich die Fassung zu: 

Die Funktionen aus S,, 


9:(@), 9s(@), -+ +, 9e(*) 

bilden dann und nur dann eine Rationalbasis, wenn die unendlich vielen 
Relationen erfiillt sind: 
(1) f(z) = (9, (2) --- 9), 
wo f(z) alle Funktionen aus ©,, durchliuft und y eine — mit f sich 
andernde — rationale Funktion von k Argumenten bedeutet. 

Ist daher in dem Abbilgungssystem = eine Rationalbasis gegeben 
durch 
9;*(2), 9:*(2), a 9:*(), 


f*(@) = 7(*@) --- n*@) 
zur Folge hat, so sind nach Satz I fiir ©,, die Relationen (1) erfillt; 
d. h. das Ubertragungsprinzip fiir die Rationalbasis lautet: 
Aus der Existenz der Bationalbasis fiir ein Abbildungssystem S* 
folgt die Rationalbasis fiir das urspriingliche System ©, ,.*) 
Um die Existenz der Rationalbasis aller Kérper &,, zu beweisen, 
kénnen wir uns also auf Kérper Re beschriinken; hier fiihrt eine direkte 


was die Relationen 


5 etiesatend formuliert sich dys Ubertragungsprinzip fiir jede hier behandelte 
Basisfrage. 
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Verallgemeinerung einer von E. Steinitz angewandten Schlubweise zum 
Ziel. *) 

Es sei 
(2) I" \%° °° Ty), a oe Io" (% is %») 
ein System von g algebraisch unabhingigen Funktionen aus Re: Durch 
Elimination von 2,---«, ergeben sich @ Relationen: 
(3) F, (9,*(@) er “Go @), %,) = 0, .-++, FG;*@) e | 9," (2), 2») = 0, 
wobei in jeder Relation F,—0 die Unbestimmte z, wirklich auftritt, da 
sonst entgegen der Annahme eine algebraische Abhiangigkeit zwischen den 
Funktionen (2) statt hatte. Die Relationen (3) sagen aus, da 

Ty Uyy***y x, 
algebraische Elemente in bezug auf 
Q(g,* (x) - - + gp* (a) 
sind; der durch die Adjunktion von 2,---, entstehende K6rper: 
Q gE Os He) = AHH) 
ist also (endlicher) algebraischer Kérper tiber Q(g,*---g,*). Nach einem 
bekannten Satze**) ist K* als Zwischenkérper von 2(g,*---g,*) und 
Q(x,---x,) selbst algebraischer Kérper tiber 2(g,*---g,*), wahrend 
Q(x,---x,) algebraischer Kérper tiber &®* ist. &* entsteht also aus 
Q(g,;*---g,*) durch Adjunktion einer endlichen Anzahl von Elementen 
aus Re oder auch durch Adjunktion einer geeignet gewahlten Funktion; 
d. h. es gilt 
RE = QG"--- 9 FOR) = QG,"---9,* 9"). 

Nach dem Uhertragungsprinzip haben wir somit 

Satz Il: Jeder Kirper &,,, besitzt eine Rationalbasis vom alge- 
braischen Rang @; die Rationalbasis lapt sich spesiell so wiihlen, dap 
sie hichstens 9 + 1 Funktionen enthdlt. 

Es sei ein beliebiges System von 9 algebraisch unabhingigen Funk- 
tionen aus &,, gegeben durch h,(x)---h,(%), das sich nach der obigen 
Methode zu einer Rationalbasis: 


h(x) - + - hy(@)3 gg 1 (@) +++ ha (@) 
erweitern liBt. 


Nach der Definitionseigenschaft existieren Relationen: 
h(x) = %,(91@) «++ 9,(@)) (i= 1,2,---,6), 
9,(2) = v,(h, (a) - «+ h,(@)) (j= 1,2,---,k), 
*) E. Steinitz, Algebraische Theorie der Kérper, § 24, Crelles Journ. 187 (1909). 


**) Vgl. etwa Weber, Lehrbuch d. Algebra 1, § 144 (1. Aufl.) oder § 55 (kleine 
Ausgabe). ' 
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wobei z,, ¥, rationale Funktionen ihrer Argumente bedeuten; d. h.: 
Aus einer beliebigen Rationalbasis ergibt sich jede weitere durch bi- 
rationale Transformation; 


und 
Ist 


hy (2) - + +h, (2) 
ein beliebiges System von o algebraisch unabhiingigen Funktionen 
aus ,,, so ist &,, (endlicher) algebraischer Kérper iiber 
Qh, (a) --- h,(@)). 


§ 5. 
Involutionsform und Involutionsbasis der Korper &,,. 

Wiahrend jede in § 4 konstruierte Rationalbasis den Nachteil hatte, 
von den willkiirlich gewihlten Ausgangsfunktionen abhangig zu sein, zeigen 
wir jetzt die Existenz einer durch den Koérper eindeutig bestimmten Rational- 
basis. 

Nach § 4 ist Q(z,---z,) algebraischer Kérper — etwa vom Grade i — 
tiber &® und entsteht wegen 

R* (x, "++ @)) = Q(x, +++) 
durch Adjunktion der in bezug auf K* algebraischen Elemente «,--- x,. 
Wir betrachten daher die in bezug auf K* irreduzible ganze Funktion 
*(z,u) mit der Nullstelle 
Z= U2, + Ugly + +--+ U2, = u(Z), 

die vom i Grade in ¢ ist. *(s, u) ist ferner als Produkt der mit 
|¢—u(a)] konjugierten GréBen eine homogene Form i“ Dimension in 
#,u,---,; enthalt also als Koeffizient von # eine von u freie Funktion 
aus Ke Machen wir diesen héchsten Koeffizienten durch Division zu 1, 
so ist die irreduzible Funktion ®*(z,u) eindeutig bestimmt. Diese so 
definierte homogene Form 
(1) OF(e,u)— PE ZI, rem) eu a 


(a+a,+- iil «= i) 
soll als Involutionsform*) von R* bezeichnet werden; aus (1) ergibt sich 
(2) O(c, u) = 2+ ie ag) * 2m," + whe 
(@+a,+---+a,=i) 
als eine Involutionsform von &.,,, 


*) Der Grund fiir die Bezeichnung ergibt sich am SchluB des Paragraphen; 
=’ bedeutet, daB die Semen, Tyee alle Glieder mit Ausnahme von 2 zu er- 
strecken ist. 
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Die Koeffizienten der Involutionsform *(z,u) werden sich als Ra- 
tionalbasis von &* ergeben; d. h. es besteht die Beziehung 
(3) QOS, a Wey) = BE (eb eta. 


ee 
Zum Beweise bemerken wir, dab *(z, «) Koeffizienten ausQ(g* (x) 
anne 


besitzt und wegen der Irreduzibilitit in bezug auf R*, um so mehr 

irreduzibel in bezug auf diesen Teilkérper ist. *(z, uw) stellt also die 

irreduzible Gleichung von u(x) in bezug auf Q(g* . (#)) dar. Daraus 
arn ae 


folgt, daB Q(z,---«,) algebraischer Kérper — vom Grade ¢ — iiber 
Q(g* . «o™) ist. Da R*, zwischen Qe. ag) und Q(z,--- 4%) liegt, 


folgt bekanntlich aus a Identitaét der Grade die Identitaét der Kérper, 
also die Beziehung (3). Nach dem Ubertragungsprinzip ergeben ent- 
sprechend die Koeffizienten von ®(z, «) eine Rationalbasis von &,,; d. h. 
wir haben den 

Satz Ill: Die Koeffizienten der Involutionsform bilden eine durch den 
Korper bestimmte Rationalbasis, die Involutionsbasis; fiir Korper &,, ist 
diese Basis eindeutig bestimmt.*) 

Wir geben noch eine irrationale Deutung dieser Tatsache, die den 
Zusammenhang mit der geometrischen Theorie der Involution herstellt. 

Die Zerlegung von *(z, u) in Linearfaktoren sei in einem Erweite- 
rungskérper gegeben durch: 


ng) 


(4) O*(z,u) = (@—4,4,—---—u,2,)(e — 42,9 —--- — ux) -- 
(2 cca neg _ Fare Oe A »), 
Der Vergleich mit (1) zeigt, daB die Funktionen 
Gorey---ag"**%) (+ a +++-+0,—4) 


identisch sind mit den symmetrischen Elementarfunktionen der GréBen- 
reihen: 


v Xz “ee zy 
1 xy (1 1 
(5) a‘ ) x! ATT a,‘ ) 
2,¢-Da0-0... ¢ C9, 


Es ist also jede Funktion aus R*, als rationale Verbindung dieser Ele- 


mentarfunktionen, symmetrisch in den GréBenreihen (5), und umgekehrt 
gehort ~_ symmetrische Funktion der GréBenreihen (5) zu R* 


¢ 9° 


*) Fiir Korper &,,,, kann die Jnvolutionsform von der Abbildung abhiingig sein; 
Rindentigkeit 1aBt sich durch Abbildung mit unbestimmten Koeffizienten erzielen. 
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Durchlauft somit 
F* 
f*(2) = Fer 
alle Funktionen aus Re so besteht das System von unendlich vielen Re- 


lationen: 
F*(@)  *F*(@"") F*(a#-») | 


(6) H*(@) ~~ H*(@?) "°° H(@i-0)) 
oder zusammenfassend: 
F*(2®) H*(a®) — F*(2)H*(2%)-0 (*-0,1,--,,((—-1)); 


wobei weder F* (x), noch H*(x*)) — als konjugiert zu F*(x), H*(x) und 
formal symmetrisch — identisch verschwinden. 

Umgekehrt ergibt sich fiir jede GréBenreihe —, die den unendlich 
vielen Relationen , 

(7) F*(2)H*(§) — H*(2)F*(@)—0, H*(%) +0 
geniigt, die Zugehérigkeit zu den GréSenreihen (5). 

Denn bedeutet G*(x) den gemeinsamen Nenner der Koeffizienten von 
*(z,u), so verschwindet nach Voraussetzung (7) die auch in £ ganze 
Funktion G*(E) - O*(2, u; £) 
nicht identisch — d. h. die Koeffizienten von *(z,u; &) werden nicht 
unbestimmt — und besitzt die Nullstelle 

= ub + uyest---+u,6, 
Wegen (7) hat daher auch *(z, u; x) die Nullstelle z = u(&); d. h. — ge- 
hért zu den GréBenreihen (5). Entsprechendes gilt nach (6), wenn & einem 
Gleichungssystem in bezug auf eine konjugierte GréBenreihe geniigt: 
F* (2) H*(¢) — H*(®) F¥(§) 0; H() +0, 

d. h.: die GréBenreihen (5) sind definiert als die Lésungen — des Glei- 
chungssystems 

., P*@)H*@) —A*@F*@) = 9; HE) +0, 
wobei ae alle Funktionen aus K* durchliuft; dabei la6t sich die 
Reihe x auch durch irgendeine konjugierte Reihe ersetzen. 

Geometrisch besagt das, indem man jede Reihe x als Punkt deutet: 

Die Lésungen von (7) stellen in einem g dimensionalen linearen Raum 
cof Gruppen von je i Punkten dar derart, daB durch irgendeinen Punkt 
der Gruppe die einzelne Gruppe eindeutig bestimmt ist. Ein solches System 
von Punktgruppen wird als ,,Fnvolution in einem linearen Raum“ bezeichnet.*) 


*) Die ausgeschlossenen Lésungen von (7), fiir die F'*(&) = 0, H*(&)=0 wird, 
— und ebenso die ausgeschlossenen Lisungen des Gleichungssystems, das der Invo- 
lutionsbasis entspricht — bezeichnet man als P'undamentalpunkte der Involution, und 
zwar sind dabei auch die durch Hompgenisiorung sich ergebenden, ,,im Unendlichen 
liegenden“, mitzuziblen. 
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Entsprechend ist durch einen K6rper &,, eine aus Kurven, Flichen usw. 
bestehende Involution in einem linearen Raum charakterisiert. 

Da nach dem Obigen der Grad i von Q(a,---2,) in bezug auf Re 
gleich der Anzahl der Lésungssysteme von (7) mit der Nebenbedingung 
H*(§)+0 ist — die wir als Lésungssysteme von &* bezeichnen kénnen —, 
so laBt der zum Existenzbeweis der Involutionsbasis benutzte Schlu8 auch 
die irrationale Fassung zu: 

»lst L* ein Teilér von R* und ist jedes Lisungssystem des Kér- 
pers 2* auch Lésungssystem von Re so sind 2* und &* identisch.“ 


y 


Das Entsprechende gilt nach dem Ubertragungsprinzip fir Teiler 2 
von &,,. 
ne 


§ 6 
Minimalbasis der Korper &,,. 


Dieser Paragraph bringt eine Ubersicht iiber bekannte Siitze, aber in 
einer erweiterten Fassung, die durch das Ubertragungsprinzip und die 
Existenz der Rationalbasis erméglicht ist. 

Definition IV: Hine Rationalbasis von &,,, heiBt Minimalbasis, wenn 
sie nur die Mindestzahl @ von Funktionen enthilt, die dann algebraisch un- 
abhiingig sein miissen. 

Aus Sitzen von Liiroth, Castelnuovo und Enriques*) ergeben sich 
die Tatsachen: 

I, Jeder Kérper &,, besitzt eine Minimalbasis, die bis auf linear- 
gebrochene Transformation eindeutig bestimmte Ltirothsche Funktion des 
K6rpers. 

Il. Fiir Kérper &,, existiert eine Minimalbasis stets dann und im all- 
gemeinen nur dann, wenn man algebraische Erweiterung des Koeffizienten- 
bereichs Q zuliBt. 

Ill. Fir Kérper &,, (@>3) existiert im allgemeinen keine Minimal- 
basis. Eine Charakterisierung der speziellen Kérper &,, mit Minimalbasis 
ist noch nicht versucht. 

Wir deuten kurz den von E. Steinitz**) gegebenen Beweis des Lii- 
. rothschen Satzes fiir Kérper &* an: 

Sei *(z,u) die Involutionsform von &* und y*(x) irgendein die 
Unbestimmte z wirklich enthaltender Koeffizient von *(z, u). Es zeigt sich, 


*) J. Liroth: Beweis eines Satzes iiber rationale Kurven, Math. Ann. 9 (1875). — 
G. Castelnuovo: Sulla razionalita delle involuzioni piane, Math. Ann. 44 (1893). — F. En- 
riques: Sopra una involuzione non razionale dello spazio, Rend. Acc. Linc., Vol. 21, 
21. Jan. 1912. 

*) Aa. O § 24. 
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daB der Grad von Q(x) in bezug auf Q(y*(z)) gleich ist dem Grad von 
Q(x) in bezug auf R*, woraus die Identitét der Kérper folgt. Sei ferner 
Q(z*(@)) gleich Q(w*(z)), so folgt wegen der gegenseitig rationalen Ab- 
hiingigkeit von 7*(x) und y*(x) die lineargebrochene Abhiingigkeit der 
beiden Funktionen. 

Nach dem Ubertragungsprinzip la8t der Liirothsche Satz also auch 
die Fassung zu: 

Die Minimalbasis der Korper &,, besteht aus irgendeiner Funktion 
der Involutionsbasis; und je zwei Funktionen der Involutionsbasis von &,, 
héingen linear gebrochen voneinander ab. 

Den Beweis der Tatsache II fiihrt G. Castelnuovo mittels der geo- 
metrischen Theorie der Involution fiir Kérper 8%, die aus einer Rational- 
basis von drei Funktionen abgeleitet sind. Da das Ubertragungsprinzip 
auch bei endlicher algebraischer Erweiterung des Koeffizientenbereichs Q 
erhalten bleibt, ist wegen der Existenz der Rationalbasis der Beweis da- 
mit fir alle Kérper &,, erbracht. 

Zu Ill ist zu bemerken, daB Enriques eine nichtrationale Involution 
im dreidimensionalen Raum konstruiert; d. h. einen Kérper &,,, der keine 
Minimalbasis besitzt. 


§ 7. 
Beliebiges System ©,,, lineare Schar &, 


und Integrititsbereich 3,, rationaler Funktionen. 
Existenz der Rationalbasis. 


Aus der Existenz der Rationalbasis der Kérper &,, wird sich jetzt 
die Rationalbasis fiir beliebige Systeme rationaler und ganzer rationaler 
Funktionen ergeben. Wir ordnen diese Systeme so an, wie sie sukzessive 
durch die elementaren Operationen der Addition, Multiplikation und Di- 
vision auseinander hervorgeKen. 

I Es bezeichne, wie immer, ©,, ein beliebiges System rationaler (oder 
ganzer rationaler) Funktionen von » Unbestimmten, vom algebraischen 
Rang g. Die GréBen aus Q sind mit zum System gehérig gerechnet. 

Il. Das System &,, heiBt lineare Schar, wenn es die Bedingungen 
erfillt: 

1. 2,, enthilt neben f(x) stets auch c- f(x), wo ¢ eine beliebige 
GréBe aus Q; 

2. &,, enthilt neben f(x) und g(x) stets auch f(x) + g(z). 

III. Die lineare Schar 3,, heiBt Integrititsbereich unter der weiteren 
Bedingung: " 

3. 3,, enthilt neben f(x) und g(x) stets auch f(x) - g(x). 
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IV. Der Integritiitsbereich &,, heiBt Kérper unter der weiteren Be- 
dingung: 

4. &,, enthilt neben f(x) und g(x) — wo g(x) +0 — stets auch 
den Quotienten f(z) : g(x). , 

Die Bedingungen 1 bis 4 sind die in § 1 fiir den Kérper ange- 
gebenen. *) 

Diese Bereiche sollen nun sukzessive auseinander hergeleitet werden. 

a) Ein beliebiges System ©,, wird zu einer linearen Schar @,,, er- 
weitert durch die Forderung: 

%,. enthalt neben ©,, alle Funktionen h(x) und nwr diese, die sich 
linear mit Koeffizienten aus 2 durch eine endliche Anzahl von Funktionen 
aus ©, darstellen lassen: 


h(x) = ef, (2) + f(z) + ---+44(), 


wobei /,(#) ---/,(x) alle Funktionen aus ©,,, ¢,---¢, alle GréBen aus 2 
durchlaufen. 

Denn durch Hinzufiigung rationaler Verbindungen von Funktionen 
des Systems bleibt der algebraische Rang eines Systems erhalten. {, 
erfiillt die Bedingungen 1 und 2, ist also eine lineare Schar. Da ferner 
jede lineare Schar, die ©,, enthilt, nach 1 und 2 auch &,, enthiilt, ist 
&,,, die kleinste ©, enthaltende lineare Schar. 

b) Entsprechend entsteht aus einer linearen Schar &,, der Kleinste 
enthaltende Integrititsbereich 3, durch die Forderung: 

3, enthilt neben &,, alle Funktionen h(x) und nur diese, die sich 
als ganze rationale Verbindung — mit Koeffizienten aus 2 — einer end- 
lichen Anzahl von Funktionen aus &,,, f,(z)---f,(~) darstellen lassen, 
wobei f,(x)--- f,(#) alle Funktionen aus %,, durchlaufen. 

c) Endlich entsteht aus einem Integritiitsbereich 3, der Kleinste ent- 
haltende Korper &,, durch die Forderung: &,, enthiilt neben 3,, alle 
Funktionen h(x) und nur diese, die sich als Quotienten zweier Funktionen. 
aus 3, ° darstellen lassen. 

FaBt man die drei Erweiterungen in einen Schritt zusammen, so 
kommt: 

Jedes System S,, apt sich 2u einem kleinsten enthaltenden Korper Xn» 
erweitern durch die Forderung: 

KR. enthdlt neben S,, alle Funktionen h(x) und nur diese, die sich als 
rationale Verbindung — mit Koeffizienten aus 2 — einer endlichen Anzahl 
vom Funktionen aus S,o, fi(x)--+fi(%) darstellen lassen, wobei fi(x)--- fi(x) 
alle Funktionen aus ©,,, durchlaufen. 

*) f(a) und g(a) kénnen auch nullten Grades, d. h. Gréfen aus Q sein. 

Mathematische Annalen. LXXVI. : 12 
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Aus der letzteren Tatsache ergibt sich unmittelbar die Existenz der 
Rationalbasis fiir beliebige Bereiche: 
Es sei &,, der kleinste ©,, enthaltende Kérper und eine Rational- 
basis von &,, gegeben durch 
(1) h,(2), h,(z), oe h,(2). 
Nach der Definition von &,, existieren Relationen: 
(2) hy (2) = 74 (Gy (2) -+-9,@))5 ++ +5 ho) = 2D, @)>*-9,@)); 
wobei y,---y, rationale Funktionen ihrer Argumente sind, und 
(3) 9:(2) +++ 9i(2), +> +» 9u(@) ++ 9,(2) 
simtlich zu S,, gehéren. Wegen der Relationen (2) stellt neben (1) auch 
(3) eine Rationalbasis von &,, dar; wegen der Zugehérigkeit der Funk- 
tionen (3) zu S,, ist diese zugleich Rationalbasis von ©,,; wir haben also 
Satz IV: Ein beliebiges System ©,,. von rationalen (oder 
aanzen rationalen) Funktionen besitzt eine aus einer endlichen 
Anzahl von Funktionen des Systems bestehende Rationalbasis 


vom algebraischen Rang o. 
Es sei nun speziell &,, eine lineare Schar und 


(4) 9;(2) +++ Io(@)> Io41(@) - + - 9,(%) 
eine Rationalbasis von &,,. Seien etwa 
9; (2) « -* 9,(2) 

algebraisch unabhiingig. Setzt man dann 

(2) 5 © Io41(2) + C2 Ip 42(”) we C,-99,(2); 
so lassen sich die c, so als Zahlen aus Q wiihlen, dab 
(5) 9;() --- 9o(@), g(a) 
eine Rationalbasis des kleinsten enthaltenden Kérpers &,, wird. Da aber 
2,. eine lineare Schar, gehdrt g(x) zu Y,, und (5) stellt eine Rational- 
basis von &,, dar; d. h. 

Satz V: Die Rationalbasis jeder linearen Schar 2, von rationalen 
(oder ganzen rationalen) Funktionen, also insonderheit die Rationalbasis 
jedes Integrititsbereich 3, und jeden Korpers &,. lapt sich speziell so 
wiihlen, dap sie hichstens 9 + 1 Funktionen enthdlt (und mindestens @). 

Die in § 4 fiir den Kérper gefundene Anzahlbeschrinkung der Funk- 
tionen der Rationalbasis bertht also auf der Eigenschaft des Kérpers, eine 
lineare Schar zu sein; wiahrend die Beschriankung auf g Funktionen im 
Falle der Existenz der Minimalbasis alle Voraussetzungen des K drpers benutzt. 

Es sei noch bemerkt, daB nach § 3 (4) alle charakteristischen Eigen- 
schaften der Systeme und kleinsten enthaltenden dee bei der Abbildung 
erhalten bleiben. 








a ~~ _ ha. - 
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: g 8. 
Involutionsbasis der Integrititsbereiche 3, aus Polynomen. 


In den folgenden Paragraphen handelt es sich um Systeme ©,,, deren 
Elemente ganze rationale Funktionen (Polynome) sind; zunichst um Inte- 
grititsbereiche 3,. aus Polynomen. Fiir diese Bereiche 3,, sollen vorerst 
Teilbarkeitsbegriffe festgelegt werden. 

Es seien F(x), G(x) zwei Polynome aus 3,, und L(z) ein gemein- 
samer Teiler dieser Polynome, so dab man hat: 

F(x) = L(x): F,(@); G@) = Le) - G,(2). 
L(z) hei®t dann und nur dann gemeinsamer Teiler in 3,9, wenn die drei 
Polynome L(x), F,(x), G,(x) 2u Jn, gehdren. 

Zwei Polynome aus 3,. heiBen teilerfremd in 3,., wenn sie keinen 
gemeinsamen Teiler in Sq. besitzen. 

Sei &,. der kleinste 3, enthaltende Kérper. Dann ergibt sich aus 
der Definition fiir jede Funktion aus §,, eine Darstellung: 

fle) = F,(2): F,(2), 
wobei F(x), F(x) zu Jap gehdren und in 3,, teilerfremd sind. Ent- 
sprechend lassen sich mehrere Funktionen aus &,, auf gemeinsamen 
Nenner in 3, bringen: . 
f(2)— BE --- 4@ = FS. 
F(a) hei®t danu und nur dann ein kleinster gemeinsamer Nenner in 3,,, 
wenn die Polynome aus 3,.: F(x), Fi (x), ---, F:(x) tederfremd in 3,. sind. 

Eine solche Darstellung kann auf verschiedene Weise méglich sein, 
da in Jno im allgemeinen nicht die Gesetze der eindeutigen Zerlegbarkeit 
in irreduzible Funktionen gelten. 

Wir untersuchen jetzt die Bedeutung der Involutionsbasis von &,, 
fiir 3,,, indem wir die Begriffe der Involutionsform und Involutionsbasis 
auf Integritiitsbereiche tibertragen. Es sei 


O(2,u) = + 2" Guay---ag ®)# um... ure 
(@+a,+---+a,—%) 
eine Involutionsform von &,, und G(x) ein kleinster gemeinsamer Nenner 
in Jno der Koeffizienten von ®(z,). Durch Multiplikation mit G(x) geht 


(¢,u) in eine Form Y(z,u) tiber, deren Koeffizienten Polynome aus Jn, 
und in 3,, teilerfremd sind: 


G(2) + O(4,u) = ¥(e,u) — Ge) A+ 2G... (wat ul uke 


e 
(@+a++--+4,—%) 
12 
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Jede Form ¥(z,u), die aus einer Involutionsform (2, u) von R,, durch 
Multiplikation mit einem Polynom aus 3, hervorgeht derart, dap die Koeffi- 
sienten von V(2,u) Polynome aus 3,, und in 3, teilerfremd sind, soll als 
eine Involutionsform von 3, und die Koeffizienten von ¥(z, u) sollen als 
eine zugehirige Involutionsbasis bezeichnet werden. 

Zunichst ist aus der Bedeutung der Involutionsbasis von &,, klar, 
daB jede Involutionsbasis von Sag zugleich Rationalbasis ist. Zur weiteren 
Untersuchung betrachten wir einen Abbildungsbereich 5 hole fiir dessen 
kleinsten enthaltenden Kérper %* die irreduzible Gleichung m‘t der Null- 
stelle = u,2,+---+u,%, durch o*(2z,u) = 0 gegeben ist. 

Nach § 5 stellen die Koeffizienten von 


O* (z, u) = a+ py “®t ” ag ua : ue 
(@+a,+---+a,=1) 
die symmetrischen Elementarfunktionen der in bezug auf Re konjugierten 
a, 2)... gf 
dar. Sei F’*(z) ein beliebiges Polynom aus Re, so folgt wegen 


F*(x) = (F(a) + FH) + + FH), 


daB F'*(x) eine ganze symmetrische Funktion dieser GréBenreihen ist; 
und sich folglich als gange rationale Verbindung der symmetrischen Ele- 
mentarfunktionen, d. h. der Funktionen 

Gouy---ay() 


0 
S 


ausdriieken lift. Ist nun 
G* (x) - OF (2, u) = Y*(2, wu) — GF(x) 2 + 2’ a oe us... ue 
(a+ a, +--+, =i) 


eine Inrelutionsiorm von Sie so wird demnach jedes Polynom aus Re, 


also insbesondere jedes Polynom aus 5 le eine ganze rationale Vesbindung 
der Quotienten 


Go ay---ag 2) * GP (2). 


Unter Beriicksichtigung des gle ergibt sich so 

Satz VI: Zu jedem Integrititsbereich aus Polynomen Sup existiert min- 
destens eine ausgezeichnete Rationalbasis, die Involutionsbasis derart, dap in 
der rationalen Darstellung aller Polynome aus 3,. durch die Funktionen 
der Involutionsbasis nur die Potenz einer festen Funktion (des hichsten 
Koeffizienten der zugehirigen Inqolutionsform) im Nenner auftritt. 
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§ 9. 
Relativ-ganze Bereiche G,, aus Polynomen. 


Wir betrachten im folgenden spezielle Integrititsbereiche aus Poly- 
nomen, die eine Zwischenstufe zwischen Integritiitsbereich und Kérper 
bilden. 

Ein Integrititsbereich aus Polynomen ©,,, heiBt ,,relativ-ganser Be- 
reich* unter der Bedingung: 

4a) ©. enthilt neben F(x) und G(x) — wo G(z)+0 — stets 
dann und nur dann den Quotienten F(x): G(x), wenn dieser Quotient 
ganz in den Unbestimmten, also ein Polynom ist. . 

Es ist zunichst die Identitét der relativ-ganzen Bereiche mit der 
Gesamtheit der Polynome eines Kérpers &,¢ (6 >) rationsler Funktionen 
nachzuweisen. 

Sei &,, der kleinste G,, enthaltende Kérper. Fiir jede Funktion f(z) 
aus &,. gilt eine Darstellung als Quotient zweier Polynome aus G,,: 

f(z) = F,(@): F,@), 
wobei auch Polynome nullten Grades zugelassen sind. Sobald f(x) ein 
Polynom wird, gehért es nach Bedingung 4a) zu G,, und da &,,, auch 
keine weiteren Polynome enthalten kann, ist jeder relativ-ganze Bereich ©, 
identisch mit der Gesamtheit der Polynome des kleinsten enthaltenden Kérpers. 

Sei umgekehrt &,,, ein beliebiger Kérper rationaler Funktionen (also 
nicht kleinster enthaltender eines gegebenen Systems) und sei 3 die Ge 
samtheit der in &,,, enthaltenen Polynome. J erfillt die Bedingungen 1, 2, 3 
des Integritiitsbereichs und Bedingung 4a), ist also relativ-ganzer Bereich; 
d.h. die Gesamtheit der in einem Korper &,,, enthaltenen Polynome bildet 
einen relativ-ganzen Bereich Gx (9 < 6).*) 

Wir zeigen ferner die Identitit der relativ-ganzen Bereiche mit den 
von Hilbert eingefiihrten ,,Integrititsbereichen aus relativ-ganzen Funk- 
tionen. “**) 

Es sei 
(1) G,(z) --- G,(@) 


eine Rationalbasis von ©, .; nach den Bedingungen 1, 2, 3, 4a gehért 
jede rationale Verbindung der Polynome (1), die ganz in den Unbestimmten, 
also ein Polynom wird, zu @,,. Da umgekehrt auch jedes Polynom aus 


*) Es kann auch g=0 sein; d.h. die Gesamtheit der Polynome aus &,,, aus 
dem Koeffizientenbereich Q bestehen. 

**) D. Hilbert: Mathematische Probleme. Vortrag Paris 1900. Problem 14 (Git 
tinger Nachrichten 1900). 
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G,,. sich nach dem Begriff der Rationalbasis rational durch die Poly- 
nome (1) ausdriicken laBt, ist G,. identisch mit der Gesamtheit derjenigen 
rationalen Verbindungen der Polynome (1), die ganz in den Unbestimmien, 
also Polynome sind. Wir haben die von der speziellen Rationalbasis aus- 
gehende Definition Hilberts, wihrend unsere Definition nur abstrakte 
Eigenschaften des Bereichs benutzt. 

Fiir relativ-ganze Bereiche vereinfacht sich die in § 8 fiir allgemeine 
Integritatsbereiche gegebene Definition eines gemeinsamen Teilers: 

Seien F(z), G(x) zwei Polynome aus G,, und L(z) ein gemeinsamer 
Teiler dieser Polynome. L(x) heiBt dann und nur dann ein gemeinsamer 
Teiler in G,,, wenn L(x) 2u &,, gehért. 

Denn die Zugehérigkeit der Quotienten F(x): L(x), G(x): L(x) folgt 
dann aus der Bedingung 4a). , 

Eine wesentliche Eigenschaft der relativ-ganzen Bereiche ist ferner, 
daB sich der Begriff des ,,Algebraisch-ganzen in bezug auf G,,“ genau so 
an einer beliebigen Gleichung definieren laBt, wie dies in bezug auf alge- 
braische Zahlkérper oder auf den Kérper Q(z,---2,) bekannt ist. 

Definition V: Eine Gripe & heift algebraisch-ganz in beaug auf &,, 
— oder auch relativ-algebraisch-ganz —, wenn sie irgendeiner Gleichung 
geniigt, deren hichster Koeffizient die Einheit, deren iibrige Polynome aus 
G,. sind. 

Es mége niimlich die relativ-algebraisch-ganze GréBe — etwa der 
Gleichung 

L(2) = 2 + G(x) 2*-'+ --- + G,(z) =0 
gentigen. L(z) ist durch die in bezug auf den kleinsten enthaltenden 
Korper &,, irreduzible ganze Funktion 
M(2) = 2 + H,(x)e-*+---+ H, (2) 

teilbar. Aus dieser Teilbarkeit folgt aber nach der bekannten Erweiterung 
des GauBschen Satzes*), da die rationalen Funktionen H,(z) --- H,(z) 
Polynome aus &,, sind, und also su G,, gehiren. Damit ist die Definition 
der relativ-algebraisch-ganzen GréBe — an der jirreduziblen Gleichung ge- 
wonnen. Insbesondere ist jedes Polynom F(z) aus @,, auch algebtaisch- 
ganz in bezug auf G,,, da es der Gleichung z — F(x) = 0 geniigt. 

Weiter sei erwihnt, daB zu einem Integrititsbereich 3,. aus Poly- 
nomen analog wie der kleinste enthaltende Kérper auch der kleinste ent- 
haltende relativ-ganze Bereich @,, definiert ist durch die Forderung: 

G,,. enthilt neben 3,, alle Polynome H(z) und nur diese, die sich 
als Quotienten zweier Polynome aus %,,, darstellen lassen. 


*) Vgl. etwa J. Kénig: grr in die allgemeine Theorie der algebraischen 
GréBen (Leipzig, B.G. Teubner, 1903), Kap. IX, § 2 oder Weber (kleine Ausgabe), § 20. 
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Aus dieser Definition folgt weiter: Aus jeder Involutionsform und 
Involutionsbasis von 3,,. entsteht eine zugehérige von ©G,, dadurch, daB 
héchstens ein gemeinsamer Teiler in ©, aller Polynome der Basis abzu- 
spalten ist. 

Denn 3,, und G,, besitzen denselben kleinsten enthaltenden Kérper &, 9; 
und jede Involutionsform von 3,. entsteht aus einer Involutionsform von 
&,, durch Multiplikation mit einem Polynom aus 3, .; besitzt also Koeffi- 
zienten aus @,,, die aber in @,, einen gemeinsamen Teiler haben 
kénnen.*) 

SchlieBlich sei bemerkt, daB der Abbildungsbereich eines relativ-ganzen 
Bereichs @,,, der nach § 7 wieder ein Integrititsbereich Jy, aus Poly- 
nomen ist, nicht notwendig relativ-ganzer Bereich zu sein braucht. Denn 
sind F(z) und G(x) zwei Polynome aus G,,, deren Quotient kein Polynom 
ist und folglich nicht zu ©,, gehért, so gehért auch der Quotient 
F*(x): @*(x) nicht zu 3%. Dieser durch Spezialisierung einiger Unbe- 
stimmten entstehende Quotient kann aber sehr wohl ein Polynom sein, 
und fiir 3 ist dann Bedingung 4a) nicht erfiillt.**) 


§ 10. } 
Relativ-ganze Bereiche erster Art und ihre Integrititsbasis. 


Der in § 9 (Definition V) eingefiihrte Begriff des ,,Relativ-algebraisch- 
Ganzen“ gestattet es, eine Klasse von relativ-ganzen Bereichen anzugeben, 
die endliche Integritiitsbereiche sind; und damit eine von D. Hilbert auf- 
geworfene Frage (Math. Probleme, Probl. 14) wenigstens fiir diese Klasse 
positiv za beantworten. Wir geben die 

Definition VI: Hine endliche Anzahl von Polynomen aus ©, heipt 
Integritdtsbasis, wenn sich jedes Polynom aus ©,, als ganse rationale Ver- 
bindung dieser endlichen Anzahl darstellen lift, mit Koeffizienten aus Q. 
Ein Integrititsbereich aus Polynomen, der eine Integrititsbasis besitzt, heipt 
endlicher Integritéatsbereich. 


*) Z. B. ergibt sich fiir den aus allen ganzen rationalen Verbindungen von z,* 

und 2,2, bestehenden Integrititsbereich 3,, als Involutionsform: 
Y (2, u) = @,*. 2° — a, 4u,*— 2a, 9a, u, uy — @, a" U,*. 
Da 2,* zu %,,, also umsomehr zu dem kleinsten enthaltenden relativ-ganzen Be- 
reiche @,, gehdrt und folglich gemeinsamer Teiler in G,, ist, ergibt sich als Invo- 
lutionsform von @,,: 
Y(¢, u) = 2? — a, *u,*§— 2a, a, u, uy — 2, *U,*. 

**) Bestehe @,, z. B. aus allen Polynomen, die rationale Verbindungen von 
F=z,'x,, G=ax,*(1+,) sind. Die zulissige Spezialisierung 2, = 0 gibt F*: G*= z,, 
wibrend F:G kein Polynom ist. Qf, ist also kein relativ-ganzer Bereich. 
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Die zu betrachtende Klasse von relativ-ganzen Bereichen, fiir die sich 
die Involutionsbasis als Integritiitsbasis erweisen wird, bezeichnen wir als 
relativ-ganze Bereiche erster Art nach der 

Definition VII: in relativ-ganzer Bereich ©, » heiBt erster Art, 
wenn er als Abbildungsbereich einen relativ-ganzen Bereich G* besitet derart, 
dap jedes beliebige Polynom von =, - * at, (mit Koeffisienten aus Q) alge- 
braisch ganz von G*, abhiingt. 

Nach dieser Definition hangen namlich die Unbestimmten z,- -- x, 
und folglich auch die Linearform u(r) = u,2,+---+ um, ro A 
ganz von G*. ab. Die irreduzible ganze F tnktion mit der Nullstelle 
£= u(z) — die Involutionsform des kleinsten enthaltenden Kérper R* _ 
besitzt also als héchsten Koeffizienten die Kinheit, als weitere Koeffizienten 
Polynome aus G* 0? ist daher gleichzeitig Involutionsform von @* und 
es kann in G*, tn weitere Involutionsform existieren. Nach dem Uber- 
ungengnpeiailp besitat also auch G, , eine Involutionsform, deren héchster 
Koeffizient die Einheit ist; und da nach Satz VI in der rationalen Dar- 
stellung aller Polynome aus @,, durch die zugehérige Involutionsbasis 
nur dieser héchste Koeffizient in den Nenner tritt, wird die Involutions- 
basis Integrititsbasis; d. h. 

Satz VIL. Jeder relativ-ganze Bereich erster Art ist endlicher Integri- 
tétsbereich; die Integrititsbasis ist gegeben durch die aus dem charakteri- 
sierenden Abbildungsbereich gewonnene Involutionsbasis. Insbesondere ist die 
Integritiétsbasis der relativ-ganzen Bereiche erster Art ©,, durch die ein- 
deutig definierte Involutionsbasis von &,, yegeben. 

Wir geben noch ein Kriterium fiir relativ-ganze Bereiche erster Art. 
Sei G,, erster Art und eine Integrititsbasis von ©,, gegeben durch 


(1) F,(2), F,(@), a. © F,(z). 

Dann existieren nach einem’ Hilbertschen Hilfssatz*) g algebraisch unab- 
hiingige Polynome aus ,,,: 

(2) G,(a), Gy(a),-+ +, Ge) 

derart, daB die Polynome (1) und mithin jedes Polynom aus G,, alge- 
braisch ganz von den Polynomen (2) abhingt. Das Gleiche gilt fiir jedes 


Polynom des Abbiiangiavcishs 6%, in bezug auf die entsprechenden 
Polynome: 


(3) G,*(2), G,*(2), Oy G,*(2). 


*) D. Hilbert: Uber die vollen Invariantensysteme, Math, Ann. 42 (1893), § 1. 
(Der dort nur fitr homogene sees? ausgesprochene Hilfssatz gilt ebenso fiir in- 
homogene.) ; 
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Nach Definition VII hiangt also auch jedes beliebige Folynom von x,:--- x, 
algebraisch ganz von den Polynomen (3) ab. 

Es enthalte nun umgekehrt ein Abbildungsbereich 3 eines beliebigen 
relativ-ganzen Bereichs ©, @ Polynome (3), von denen jedes Polynom 
von 2,--- 2%, algebraisch ganz abhingt. Dann zeigen wir, daB daraus Me 
sich als relativ-ganzer Bereich @* ergibt, und weiter, dab @* und folg- 
lich ©, erster Art sind. 

In der Tat sei F*(z) ein Polynom aus dem kleinsten 4 enthaltenden 
Korper KN das also nach Voraussetzung algebraisch-ganz von den Poly- 
nomen (3) abhiingt. Da die entsprechende Funktion aus ,, dann alge- 
braisch-ganz von g Polynomen aus &,, abhingt, ist sie ein Polynom F(x) 
und gehért folglich zu G,,; somit gehért F*(x) au Si Der Abbil- 
dungsbereich Se enthalt also alle Polynome von R*) ist relativ-ganzer 
Bereich G*. Fiir G*, und daher auch fir G,, folgt aber nach Defi- 


nition V und VII aus der Voraussetzung unmittelbar, daB sie erster Art 
sind, d. h. 


Die relativ-ganzen Bereiche erster Art ©, sind dadurch charakterisiert, 
daB in einem Abbildungsbereich Shel o Polynome existieren, von denen jedes 
beliebige Polynom von x,--- 2x, algebraisch ganz abhiingt. Der Abbildungs- 
bereich ergibt sich aus dieser Vorausseteung als relativ-ganzer Bereich.*) 


g 11. 
Hilfssatz iiber algebraisch-ganze Abhingigkeit. 
Wir geben nunmehr ein Kriterium dafiir, daB jedes beliebige Polynom 


von 2,---2, algebraisch ganz von g Polynomen von z,---- x, 
(1) G,*() - + - G*(x) 
abhingt. 


Sind die Polynome (1) speziell homogene Formen, so verschwinden 
fiir jedes spezielle Wertsystem, das (1) zum Verschwinden bringt, gleich- 
zeitig auch alle algebraisch-ganz abhingigen Formen; also insbesondere 
auch 2,--* &,. 

Die Formen (1) kénnen also fir kein Wertsystem auBer 

z,= 0, oe % “,=9 
verschwinden; ihre Resultante muB von Null verschieden sein. 

*) Z. B. ergibt in dem in der Schlu8anmerkung zu § 9 erwiihnten Bereich G,, 
die zulassige Spezialisierang x, = 1 die beiden Polynome F* = 2,, G* =1-+ %,, von 
denen jedes beliebige Polynom von z,, 2, algebraisch-ganz abhingt. ©,, ist somit 
erster Art und zwar mit F(z) und G(z) als Integrititsbasis. 
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Umgekehrt ist diese Bedingung auch hinreichend und laBt eine Er- 
weiterung auf inhomogene Polynome zu nach dem 

Hilfssatz: Eine hinreichende Bedingung dafiir, daB jedes beliebige 
Polynom von x,---«, algebraisch-ganz von @ Polynomen von x,--- x, 
(1) G,*(x) --- G*(a) 
abhiingt, ist das Nichtverschwinden der nach x,---%, genommenen Re- 
sultante der Glieder hichster Dimension 

H,* (x) - +» H/*(2) 


der Polynome (1): Per 
(2) Rm] oe | +o. 
1 @ 


Fiir homogene Formen (1) ist die Bedingung (2) notwendig.*) 
Zum Beweise bilden wir die Polynome 
(3) G,*(2) = G,*(@) — dy, +++, E*(x) = G F(z) — 4, 
O*(z) — O*(2) — a, 
wo i,---4,, « Unbestimmte, *(x) ein beliebiges Polynom von 2, --- 
bedeuten. Die Resultante der Polynome (3) nach z,---2,, 1**) sei ge- 
geben durch 
Ly-++ 2 1 


(4) RG, ») =| 
@ 


sie ist eine ganze rationale Funktion von 4, --2,, ¢. Nun laBt sich nach 
F. Mertens in der Entwicklung von (4) nach Potenzen von p der héchste 
Koeffizient explizit angeben***); es wird 
(5) (— 1)*- RGA, w) = By’: w+ Ay(A)ur~* +--+ + A,(A), 
wo A,(4)---A,(4) ganze ganzzablige Funktionen von 4,---4, und den 
Koeffizienten der Polynome (3) bedeuten. Diese Entwicklung zeigt vor- 
erst, daB unter der Annahme (2) R,+0 auch R(A,u) nicht identisch 
verschwinden kann. Die Idefittitat in 2, - - - Hoy Ays+ Agu: 
R(4, w) =0 (mod. G,* (a), ---, Gre), *(z)) 

*) Zur Resultantentheorie vgl. F. Mertens, Zur Theorie der Elimination (I. u. 
IL. Teil), Sitzungsber. d. k. Ak. d. Wiss. Wien, Math.-naturw. Kl. Abt. Ila, Bd. 108 
(1899). (Teilweise wiedergegeben bei J. Kinig, Theorie d. algebr. GréBen,. Kap. VI). 

**) D. h. die homogene Resultante nach z, - -- «2, wenn man die Polynome (3) 
mittels einer weiteren Unbestimmten x, homogenisiert, so daB der Grad in den 
erhalten bleibt. 

**) A. a. O. § 3 (Beweis von Satz I) und explizit § 6 (Bestimmung des Inbegriffs 


aller Glieder der Resultante R, welche ein gegebenes Potenzprodukt a;} are tee ave 


G,*- --G,* “: 


? 





oo 


als Faktor enthalten). In unserem Fall ist p, 0, Py 9, +++) Py =, Ogg = (— p) 
gesetzt. Wiedergegeben bei Kénig, Kap. VI, § 9. 
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geht ferner durch die Substitution: 
A= GA(z), w= O*(2) 


fiber in: 
(6) R(GF(@, O*(@)) = R,’- O**(2) + A,(G*(@w))O**-1(z) + --- 
+ A,(G,(@)) = 0, 
womit der Hilfssatz bewiesen ist, da R, nach Annahme eine Zahl aus Q. 


§ 12. 
Die Integrititsbasis der reguliren Systeme ©,, aus Polynomen. 


Der Hilfssatz des § 11 liefert zusammen mit dem SchluB von § 10 
unmittelbar die Tatsache: 

Existieren in einem Abbildungsbereich JF von G,, @ Polynome derart, 
dap die homogene Resultante der Glieder hichster Dimension nicht identisch 
verschwindet — R,+-0 — 80 ist &,, erster Art und folglich endlicher 
Integritétsbereich, mit der Involutionsbasis als Integritdtsbasis. 

Die Bedingung R,+0 liBt nun vermége des Hilfssatzes einen zweiten, 
wesentlich von D. Hilbert angegebenen Existensbeweis der Integritatsbasis 
zu*), der zwar nicht die Involutionsbasis als solche erkennen laBt, dafir 
aber gleichmaBig fir alle Systeme S,, mit der angegebenen LHigen- 
schaft gilt. 

Seien niimlich die g Polynome aus on fir die R,+ 0 und die folg- 
lich algebraisch unabhingig sind, gegeben durch 


(1) G,*(2)--- G,*(2). 


‘Nach dem Hilfssatz ist jedes beliebige Polynom von 2,-- “2, also 
insbesondere auch jedes Polynom des kleinsten Sx, enthaltenden Kérpers 


R* algebraisch-ganz von den Polynomen (1) abhingig. Entsprechen diesen 


00 
vs 


daher in ©,, die Polynome: 

(2) G,(z)--- G (2), 

so ist nach dem Ubertragungsprinzip jedes Polynom des kleinsten S, o ent- 
haltenden Kérpers &,,, mithin insonderheit jedes Polynom aus ©,,, alge- 
braisch-ganz von den Polynomen (2) abhingig. Umgekehrt ist auch jede 
Funktion aus &,,, die algebraisch-ganz von den Polynomen (2) abhiingt, 
ein Polynom. Betrachtet man daher (nach § 4) S,, als algebraischen 





*) Uber die vollen Invariantensysteme, § 2. Bei Hilbert handelt es sich unter 
Voraussetzung der anderweitig gewonnenen Existenz der Integritiitsbasis des Invarianten- 
kérpers nur um eine Deutwng dieser Basis durch das Kroneckersche Fundamental- 
system der algebraisch-ganzen GréBen eines Kérpers. 
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Korper tiber Q(G,---G,), so ist die Gesamtheit der Polynome aus &,, 
— der relativ-ganze Bereich G,, — identisch mit den algebraisch-ganzen 
Grofen dieses Koérpers. Es sei G(x) ein Polynom aus &,,, das (2) zu 
einer Rationalbasis erginzt, und D(z) die Diskriminante der irreduzibeln 
Gleichung k*" Grades, der G(x) in beang auf Q(G,--- G,) geniigt. Dann 
laBt jedes Polynom aus &,,, insonderheit jedes Polynom F(x) aus © 
als algebraisch-ganze GréBe die Darstellung zu: 

(3) Pie) — 1182: 967+ TGP + 0) 

Es durchlaufe nun F(x) alle Polynome aus ©,,; dann zeigt die An- 
wendung des Hilbertschen Theorems I von der Modulbasis (Math. Ann. 36) 
auf das aus den zugehérigen Funktionen v, I, (G,) + 0,1, (G,)+---+0,1,(G,) 
zu bildende System die Existenz einer endlichen Anzahl von Polynomen 
aus ©: 


xe 
(4) F,(«), F(z), «++, F,(2) 
derart, daB jedes Polynom aus G,,, eine Darstellung zulaBt: 
(5) F@) = 4,(G)F,(x) + A,(G@) - F(x) +--+ A(G)F, (2), 
wo A,--- A, Polynome der G,(z) bedeuten. Die Polynome (2) und (4) 
bilden somit eine Integritiatsbasis von ©,,,; d. h. 

Satz VIII: Existieren in einem Abbildungssystem a des Systems aus 
Polynomen S,. @ Polynome derart, dap die Resuliante der Glieder hichster 
Dimension nicht identisch verschwindet — R,+0 —, so besitzt S,, eine 
Integrititsbasis. 

Dieser Satz laBt noch eine leichte Verallgemeinernng zu. Es geniigt, 
daB die g Polynome (1), fiir die R,+ 0, dem kleinsten on enthaltenden 
Integritatsbereich 3 angehéren. In der Tat zeigen die zu Satz VIII 
fihrenden Schltisse, daB auch dann noch die Darstellung (5) gilt. Nun 
la8t aber nach der Definition, sich jedes Polynom L(x) des kleinsten ent- 
haltenden Integritiitsbereichs 3,,, ganz und rational durch eine endliche 
Anzahl von — mit L(x) sich aindernden — Polynomen aus G,,, darstellen, 
und es existieren somit 6 Polynome aus Sry 
(6) K, (x), K,(2), ---, K,(~) 
derart, daB die Polynome G,(z) ganze rationale Verbindungen von (6) 
werden. Durch (6) und (4) ist somit eine Integritiitsbasis gegeben. Unter 
Einfihrung von: ‘d 

Definition VIII: Kin System S,,. von Polynomen heift regulér, wenn 
in einem Abbildungsbercich 3%, des kleinsten enthaltenden Integritétsbereichs 
@ Polynome ezxistieren derart, dap die Resultante der Glieder hichster Di- 
mension nicht identisch verschwindet — R,+ 0 — 


“Q? 
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gilt somit: 

Satz IX: Jedes reguldre System S,, aus Polynomen besitet eine 
Integrititsbasis.*) 

Wir geben noch, analog wie in § 5 fir die Involution, eine geo- 
metrische Deutung der reguliren Systeme. Dazu hetrachten wir, wie dort 
in (7), das Gleichungssystem 
(7) L*(x) — L*(§) = 0, 
wobei L*(x) alle Polynome aus 3 durchlaufe. Homogenisiert man mit- 


telst x, &, so mége (7) in das Gleichungssystem zwischen homogenen 
Formen iibergehen: 


(8) E,”"- M*(x) — x,"- M*(§) = 0, 
wobei, wenn H*(z) die Glieder héchster Dimension von L*(x) bezeichnet, 
die Beziehung besteht: 
(9) H*(x) = M*(a) mod, ay. 
Als Fundamentalpunkte von 5 il bezeichnen wir (vgl. § 5, Anmerkung) 


die von x unabhiingigen — also von den zu z konjugierten Reihen ver- 
schiedenen — Lésungen von (8). Fundamentalpunkte sind also die von 
—, = 0,---,§& =O verschiedenen Wertesysteme, fiir die gleichzeitig gilt: 


&"=0, Mg) -0 


oder wegen (9): 
&=—0, H*(—)=—0. 


Existieren nun g Formen H*(&), fiir die R,+0, die also kein ge- 
meinsames Lisungssystem besitzen, so kann Sf keinen Fundamentalpunkt 


besitzen. Besteht speziell S* aus homogenen Formen, so kann bei F,+0 
auch © 


‘ 


* keinen Fundamentalpunkt besitzen, da dieser zugleich Funda- 
*) DaB es nichtreguldre Systeme ohne Integritiitebasis gibt, hat Hilbert an einem 
Beispiel gezeigt (Gétt. Nachr. 1891, S. 233). Noch etwas einfacher ist das folgende: 
Syy = 2, U,%y, ©, Hy", -++, 2H,” -+- in inf. 
Die Existenz der Integritiitsbasis wire hier gleichbedeutend mit der Existenz einer 
ganzen positiven Zahl vr, so da6 die Identitiiten bestehen: 


My” 9 me Boe - "(ae ar)" (ae, ary) + «+ (@, ay”). (6 = 1,2,--+) 


Das Vergleichen der Dimension in 2,, 2, fibrt aber schon fiir 6 1 zu den beiden 
Bedingungsgleichungen fiir die Exponenten: 
L=i+i+ i,4---+4,, 
y+1il= i+ 2i,+---+-4,, 
die ersichtlich keine Lisung in nichtnegativen ganzen Zahlen haben. ©,, besitzt also 
keine Integritiitsbasis. 
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mentalpunkt von Sh wire. Es gilt aber auch das Umgekehrte. Dazu 
betrachten wir das aus der Gesamtheit der Formen H*(z) gebildete System 
3(H*), das wieder einen Integrititsbereich bildet. 

Aus dem Hilbertschen Theorem I von der Modulbasis und dem Hil- 
bertschen Hilfssatz (vgl § 10, Zitat) folgt deshalb die Existenz von 
e@ Formen aus 3(H*), deren Verschwinden das Verschwinden aller Formen 
aus 3(H*) zur Folge hat. Besitzt nun he keinen Fundamentalpunkt, so 
kénnen diese g Formen nicht gleichzeitig verschwinden, ihre Resultante 
Ry+0. 

Es gilt also: 

Die reguldren Systeme S,. aus Polynomen sind dadurch charakteri- 
siert, daB ein Abbildungsbereich il des kleinsten enthaltenden Integritits- 
bereichs keinen Fundamentalpunkt besitzt. Bei reguléren Systemen SF, aus 
homogenen Formen besitst schon das System selbst keinen Fundamental- 
punkt.*) 


§ 13. 


Beispiele von relativ-ganzen Bereichen erster Art und von 
reguliren Systemen. 


1. Als erstes Beispiel eines relatiy-ganzen Bereichs erster Art G,, 
betrachten wir die Gesamtheit der Polynome von xz,---2,, die eine ge- 
gebene Permutationsgruppe G gestatten — also die Gesamtheit der Poly- 
nome eines Lagrangeschen Gattungsbereiches. Da z,---2, vermége der 
Identitat 
(1) a," — 6,(2)a,"~* + 6,(a)aP—* +---+6,(2)=0 (k—=1,2,---,m) 


algebraisch ganz von den zu @,, gehérigen symmetrischen Elementar- 
funktionen, also nach Definition V algebraisch ganz von @,, abhiingen, 
ist G,, erster Art. G,, bildet ferner als Bereich erster Art, da seine 
Elemente homogene Formen und » = g ist, (nath § 10 Schlu8) ein regu- 
lires System. In der Tat kann wegen (1) die Resultante R, der sym- 
metrischen Elementarfunktionen nicht identisch verschwinden; R, berechnet 
sich nach den Rechnungsregeln der Resultantentheorie zu +1. Die Jn- 
volutionsform von &,, ist — da G,,, erster Art und n=@ ist — ein- 
deutig bestimmt als die IJnvolutionsform des zugehdrigen Lagrangeschen 
Gattungsbereichs. Da die zu x,---z, in bezug auf diesen konjugierten 


*) Das in der vorigen Anmerkung angegebene nichtregulire System ©,, besitzt 
den Fundamentalpunkt: BY 
& 7&3 = 0:1:0. 








-_-- S>, hk 


—_ wa ane aa |e 
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GréBen durch die Permutationen der Gruppe G entstehen, ist also diese 
Involutionsform gegeben durch 


(2) ¥(z,u) =] [(e—u,2,-42,—--—u,2,,) = 


BAZ’ Goa, a, (0) Ue s+ ul 


wobei das Produkt tiber alle Permutationen von G zu erstrecken ist. 
(2) stellt die ,Galoissche Form der Gruppe G“ dar, und es gilt also die 
Tatsache: 

Alle Polynome von x,---x,, die eine Permutationsgruppe G gestatten, 
sind ganze rationale Verbindungen der Koeffizienten Gau,...,(%) der Galois- 
schen Form der Gruppe. 

2. Als Beispiel reguldrer Systeme seien die Systeme S,, aus Poly- 
nomen betrachtet, also Systeme die nur ein algebraisch-unabhingiges Poly- 
nom enthalten. 

In der Tat sei S* ein Abbildungssystem von ©,, und 


F* (x) = a,x + aa*-'+---+ a4, (a,+0), 
ein Polynom aus S*, so wird 
(3) Ry = ay + 0*) 


S,, ist also nach Definition VIII regular und es gilt somit: 

Jedes System S,, aus Polynomen, insonderheit jedes System von un- 
endlich vielen Polynomen einer Unbestimmten, besitzt eine Integritétsbasis.** ) 

3. Wir spezialisieren jetzt die Systeme S,, zu relativ-ganzen Be- 
reichen ©, ,, die als reguliire Systeme nach § 12 relativ-ganze Bereiche erster 
Art sind. Thre Integrititsbasis ist also gegeben durch eine Involutionsbasis, 
die zugleich Involutionsbasis des kleinsten enthaltenden Kérpers &, , ist. Nun 
ist nach § 6 eine beliebige Funktion der Involutionsbasis von &,, zugleich 
Minimalbasis — wir bezeichneten sie als Liirothsche Funktion des Kérpers — 
und jede Funktion der Involutionsbasis hingt linear gebrochen von dieser 
Liirothschen Funktion ab. In unserem Fall wird die Liirothsche Funktion, 
da sie zu G,, gehért, ein Polynom; jedes weitere Polynom der Involutions- 
basis hingt also linear gebrochen und wegen (3) algebraisch ganz, also 
ganz und linear von dieser Liirothschen Funktion L(x) ab, die somit 
Integritiitsbasis wird. Die Involutionsform von @*, ergibt sich, noch 
(u, =1) gesetzt, zu: 

YF (a) = L*\z) — L*(a) 

woraus wieder L(x) als Integritatsbasis erhellt. Somit gilt: 


*) Mertens, a a. O. § 5. 

**) Die einfachsten méglichen nichtreguliren Systeme ohne Integritétsbasis sind 
also Systeme S,,. DaB solche tatsichlich existieren, zeigt das Hilbertsche und das 
in der Anmerkung zu § 12 gegebene Beispiel. 
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Die relativ-ganzen Bereiche ©, sind erster Art; ihre Integritédtsbasis 
besteht aus einem Polynom, der Liirothschen Funktion des kleinsten ent- 
haltenden Korpers. 

4. Als Beispiel eines relativ-ganzen Bereichs ©, seien noch speziell 
die ganzen rationalen projektiven Invarianten einer quadratischen Form von s 
Veriinderlichen erwihnt. In Ubereinstimmung mit dem Vorhergehenden 
lassen sich dieselben bekanntlich als ganze rationale Verbindung der 
Determinante |a,,| der Form darstellen; und diese Determinante ist zugleich 
Lirothsche Funktion des zugehérigen Invariantenkérpers. 


§ 14. 
Systeme aus ganzzahligen Polynomen. 


Die gewonnenen Basissiitze sollen nun in bezug auf Ganzzahligheit 
verschirft werden. 

Der Koeffizientenbereich Q sei daher im folgenden als (endlicher) 
algebraischer Zahlkérper angenommen; und es bezeichne [Q] die Gesamt- 
heit der algebraisch-ganzen Zahlen aus Q, die wir kurz ganze Zahlen nennen 
wollen. Unter einem ganzzahligen Polynom sei ein Polynom mit Koef- 
fizienten aus [Q] verstanden; F(x), G(x),--- sollen von jetzt an nur 
ganzzahlige Polynome bedeuten. 

Wir betrachten in Analogie zu § 7 die verschiedenen Systeme aus 
ganzzahligen Polynomen: 

Ein beliebiges System aus ganzzahligen Polynomen soll als ganz- 
sahliges System S,. bezeichnet werden. 

Die ganszahlige lineare Schar &,, ist ein ganzzahliges Seaton, das 
neben F(x) und F,(x) stets auch c,F,(x) + ¢,F,(x) enthilt, wo c,, ¢, 
beliebige ganze Zahlen aus [Q]. 

Der ganzzahlige Integritiifsbereich 3, ist eine ganzzahlige lineare Schar, 
die neben F(z) und G(x) stets auch F(z) - G(x) enthilt. 

Der ganzzahlige relativ-ganze Bereich &,,,| ist ein Integritiitsbereich, 
der neben F(z) und G(x) — wo G(x) +0 — stets dann und nur dann 
den Quotienten F(z): G(x) enthialt, wenn dieser Quotient ein ‘ganzzahliges 
Polynom ist. 

Entsprechend wie in $7 besteht der kleinste enthaltende ganzzahlige 
Integritiitsbereich 3, . eines ganzzabligen Systems ©,, aus allen Polynomen 
H(a), die ganze rationale, ganzzahlige Verbindungen einer endlichen An- 
zahl von Polynomen aus ©,, sind; 

der kleinste enthaltende ganzzahlige relativ-gange Bereich ©,, aus allen 
ganzzahligen Polynomen H(z), dje rationale Verbindungen einer endlichen 
Anzahl von Polynomen aus &,,, sind. 








a nw +. Go ee = Oy 
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Wir gehen nun zur Ubertragung der Basissiitze tiber. In bezug auf 
die Rationalbasis ist zu bemerken, daB die nur auf ,,Rationalem“ be- 
ruhenden Begriffe des Kérpers, kleinsten enthaltenden Korpers und der 
Rationalbasis keine Verinderung erfahren. Es laBt sich ferner das Ab- 
bildungssystem Se eines ganzzahligen Systems c., auf beliebig viele 
Arten wieder als ganzzahliges System wihlen. Da auch bei der ganz- 
zahligen linearen Schar die zur Anzahlbeschrinkung fiihrenden Schliisse 
erhalten bleiben, so gilt: 

Satz V’. Jedes ganzzahlige System S,o besitet eine Rationalbasis; die 
Rationalbasis einer ganzzahligen linearen Schar &,, lift sich speziell so 
wihlen, daB sie hichstens 9 + 1 Polynome enthiilt. 

Wir untersuchen nun das Analogon zu der Involutionsbasis der Inte- 
grititsbereiche aus Polynomen (§ 8). Dazu ist der Satz iiber die symme- 
trischen Funktionen von Grofenreihen in bezug oer Ganzzahligkeit zu er- 
weitern durch den 


Hilfssatz. Die ganzen ganazahligen symmetrischen Funktionen von 
n Grifenreihen (y2---t): 
Ya °° &, 


(1) Yo 2, °° * by, 


955,°°° 
sind ganze ganzzahlige Funktionen einer endlichen Zahl unter ihnen; niim- 
lich der symmetrischen Elementarfunktionen 
(2) ,(y), 42(Y), +>» O.(Y); (2), O2(2),-- +, 6,(2)5 -- +5 4, -- + 6, (6) 
und der Funktionen 
(3) Ha (Ys 07% b)s +> Was oot), 
die algebraisch ganz und ganzzahlig von den Funktionen (2) abhingen. 

In der Tat hingen die n GréBen y, ---y, algebraisch ganz und ganz- 
zahlig von 6,(y)---6,(y) ab; entsprechendes gilt fiir z,---2, in bezug 
auf 6,(2)---6,(¢) usw. Der Kérper der symmetrischen Funktionen der 
GréBenreihen (1) bildet also einen algebraischen Kérper tiber dem durch 
_ die Funktionen (2) bestimmten Kérper derart daB die algebraisch-ganzen 
und ganzzahligen GréBen dieses Kérpers identisch sind mit den ganzen 
ganzzahligen symmetrischen Funktionen der GréBenreihen (1). Bestimmt 
man daher (3) als Kroneckersches Fundamentalsystem, so ist der Hilfs- 
satz bewiesen. 

Es sei nun Sn, ein ganzzabliger Integrititsbereich, 3%, ein ganz- 
zahliger Abbildungsbereich und 

W*(e, u) — G(x) + of + 2 Goa,...0,(@) > eur - + ge 
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eine Involutionsform von 3%,; dabei kann G*(x) auch nullter Dimension, 
d.h. eine Zahl aus [Q] sein. Die den Funktionen (2) entsprechenden 
symmetrischen Elementarfunktionen sind dann gegeben durch gewisse 
unter den Quotienten: 

(4) Gea,...0g(@)? G* (a). 


Da nach dem Hilfssatz die Funktionen (3) algebraisch ganz und ganz- 
zahlig von (2) abhingen, so sind — nach der Erweiterung des GauBschen 
Satzes auf Polynome mit algebraisch-ganzzahligen Koeffizienten — die (3) 
entsprechenden Funktionen aus Rr gegeben durch 
(5) K;*(z) : (G*(a))’, 
wo K,*(x) ganzeahlige Polynome aus Re sind. K,*(x) gehéren also, wenn 
es sich um relativ-ganze Bereiche handelt, ‘dem Bereich an; sind im all- 
gemeinen Quotienten von Polynomen aus 3* . 

Ist nun F’*(z) ein beliebiges ganzzahliges Polynom aus Sa so hat man 


F*(z) = * (F* (az) + F* (2 +--+ F*el-) 


und es wird also i- F*(z) eine ganze, ganzzahlige symmetrische Funktion 
der GréBenreihen z, x, - --, 2#-». 

Nach dem Hilfssatz und dem Ubertragungsprinzip gilt somit: 

Satz VI’. Fiir die ganzzahligen Integrititsbereiche 3,. ist durch jede 
Involutionsform eine ausgezeichnete Rationalbasis bestimmt derart daB jedes 
Polynom F(x) aus 3no eine Darstellung sulapt: 

T(H(@x), H, (a), --- H,(x)) 


F@) = Fe 


wo T eime ganze, ganzzahlige Funktion bedeutet. Fiir ganzzahlige relativ- 
ganze Bereiche ©,., mit ganzzahligem relativ-ganzen Bereich G¥, als Ab- 
bildungsbereich, ist der Nenner H(x) durch den héchsten Koeffizienten der 
zugehorigen Involutionsform gegeben. 


§ 15. 
Ganzzahlige relativ-ganze Bereiche erster Art und reguliire Systeme. 


An Stelle der Integritatsbasis tritt bei ganzzahligen Systemen die 
gansezahlige Integritétsbasis, d. h. eine endliche Anzahl von ganzzahligen 
Polynomen des Systems derart, dap jedes ganzzahlige Polynom des Systems 
sich als ganze ganzzahlige Verbindung dieser endlichen Anzahl darstellen lipt. 

Die Siatze tiber die ganzzahlige Integritiitsbasis laufen den friiheren 
im wesentlichen parallel, und nur die Beweise verlangen geringe Modifi- 
kationen. 

Zunichst laBt sich die DefinitionV (§ 9) direkt tibertragen. 
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Definition V’: Eine Gripe & heift algebraisch-ganz und ganzsahlig 
m besug auf den ganzeahligen relativ-gansen Bereich ©,,, wenn sie irgend- 
emer Gleichung geniigt, deren hichster Koeffizient eine Einheit aus [Q], deren 
tibrige Polynome aus ©, sind. 

Die Erweiterung des GauBschen Satzes auf Polynome mit algebraisch- 
ganzzahligen Koeffizienten zeigt namlich wie in § 9, daB sich hieraus die 
Definition an der irreduzibeln Gleichung gewinnen laBt. 

Aus der Definition V’ ergibt sich weiter die Ubertragung von Defi- 
nition VII. 

Definition VII’: Ein ganzzahliger relativ-ganzer Bereich ©. heipt 
erster Art, wenn er als Abbildungsbereich einen relativ-ganzen Bereich Gi, 
besitet derart, dap jedes beliebige ganssahlige Polynom von z, “++ @, alge 
braisch-ganz und ganzzahlig von @%, abhdngt. 

Um die Endlichkeit dieser Bereiche erster Art zu zeigen, bedenken 
wir vorerst, daB wie in § 10 aus der Definition folgt, daB der héchste 
Koeffizient der Involutionsform eine Einheit aus [Q] ist. 

Nach Satz VI’ (§ 14) laBt also jedes Polynom F(x) aus G,, eine 
Darstellung zu: 

F(x) = Ese: ++ Hg (@) | 


Wendet man hier auf das aus den ganzzahligen Polynomen [ (H,--- H,) 
gebildete System das — fiir ganze rationale Zahlkoeffizienten ausge- 
sprochene — Hilbertsche Theorem II von der ganzzahligen Modulbasis 
(Math. Ann. 36) im seiner Ausdehnung auf algebraisch-ganzzahlige Poly- 
nome*) an, so erhellt daraus die Existenz der ganzzahligen Integritits- 
basis, d. h. 

Satz VII’: Jeder ganzzahlige relativ-ganze Bereich erster Art besitet 
eine ganszahlige Integritatsbasis. 

Wir iibertragen weiter die Definition der reguliiren Systeme: 

Definition VIII’: Ein ganszahliges System ©, heift ganzzahlig- 
regulir, wenn in einem Abbildungsbereich 3% des kleinsten enthaltenden 
ganzzahligen Integrititsbereichs 9 Polynome existieren derart, dap die 
Resultante der Glieder hichster Dimension eine Einheit aus [Q] ist — 
R, = «. 


*) Bezeichnet w,---w, ein Fundamentalsystem der algebraisch-ganzen Zahlen 
aus Q, und setzt man 
(A, --- Ha) =0,(A)w, +--+ +0, (Mwy, 
so haben [,(H)---°,(H) ganze rationale Zahlkoeffizienten. Die Anwendung des 
Theorems Il auf das aus den Formen v,f,(H)+---+,0,(H) gebildete System 
zeigt unmittelbar die Giiltigkeit der Ausdehnung. 
13* 
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Um den Existenzbeweis der Integritiatsbasis zu tibertragen, bemerken 
wir, daB der Hilfssatz des § 11 die folgende schirfere Fassung zulabt —, 
die sich aus Gleichung (5) und (6) in § 11 und dem Umstand ergibt 
daB A,(4)---A,(4) ganze ganezahlige Funktionen von, 4,--- 2, sind: 

Bine hinreichende Bedingung dafiir, dap jedes beliebige ganzzahlige 
Polynom von 2,---x, algebraisch-ganz und ganzzallig von @ ganzzahligen 
Polynomen abhiingt, ist, daB die Resultante der Glieder hichster Dimension 
dieser Polynome eine Einheit aus |Q) ist — R,=«. 

Aus diesem Hilfssatz folgt genau wie in § 12 fiir jedes Polynom F(z) 
eines ganzzahlig-reguliren Systems die Darstellung (3), § 12, wo nun 
T,(G@) ---0,(G,) ganszahlige Polynome der G, sind. Und weiter ergibt 
wie in § 12 die Anwendung des Hilbertschen Theorems II (Math. Ann. 36) 
in seiner Ausdehnung auf algebraisch-ganzzahlige Polynome, verbunden 
mit der Definition des kleinsten enthaltenden ganzzahligen Integritits- 
bereichs, die Existenz der ganzzahligen Integritiitsbasis; d. h. 

Satz IX’: Jedes ganzzahlig-reguliire System besitet eine ganzzahlige 
Integritatsbasis. 

Als Beispiel eines ganzzahligen, relativ-ganzen Bereichs erster Art sei 
— in Analogie mit Beispiel 1 in § 13 — auf die Gesamtheit ©,, der 
ganzzahligen Polynome eines Lagrangeschen Gattungsbereichs verwiesen. 
Dab G,,, ganzzahlig-erster Art, ergibt sich aus der Identitit: 


a," — 6,(x)z,"-'+---+6,(4) =0 (k= 1,2,---,m); 


da die Resultante der symmetrischen Elementarfunktionen den Wert + 1 
hat, ist @,, auch ein ganzzahliges regulires System. 
Kin weiteres Beispiel ist nach dem Hilfssatz des § 14 durch die Ge- 


samtheit der ganzen ganzzahligen symmetrischen Funktionen von » GréBen- 
reihen gegeben. 


Erlangen, Mai 1914. ~ 
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Uber eine Eigenschaft der ganzen Funktionen 
von der Héhe Null.. 


Von 


A. Wan in Upsala. 


1. Bezeichnet G(z) eine transzendente Funktion endlicher Ordnung og, 
so ist @ bekanntlich die kleinste Zahl, fiir welche, nach Vorgabe einer 
beliebigen Zahl ¢ > 0, die Bedingung 

|G@)|<et" 
befriedigt wird, falls nur |¢| =r gentigend groB gewahit wird. Handelt 
es sich tiberdies um ein kanonisches Produkt G(z) von Primfunktionen, 
so hat diese Zahl 9 noch die Eigenschaft, daB von den Reihen 


1 a 
Dr — bez. ; ere 


erstere divergiert und letztere konvergiert, wobei r,—j|a,| ist, falls 


G,, My, *--, @,,-*+ die (von Null verschiedenen) Nullstellen nach steigen- 
den absoluten Betriigen bedeuten. 


Andererseits hat Herr Hadamard ein fundamentales Theorem bewiesen, 
nach welchem sich eine unendliche Folge von Zahlen 7,, 7,,---,¥,,--- 
bestimmen 1laBt, so daB lim 7,=— co und 

A=@ 
| G(2)|>e-?** 
_ fiir alle s von irgendeinem der Betrige 7, ist. 
Bei der Betrachtung der Funktion 


(1) [[] (+4 (0<e<1) 
; v=1 ve 

bin ich zuerst auf die Vermutung gekommen, daB fiir 9 < ; dieser 
Hadamardsche Satz durch die schirfere 


(2) G(z) >e*-* 
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ersetzt werden kann*). Erst spiiterhin gelang es mir durch Benutzung 
eines inzwischen von Herrn Phragmén gefundenen Resultates diesen Satz 
zu beweisen**). Nachdem das zugrunde liegende Phragménsche Resultat 
durch neue schéne Untersuchungen der Herren Phragmén und Lindeléf 
verbessert worden war, gab sodann Herr Lindeléf einen vereinfachten Be- 
weis***), Einen elementaren Beweis des von mir aufgestellten Satzes hat 
endlich Herr Wiener gegebeny). Unter den Verfassern, welche sich mit 
Erganzungen des Satzes fir den Fall @ = 0 beschiftigt haben, bemerken 
wir die Herren Littlewood und Valiron++). 

Eine noch weitergehende Verschirfung des Hadamardschen Satzes ist 
aber aus meinen Resultaten beziiglich der asymptotischen Darstellung der 
Funktion (1) nahegelegt, welche fiir jede Ordnung g@ < 1 Bedeutung hat. 
Bezeichnen nimlich M(r) und m(r) den Maximal- bez. Minimalbetrag der 
Funktion fir |z|— 1, so gibt es beliebig groBe r, fiir welche 
(3) m(r) > Mi(ryer-* 
ist. Eine Vermutung, daB (3) fiir jede ganze Funktion von einer Ordnung 
o <1 Giiltigkeit hat, ist auch in der Tat von Herrn Littlewood ausge- 
sprochen}}}), wobei er, wie es scheint, eben von den Verhiltnissen bei 
der speziellen Klasse von Funktionen (1) angeregt worden ist. Beweisen 
konnte jedoch Herr Littlewood nur die weniger weit gehende Ungleichung 


m(r) > M(ryee-* (e<3), 
welche fiir @ > offenbar in (2) enthalten ist*}). 


In der vorliegenden Arbeit haben wir uns die Aufgabe gestellt, den 
volistindigen Littlewoodschen Satz zu beweisen. Es ist uns dies jetzt 
durch Benutzung einer Methode gelungen, vermittelst welcher wir anfing- 
lich vergebens die Richtigkeit von (2) darzulegen versucht haben*++). 


*) Uber die angeniherte Darstellung von ganzen Funktionen“, Arkiv for Mate- 
matik, Astronomi och Fysik 1 (1903), 8. 105. 
**) Sur une extension d’un théortme de M. Hadamard“, Arkiv for Mat., Astr. 
och Fysik 2 (1905), Nr. 14. , 
*) Sur un théoreme de M. Hadamard dans la théorie des fonctions entiéres“, 
Rend. del Cire. Mat. di Palermo 25 (1908), 8. 228. 
+) ..Elementare Beitrige zur neueren Funktionentheorie“, Diss. (Gdttingen 1911). 
+t) Littlewood, On the asymptotic approximation to integral functions, Lond. 
Mat. Soc. Proc. (2) V (1907), 8-361; Valiron, Sur les fonctions entiéres d’ordre nul, 
Math. Ann. 70 (1911), 8. 471. 
Tit) A general theorem on integral functions of finite order“, Lond. Math. Soc. 
Proc. (2) VI (1907), 8. 139. 
“+) Bei irregulfr wachsenden Funktionen kann man nicht ohne weiteres aus der 
etwa bewiesenen Giiltigkeit von (3)\die Richtigkeit von (2) erschlieBen. _ 
*++) D. h. in der Hauptaache solchen elementaren Hilfsmitteln, welche dem 
Beweise des Herrn Wiener zugrunde liegen. 








—_ = De 
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Eine fundamentale Rolle als Vergleichsfunktion wird dabei der Funktion (1) 
zuerteilt. 

2. Zunichst ist festzustellen, daB der Satz fir die Funktion (1) gilt. 
Dies ersieht man unmittelbar aus der friiher von uns gegebenen asympto- 
tischen Darstellung, wofiir wir 

a 
# 
sing «= 
(4) en 
[2az?]*¢ 
mit einem Erginzungsfaktor von der GréBenordnung S erhalten haben, 
wobei d die kleinste Entfernung zwischen der Stelle z und einer Null- 





1 
stelle —n¢ bedeutet; letzterer Faktor hat sogar fiir lim r= oo den Grenz- 
wert 1, falls fir £ eine endliche untere Grenze angenommen wird. 


Wenn hier =r gesetzt wird, bekommt man offenbar M(r), und 
ebenso m/(r) fir z——r. Man hat also 


(5) in —— a F 


1 


(22) te, F Ying” 
Beschrinkt man sich auf die ins Unendliche steigende Reihe 


1 
"= (n + 5) %, 
so laBt sich auch m(r) ohne wesentlichen Fehler mit dem Betrag von (4) 
gleichsetzen. Dies ist ohne Schwierigkeit aus den Entwicklungen in un- 
serer zitierten Arbeit ersichtlich. Da wir aber dort einen solchen SchluB 
nicht gezogen haben, so mége der Beweis, doch nur fiir diesen besonderen 
Fall, hier reproduziert werden. 
Es handelt sich um den Betrag von 


or)—]] (’ - =) 
1 ne 
i ¢< (V+ Aye Wir schreiben 


bs vl = Se + Bet" *) 
+ Sm) —-A+B+0. 


N+1 ne 
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Sofort ergibt sich 
N 1 1 
A= — log (N+ 5) — = logh(N+1), 
oder nach Benutzung der bekannten Anniherungsformel fiir die [- Funktion: 
1 1 e 2. 1 
wo Ea ein Glied von der GréBenordnung ~~ bedeutet. Dieses Resultat 
ist mit dem folgenden aquivalent: 
(6) (Ae ores log 2are +{—]. 


Um nun B + C abzuschiitzen, betrachten wir zuniichst die Integrale 


stdin fing") a0+ f ae 8 


ae 
1 


e 
Machen wir hier die Substitution =o = bez. a =u, so erhalten wir 


re 
1 1 
K+ Amor fu-rtog—wdu + f wes tog 1 —wau). 
0 


Durch Reihenentwicklung bekommen wir alsdann: 


uit 1 ke 1 
htdn—on f 34 nD 2 la 
1 
--%0 Sty 
1 


; | 
oder bei Bezugnahme auf die Entwicklung von cos gg in eine trigono- 
metrische Reihe fir g = 2*): 
° cos Ox 1 
(7) J, + Jy— re [nee — — |. 





Es ist leicht nachzuweisen, daB man 


B+O>J, 44, 
hat. Man hat in der Tat 


*) Oder auf die gewShnliche Zérlegung von cot ex in Partislbriche. 
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2+- 
2 1 


, “4: 
(8,) frag (12) ¢e-<tog(1-"") (v<N), 
+ 
sowie auch 
rey 
(83) J 6(1- 2) 4e<tos (1 7) (v>N) 
r-4 x?) 1 we? 


Dies ersieht man daraus, daB erstens fiir 0< 6 < = vs QN: 


4\8 2 a » 
of of? ye (»—aye ( e+ar ) 
(24) 14 ert ( )(a- aes 


= z J 
(p?—8*)° (»—d)® (v+)? 
ASP Fee Se 
- A 
Deriviert man (v—d)¢ + (v+4)¢ nach 4, so bekommt man 
Su Bus} 
s[esat'-enat 


Jj? 


also eine positive GréBe. Hieraus folgt 


1 1 1 
(v—d)¢ + (v+d)e >2ve. 
Die Evidenz der obigen Ungleichung ist mithin dargelegt. Andererseits 


erschlieSt man die Richtigkeit von (8,), indem man fir 0<d< + den 
Ausdruck 


say gy 4 
ey herr , + fy eile 
(» — aye (» +) 


nach @ deriviert. Man bekommt ja dann 


r [ 1 1 





“ ’ 
/ 


e | a % a. oe rr 
| pai abet :) anil — :) 
L wae w+ae 
welche GréBe ja <0 ist. Hiernach ergibt sich aus (6) und (7) 


Ff 
sin ox 





log m(r) > r? cos ox —~ 5 log 2art —s. 
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Der wesentliche Faktor von m/(r) ist mithin 





(2x)°@r? 


Vergleicht man mit (5), so bekommt man fiir 1>o, >, wenn N ge- 
niigend gro8 angenommen wird: 


(9) m(r) > [M(r) re, 
welche Relation offenbar mit (3) aquivalent ist. 


3. Wir betrachten jetzt eine beliebige ganze transzendente Funktion 
F(z) von einer Ordnung g<1. Es sei F,(z) die Funktion, welche aus 
F(z) erhalten wird, wenn die Nullstellen mit gleichbleibenden absoluten 
Betrigen simtlich auf die negative reelle Achse verlegt werden. Es be- 
zeichne M,(r) bez. m,(r) den Maximal- bez. Minimalbetrag von F,(e). 
Dann hat man 

M(r)< M,(r); m(r) > m,("). 

Hieraus ist, in Ubereinstimmung mit einer friiheren Bemerkung von uns, 
ersichtlich, da (3) allgemein gilt, wenn der Beweis fiir solche Funktionen 
F (2) ausgefiihrt werden kann, deren siimtliche Nullstellen auf der negativen 
reellen Achse liegen. Auch ersieht man, daB es fiir die allgemeine Giiltig- 
keit des Satzes von keiner Bedeutung ist, falls wir beim Beweise etwaige 
Nullstellen 2 = 0 weglassen, d.h. den EinfluB eines in m(r) und M(r) in 
gleicher Weise auftretenden Faktors r* (k>0) nicht abschiitzen. Uber- 
dies mag, da ein konstanter Faktor hier ohne Bedeutung ist, F(0) = 1 
gesetzt werden. 

Zuniichst wollen wir eine geeignete Vergleichsfunktion F(z) kon- 
struieren, fiir welche die Giiltigkeit von (3) sich schon aus den Ausein- 
andersetzungen der vorigen Nummer erschlieBen laBt. Dabei handelt es 
sich doch, wenn wir uns genau ausdriicken wollen, in verschiedenen Inter- 
vallen um verschiedene Vergleichsfunktionen. Fiiy die Funktion F(z) habe 
M(r) bez. wi(r) dieselbe Bedeutung wie M(r) bez. m(r) fiir F(z). Die 
Bedingungen, welche die Hilfsfunktion erftillen soll, seien die folgenden: 


(10,) m(r) M (r) > m(r) K(r); 
(10,) 3. > =e 


Aus diesen folgt nimlich, falls 
m(r) = (M(r)} 
mi(r) = [M(r)F 


und 
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gesetzt werden, bei Beriicksichtigung von x > — 1, 


(11) “>i. 
Betrachten wir nimlich die Méglichkeiten 
_mr) > _ m0) 


[My < (ay 


fiir die verschiedenen u-Werte, so ist aus (10) ersichtlich, dab das Zeichen > 
fir uw=—+1 giiltig ist. Dasselbe muB dann fiir einen beliebigen Wert 
1>u>—1 der Fall sein. Fiir das Zeichen = hat man ja nur eine ein- 
zige reelle Lisung « = u,, und dabei mu8 entweder u, > 1 oder uj<—1 
sein, da offenbar die Zeichen > und < sich in irgendeiner Weise auf die 
Fille u>u, und u <u, verteilen. Aus diesem Grunde ist 

20? in, EY. 

[MOF Mor” 
woraus sofort (11) folgt. 

Das Produkt m(r) zerlegen wir in zwei Teilprodukte m,(r) und m,(r), 
so daB in m,(r) die zu den Nullstellen gehérigen Faktoren auftreten, deren 
Betriige <r sind, und die tibrigen in m,(r). Nach demselben Grundsatze 
seien auch M(r), m(r) und M(r) zerlegt. Wir werden die Vergleichs- 
funktion jedesmal so wiahlen, daB F(z) und F(z) dieselbe Anzahl von 
Nullstellen besitzen, deren Betrige <r sind. Uberdies wollen wir den 
Teilprodukten die folgenden Bedingungen auferlegen: 


(12,) m,(r) > m,(r); M,(r) > M,(r); 
(12,) m,(r) > m,(r); M,(r)< Mi, (r). 


Wir versuchen dann (10,) und (10,) schon fiir m,(r) und m,(r) usw. be- 
sonders zu befriedigen. Es wird dann von selbst je eine Bedingung auf 
Grund von (12) befriedigt. Was iibrig bleibt, ist noch 
m,(r) | ™, (r) 

nig M0)” Ho 
und 
(13,) m,(r) M,(r) > m,(r) M,(r) 
zu erfiillen. 

In welcher Weise wir bei der Konstruktion von F'(2) auf die in (12) 
und (13) enthaltenen Bedingungen Bezug nehmen wollen, werden wir zu- 
nachst darlegen. 


4. Wir werden zeigen, daB den weiteren Bedingungen von selbst ge- 
niigt wird, falls wir nur die auf die Maximalbetriige beziiglichen Un- 


gleichungen fs 
U,(r)> Myr); M,(r) < M,(r) 
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in geeigneter Weise befriedigen. Ehe wir noch die Funktion F(z) end- 
giiltig fixieren, wollen wir nachweisen, von was fiir Umstanden die in Aus- 
sicht gestellte Liésung unserer Aufgabe abhangt. Wir schreiben in Pro- 
duktdarstellung 


M(r) = IT (2 + z (4, 54, 41)5 


wat 


H(r) = ll (i + iz) (b, <b, 41) 


a=l 
Hat man dann 
@,< 7 < 4,413 b<r< bis, 

so ergibt sich 


M,) =[] (£ +1): m0) =[] (1+ £)3 


a= wont 
M0) -[] (4 +1); ¥,0)=[] (1+ 4). 
wat “ w=ntl # 


Saématlichen Anforderungen werden wir nun in der besonderen Weise 
geniigen, daB, falls wir 


wmen = ETS, +) 


a+r 


mmer Lf (0+ 5) 


n+1 


schreiben, und in ahnlicher Weise die Produkte M,")(r), 1, )(r) einfihren, 
dafiir Sorge getragen wird, dab man stets 


(14,) M,(r) > M,(r) (v= 0,1,---,m); 
(14,) M,(r) < M(r) | (vy = 1,2,--+, 00) 
hat. 


Was in (14,) und (14,) verlangt wird, la8t sich auch so formulieren. 
Setzt man 


r K 
4, 4 es (7 +1) (1 +¢,) (u = 1, 2,-++,m); 
(1+ Z)G+a)—F +1 (u=n+1,---,00), 
so soll 
(15,) []a+«-0>1 (v= 0,1,-+-,m); 


“=O 
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(15,) [J a+4.>1 (v =1,2,---, 00) 


“=i 


sein. Wir bemerken, daB man fir die eingefiihrten GréBen 


(a7 3) 


a oe ’ 
e | 1 \ 
es 
fe 14 


bekommt. 
Behufs der weiteren Entwicklungen werden wir auf die leicht zu be- 
weisenden Ungleichungen 


(16) rig Slog (+0) <a («>—1) 


besonders Bezug nehmen. Nach diesem folgt aus den Systemen (15,) und 
(15,), welche wir bereits als erfiillt annehmen: 


>... > 0; you, >0. 
u=0 wat 


Fiihren wir jetzt die fiir diese GréBen gefundenen Ausdriicke ein, so 
lat sich das Resultat in der folgenden Weise darstellen: 


1 1 
a ~ = 
(17,) > ££ >0 (v=0,1,---,n); 
~ +1 
u=0 Rob 
1 1 
¥ b _-—-—— 
(17,) ute ee >0 (v= 1,---,00). 
a=l 1+ Ran 


Was noch iibrig bleibt, ist alles erledigt, falls wir nur, mit Benutzung 
der erhaltenen Ergebnisse, die Richtigkeit der beiden Systeme 


mr) mr) ) - 
(18,) 0, Mr) (y=, 1, +950); 
(18,) m4”(r) My)(r) > aig” (r) IZ, (r) (vy = 1, 2,--+, 00) 


nachweisen kénnen. Hier machen wir ebenfalls eine Umformung in der 
folgenden Weise. Wir schreiben 








cit, Leawd 

ae, 

Se od agg +1,) (u=0,1,---,m); 
4, b, 


O-H0+ 2-0-0 Dare 
(u=n+1,---,00), 
so da8 also (18,) und (18,) durch 


(19,) []@+._)>1 (v= 0, 1,---,n); 
(19,) [] G@+%.0>1 (vy =1,---,00) 


ersetzt werden. Es gilt zu untersuchen, inwieweit aus (17,) und (17,) auf 
(19,) und (19,) sich schlieBen laBt. Nach (16) weiB man, da dies tat- 
sichlich der Fall ist, wenn es gelingt, den Beweis fiir 


, _— , *,, 
(20) Qite, 7% Dive,>? 


a 
“=O wel atp 


zu erbringen. Nun hat man 





(C,— 5) 
“7 ne, 
(+1) (5-1) 
r* r? 
bo? a? 
a et eee 2 
a 1 Fe 


Was in (20) verlangt wird, laB8t sich also, nach Einfiihrung der zu 
den GréBen , und #, gehdrigen Ausdriicke, in der folgenden Weise 
schreiben: 











1 1 
: a, A, 
(21,) a — - Qi >0 (v =0, 1,---,m); 
at (a +1) —* ’) 
1 1 
1 ren See 
(21,) >- ee eS (y=1,--+, 00). 
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DaB im der Tat die Systeme (21) nichts anderes als Folgerungen aus 
den Systemen (17) darstellen, laBt sich, wie wir sofort sehen werden, ohne 
Schwierigkeit nachweisen. 

5. Hierbei kommt besonders in Betracht, daB die Glieder in (21,) je 
aus den entsprechenden in (17,) durch Hinzufiigung des Faktors 


wae 


erhalten werden, und daB man in gleicher Weise je durch Vermittlung 
des Faktors 


1 1 
F <<. 
n+mu n+e 
i=. 
Gat u 


von (17,) nach (21,) hintiberkommt. In beiden Fallen handelt es sich, 
wie man leicht sieht, um Faktoren, welche bei steigendem mw jedenfalls 
nicht zunehmen. Diese Tatsache geniigt, wie aus dem folgenden allge- 
meinen Reihensatze, dessen Beweis sich fuBerst einfach ausfiihren laBt, 
ersichtlich ist. 

Man betrachte die beiden Reihensysteme 


r= >, (vy =0,1,--+) 
> ee 
“=0 


wobei die in Q, hinzutretenden Faktoren i, positive mit wu nicht zunehmende 
Gripen, also i, > 4,1, bedeuten. Hat man dann jedesmal 


P,>9, 
v, > 9 


und 


so muf auch stets 


sein. 
Der Beweis folgt ganz einfach daraus, dab man 


Q, = 4,P, +3o,- Anas) P, 


asd 
schreiben kann. 


6. Jetzt haben wir zu zeigen, wie man die Konstruktion von Funk- 
tionen F(z) wirklich ausfithren kann, so daB den fundamentalen Bedin- 
gungen (14,) und (14,) geniigt wird; doch ist es dabei offenbar belanglos, 
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falls irgendwo das Zeichen > durch = ersetzt wird. Wir setzen voraus, 
daB r >a, sein soll, wo 4 eine beliebig groBe Zahl bedeutet. In solcher 
Weise wird dann auch r beliebig groB. 

Wir betrachten fiir 1>o, > das Verhiiltnis 


. 


(u = 1,2,---, a). 


| 


> 
o 


# 


Die zugehérige obere Grenze sei J. Wir fixieren dann die zu F’'(s) ge- 
hérigen Nullstellen durch 


1 
b= Tue (u = 1,2,---, 00). 
Es folgt hieraus 
b 
lim — = 0..- 
Es sei m, die niedrigste Zahl mit der Eigenschaft, dab fir p>, stets 
b, <a, ist. Andererseits sei m, die gréBte Zahl, so daB fir »<, man 
ohne Ausnahme 
b,>a 


Pe al 
hat. Nach den Voraussetzungen ist m, > 2. 

Beziiglich der Lage von r ist zu zeigen, daB dieselbe sich zwischen 
b,, und b, ,, feststellen la8t. Um dann (14,) und (14,) zu _ befriedigen, 


geniigt fir «<n, und » >», schon der Vergleich der einzelnen Fak- 
toren, da man ja unmittelbar findet 


atiaz+! (u<n,); 
7 u 
14+ <1+ (u > nj). 
Wir versuchen zunachst mit der Wahl 
77 1 


r= U(n, + ; £ 


Ist n,—,, 80 ist die Sache hiermit schon erledigt. Anderenfalls hat man 
zu antersuchen, wie es sich mit den Méglichkeiten 


I (+8 SIT G+ 2, (u=1,---,m,—™,) 


e=1 Ante 


verhalt. Kommt hier nirgends das untere Zeichen vor, so sind samtliche 
Grundbedingungen ebenfalls erfiillt. Wir nehmen aber an, daB es sich in 
so einfacher Weise nicht verhilt, daB also das untere Zeichen zum ersten 
Male fiir u = n,—~n, auftritt. Dann hat man offenbar immer 














Ganze Funktionen der Héhe Null. 209 
u Me 
22 1+ —.)> i+,— 
@m I O+at)> TP Ore) 
(u=0,1,-+-,ms—m,—1). 
Wie die Herleitung von (17,) zeigt, folgt hieraus 








1 1 
ue _ 
b 
(23) a “st — >9 (u =0,1, ++) M3—m,—1). 
e=o «61+ =a 


Wir wollen jetzt nachweisen, daB in den Ungleichungen (22) r durch 
jede GréBe R>r ersetzt werden darf. Bei dem Beweise dieser Tatsache 
werden wir sogar etwas mehr leisten. Schreiben wir namlich 

A by Ft 


a 
Ny—0 


ES a Se}, 
1+. > i¢ %—@ 


™m-@ ? ™%- 0 


so wird sich herausstellen, daB man 


(24) ll (1+4,,_.)>1 (uw =0,1,-++,2,;—n, —1) 
you 
hat. Man bekommt ja 
ae tel oe, 
™ Greet) 


und den Ungleichungen (24) wird geniigt, falls sich beweisen laBt, daB 
“u —_ 

ite >0 (u =0,1,---,m,—m,—1) 

g=0 iin 

ist. Nach Kinfiihrung der fir die Gréfen 4,,_, gegebenen Ausdriicke geht 

diese hinreichende Bedingung in 


1 1 
Ke a 


e- Sung One 
(25) 2 ( - =) ( ; = >0 


(u=0, 1,--+,m,;—,—1) 


iiber. Vergleicht man jetzt (23) und (25), so entsprechen diese einander 
in soleher Weise, daB aus je einem Glied im ersteren System das zuge- 
hérige im letzteren System durch Hinzufiigung eines Faktors 

Mathematische Annalen. LXXVI. 14 
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1+ _. 
erhalten wird. Da dieser Faktor mit 9 nie zunimmt, so laBt sich, nach 
dem in der vorigen Nummer bewiesenen Satze, (25) als eine Folgerung 
aus (23) auffassen. 

Fiir » >, wird es ein erstes Mal, etwa fiir » = »,+ 1, vorkommen, 
daB man b, <a, erhalt. Offenbar ist m,<m,. Wir versuchen dann mit 
einer neuen Wahl von r, indem wir 

1 


r= I(n, + >)" 


setzen. Hierdurch werden ja, wie aus den soeben gemachten Auseinander- 
setzungen folgt, die Bedingungen (14,), ebenso wie bei der vorigen Wahl, 
von selbst erfiillt. Ist dasselbe auch hier nicht mit (14,) der Fall, so 
machen wir noch einmal einen Schritt in derselben Weise, wie wir soeben 
von n=, zu n=, hinaufstiegen. Da man hier stets m < n, erhilt, so 
muB zuletzt auch den Bedingungen (14,) Geniige geleistet werden; wenn 
nicht friiher, so allenfalls fir n = n,. 

Aus der Tatsache, daB r so gewiihlt werden kann, daB die Anzahl n 
der Nullstellen, deren Betréige <r sind, beliebig groB wird, und aus den 
in der 2. Nummer dargelegten Eigenschaften der Funktion F(z) folgt jetet, 
da 9,— @ beliebig klein gewahlt werden kann, unser Hauptsatz (3). 


7. Noch genauere Resultate kann man erhalten, wenn man den von 
Herrn Lindeléf verallgemeinerten Ordnungsbegriff einfiihrt. Dabei wird es 
ndtig, besondere Abschiitzungen von Funktionen wie 


Arse) 


awd n° (log n) 


auszufiihren. Im Falle 9 = > und «, > 0 ergibt sich fiir diese Vergleichs- 


funktion, und mithin auch fiir gewisse allgemeine Funktionenklassen von 
1 


der Ordnung g =, dab der Minimalbetrag fiir beliebig groBe r 


4 
> 


wird, so daB also Ubereinstimmung mit den Funktionen von einer Ord- 
B 


nung @ < + eintritt. 
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Der Fall der ganzen Funktionen von der Héhe 0 und der Ordnung 1 
1aBt sich jetzt auch behandeln. Die Resultate, welche sich dann herleiten 
lassen, erlauben den folgenden allgemeinen Satz aufzustellen: 

Es sei eine beliebige ganze Funktion von der Hihe 0 und der Ord- 
nung @ (1>e) gegeben. Dann lat sich fiir r eine unendliche Folge 


T19 %er °° *p Tey 2 °° (lim 1, = 00) 
aufstellen, so dap die Ungleichung 
m(r) M(r) > e*~* 


ra=@ 


bestatigt wird. 
Auf den Beweis der in dieser Nummer mitgeteilten Sitze verzichten 
wir hier. 


Upsala, 11. Februar 1914. 


14° 
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Uber die Hardysche Entdeckung unendlich vieler Nullstellen 
der Zetafunktion mit reellem Teil —- 


Von 
Epmunp Lanpau in Gdttingen. 


Einleitung. 


Zu den bedeutendsten Fortschritten der Mathematik aus der letzten 
Zeit gehért die Note von Herrn G.H. Hardy Sur les séros de la fonction 
€(s) de Riemann*). Herr Hardy beweist in dieser Note, daB £(s) auf der 


Geraden 6 = : unendlich viele Wurzeln besitzt. Vordem war diesbeziig- 
lich nur bekannt: 


1. Durch Herrn Gram**), daB €(s) auf der Geraden 6 = ; min- 
destens sechs Wurzeln besitzt. 

2. Durch Herrn de la Vallée Poussin***), daB die sechs ersten (d. h. 
absolut kleinste Ordinate besitzenden) ,nicht-trivialen“ (d. h. von —2, —4, 
— 6,--- verschiedenen, d. h. dem Streifen 0 < 6 < 1 angehérigen) Wurzeln 


den reellen Teil ; haben. 


3. Durch Herrn Gram*) die Existenz von weiteren 24 Nullstellen 
auf der Geraden 6 = ; 


4. Durch Herrn Backlund;+), daB die ersten 58 nicht-trivialen 
*) Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’'Académie des Sciences, 
Paris, 158 (1914), S. 1012—1014. 
**) Gram 4 in der Numerierung meines Handbuchs der Lehre von der Ver- 
teilung der Primzahlen, Leipzig“und Berlin (1909). 
“*) De la Vallée Poussin 9. 
+) Gram 6. Auf anderem Wege hatte etwa gleichzeitig Herr Lindeldf (2, 3) die 
Existenz von insgesamt 20 Nullstellen auf der Geraden bewiesen. 
+t) Einige numerische Rechnungen die Nullpunkte der Riemann’schen £-F'unktion 
betreffend [Ofversigt af Finska Vetenskaps-Societetens Férhandlingar, 54 (1911—1912), 
Abt. A, Nr. 8, 7 8.]. 
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Warzeln, nimlich alle mit Ordinate zwischen — 100 und + 100, die 
Abszisse . haben. 


Es lag nun natiirlich nahe zu fragen, ob bzw. in welchem Umfange 
die Hardysche Beweismethode geeignet ist, Licht auf die ,.nicht-trivialen“*) 
Nulistellen der unendlich vielen Funktionen 


1) - 


zu werfen, wo k eine positive ganze Zahl und y(n) ein Charakter modulo k 
ist. Bekanntlich**) hat jedes L(s) die Gestalt 


L(s) =] [(1-)-L, 


wo fiir c= 0 das Produkt 1 bedeutet, fiir c> 0 die p, Primzablen, die 
é, Einheitswurzeln sind, und L,(s) die einem sogenannten eigentlichen 
Charakter y,(m) modulo eines k,/k entsprechende Funktion 


ID, (8) ->* 
n=1 


ist. Hierbei ist beim Hauptcharakter y(n) das L,(s) = €(s), also nichts 
Neues zu bemerken; bei jedem anderen Charakter 7(m) entspricht das L,(s) 
einem Nicht-Hauptcharakter modulo k,. Mit anderen Worten: Ohne Be- 
schrinkung der Allgemeinheit darf das gegebene y(m) als eigentlicher 
Nicht-Hauptcharakter modulo k (und somit dies k> 2) angenommen werden. 
Alsdann hat L(s) bekanntlich***) im Falle y(—1)=1 die einfachen 
Wurzeln 0, — 2, — 4, ---,— 2q, --+; im Falle y(—1) = — 1 die einfachen 
Wurzeln — 1, —3, —5,---, —(2q+1),---; in beiden Fallen auBerdem nur 
noch unendlich viele+) (die ,nicht-trivialen*) Wurzeln im Streifen 0<6< 1. 
Herr J. GroBmann}}) hat fir einige dieser Z-Funktionen bewiesen, dab 


ihre ersten nicht-trivialen Nullstellen auf der Geraden ¢ = : liegen. 


Was liefert nun die Hardysche Methode? Es zeigt sich, daB sie nicht 
allgemein anwendbar ist. Genaueres werde ich, nachdem ich in § 1 den 


*) Was das heift, wird sofort erliutert werden. 
) Vgl. z. B. Handbuch, 8. 482—483. 
**) Vgl. z. B. Handbuch, 8. 498. 
+) Vgl. z. B. Handbuch, 8. 507. 
++) Uber die Nullstellen der Riemannschen £-Funktion und der Dirichletschen 
L-Funktionen [Inauguraldissertation, Gittingen (1918)]. 
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Hardyschen Beweis fir ¢(s) (unter Hinfiigung der dort mit Recht dem 
Leser iiberlassenen Zwischentiberlegungen) reproduziert haben werde, im 
§ 2 ausfiihren. Ubrigens fiihrt der Ansatz im Falle y(—1)=1 bei un- 
geradem k und im Falle y(—1) = — 1 ausnahmslos zum Ziele. Ich freue 
mich aber sehr, daB er im Falle y(—1)—1 bei geradem k versagte. 
Denn die Notwendigkeit, die Methode zu modifizieren, ergab mir zugleich 
eine groBe Vereinfachung des Hardyschen Beweises fiir ¢(s). Zwei wesent- 
liche Stiitzen seines (indirekten) Beweises wird man in den §§ 3—4 
eliminiert sehen. Erstens die 2p-fache Differentiation des Integrals nach 
dem Parameter «, welche bei Herrn Hardy nur fiir groBe p einen Wider- 
spruch ergab, den ich beim Integral selbst (y—0) konstatiere. Zweitens 
seine feineren Hilfsbetrachtungen tiber den Limes der Thetafunktion bei 
Annaherung an den Rand des Konvergenzgebietes, die ich durch primi- 
tivste Majorantenabschiitzungen ersetze. Ubrigens rede ich im § 3 nur 
von der erstgenannten Vereinfachung, was zugleich dem Leser schon einen 
neuen Beweis des Hardyschen Satzes gibt. Im § 4 mache ich die zweit- 
genannte Vereinfachung gleichzeitig fiir ¢(s) und die L(s), so daB dieser 
§ 4 zugleich den Beweis bei £(s) noch vereinfacht und zum ersten Male 
fiir jedes L(s) die Existenz unendlich vieler Wurzeln auf der Geraden 


6= = sogar auf jeder der beiden Halbgeraden liefert. 


Im § 5 werde ich bei €(s) und den L(s) zeigen, daB die vorange- 
gangene Beweismethode auch dahin umgearbeitet werden kann, daB sie 


die Anzahl M(7') der Nullstellen auf der Strecke : (exkL.) bis ; + Ti 


(inkl.), welche nach § 4 mit 7 unendlich wird, nach unten durch eine 
bestimmte Vergleichsfunktion aus der tiblichen Skala, nimlich log log 7, 
abzuschiatzen gestattet. 

In § 6 werde ich fiir eine Klasse von Funktionen, bei der man bisher 
noch nicht einmal die Vermutung auszusprechen wagte, daB die Mittel- 
linie des sogenannten kritischen Streifens unendlich viele Wurzeln ent- 
hilt, dies als Tatsache beweisen. Z. B. fiir die durch 





oo : 1 
z (a*+-b?+-c?) (ohne a=b=—c=(0) 
a),c= —o 
definierte Funktion und die Gerade 6= : . 


Ich bemerke noch, da® ich dem, was ich tiber €(s) zu sagen habe, 
kein sehr groBes Gewicht beilege. Wenn jemand zuerst eine bedeutende 
Entdeckung gemacht hat, kommen oft andere und machen es einfacher. 
Ich publiziere eben die Sache hier so ausfiibrlich deshalb, weil die ab- 
geiinderte Methode fiir die L(s)\und weitere Funktionen zum Ziele fiihrt. 
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§ 1. 
Der Hardysche Beweis fiir die Zetafunktion. 
1. Hilfssate: Es sei x>0, eee Es bedeute log y den Wert 


log y +iarcy mit — i <arey< 23 es bedeute y~* den Wert e~*8", 
Dann ist 


x+oi 


1 a; 
ce! = aif My *as. 


Beweis:*) Es sei g>0O und ganz. Bei Integration tiber das Recht- 
eck mit den Ecken > —q—Ui, x—Ui,x+Ti, ~—q+Ti (T>0, U>0) 
ergibt sich, weil rs) im Pol erster Ordnung — v(v>0) das Residuum 


x +Ti - Pet et A er x+Ti 
1 3s wi. y’ 
i JTeoy a-S'5 + ak + Qxi Lif + ssi 
x— Ui prin us yratri 


Ich behaupte, daB jedes der beiden vertikalen ieee also das auf der 
linken Seite und das vorletzte rechts fiir T=—oo, U = oo einen Limes 
hat, und daB die beiden horizontalen Integrale hierbei den Limes 0 
haben. Bekanntlich**) ist in jedem Streifen endlicher Breite o,< o< 4, 
gleichmabig 

r(s) =F (o+ti) =O ?'" |t") (c=e(6,, 6); 
ebenso ist in jedem solchen Streifen 


lym*| = lem + #9 ogy) +éarey)| o g—olgiy| +earey— ee (F-+) 
(¢, =¢,(6,, 6,, y), € = e(y) > 90). 
Fir | —q<o<~ ist daher gleichmabig 
P(s)y-* = Oe" * t/°), 


*) Dieser Beweis ist nur die Zusammenstellung der Schliisse auf 8S. 315—316 
(reelle y) und §. 318—319 (Ubergang zu komplexen y) der Mellinschen Abhandlung 
Abrif einer einheitlichen Theorie der Gamma- und der hypergeometrischen Funk- 
tionen [Math. Ann. 68 (1910), S. 305—337]. 

™) Vgl. z. B. Handbuch, S. 770. 
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woraus das behauptete Verhalten der vier Integrale folgt. Daher ist 


4+ ei Frat 
(— 1 rt 
as 1 [roy ds — - sr = = fry ds. 
x— wi 1 


— —7—o8 


2 
Der Hilfssatz wird also bewiesen sein, wenn 


3 +i 
37? 


lim [T(s)y-*ds =0 
g=e ¢ 


: —q-w 


gezeigt wird. In der Tat ist 
‘ . r(5 ++i) 
(gett) = (| +ti—1) (¢+ti-2) GG +ti—q) 








also unterwegs 
+ ti a sil 
rer'i<, Cs ON gl etl leon 
= > a 
und daher 
5 ate - 1 ° 
; § ‘4 oT eet 
Jtorras < S -.. ay J rh +H) el flisrey! dt, 
ane | 2 nS ae 


wo das wegen |arcy < ; konvergente Integral von gq frei ist, so dab die 
rechte Seite bei g—> co gegen 0 strebt. 


2. Mellinsche Darstellung der Thetareihe durch die Zetafunktion*): 
Fiir R(y) > 0 ist 


1 : 
+0 


Beweis: Nach dem Hilfssatz ist fir x>0, R(y)>0O und jedes 
ganze n> 0 , 
*%+ei 


evans ft oyrtntas. 


4— i 


*) Mellin 1, S. 39—40. \ 
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Dies darf fir x > ; rechts unter dem Integralzeichen tiber alle ganzen 
positiven » summiert werden, da 


> IF (s)yrtnn | = [Fe +t8)| |y + E(2x) = O(e*!"\|t/) — (#>0) 


n=1 
ist. Daher ist (ich setze x = 1) 


l+ai 


ye * oti J TOwe8es) ds. 


n=1 
Nun werde der Cauchysche Satz auf das Rechteck mit den Ecken -- Ui, 
1—Ui, 14+ Ti, 4 4+Ti (T>0, U>0) angewendet. Der Pol s= : 


liefert das Residuum 
1 = 
1 o— § 1 = 
r(s)y "7°" Vz 


Das Integral tiber die linke Vertikalseite hat fir 7 — oo, U = oo einen 
Limes und die beiden horizontalen Integrale den Limes 0, da bekanntlich*) 
in jedem festen Streifen 6, < 6 < 6, 


§(2s8) = O(|t/’) (b= b(6,, 6), 
also 
F(s)y-*§(2s) = O(e-*!"') (d>0) 
ist. Somit ergibt sich 
« oo : r sing 
Devra14 2 evra 1 4 Ved freoveesas 
a=—-o n=1 1 . 
= 7a 


; + ct 
— 1 ad 8 
r. 
g —co: 
3. Einfiihrung von o(t) statt €(s). Nach Riemann**) ist die Funktion 


r(2)a *£(3) = 168) 


*) Vgl. z. B. Handbuch, 8. 813. 
**) Vgl. z. B. Handbuch, 8S. 284. 
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bis auf die Pole erster Ordnung s=0, s=1 regular und gentigt der 
Funktionalgleichung 


weshalb 


n(1—s) 7(8), 


ie 
n( 5 +ti) = e(f) 
eine fiir reelle ¢ reelle, gerade Funktion ist und genau die (nach Riemanns 
Vermutung simtlich reellen) ¢ zu Wurzeln hat, fiir welche s= : +ti 


eine nicht triviale Nullstelle von £(s) ist*). Der Hardysche Satz besagt 
demgemaB, daB o(f) oberhalb jedes positiven ¢ wieder einmal verschwindet. 
Die Einfiihrung von g(¢) an Stelle von £(s) in das letzte Integral 


ergibt 

te ; ; tot, ° P 
{ror €(s) ds -f{ (=) u(s)ds = if (2) 
2-2 : 7 


* o(t)at; 


-|- 


daher ist 


oo 1 


2. f(@) +3 ‘edt = —1 -/* ten. 


Herr Hardy setzt nun hierin 
y= xe", —i<e<i, 
was 
ai @ oo 
re re — ai — nt erat 
ox? * fe‘e@)at =— l—e + Se es 
Jere) dt ——4z cos ; “ 2x0? >) enn metas 
ergibt, und er differentiiert jetzt 2p» Male nach dem Parameter «; was 
links unter dem Integralzeichen erlaubt ist, da / 


o(t) = oles" t\) 
ist, also 


Sette o(that = [(e' +e“) # (t) at 
Jo- ; 


*) In den Bezeichnungen des Handbuchs ist o(t)= == 
4 +? 


von jetzt ab gegeniiber dem Hardyschan Original nur die Bezeichnung. 


- Ich verindere 
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fir jedes p>0 auf der Strecke — 7+ 6<a< 7-8 ({>6>0) gleich- 
miBig konvergiert. Dadurch entsteht 


2? da*? 


[etree ere(t) anti cos ; ~ . (25e8 Seem) 
é 


4. Limes der abgeleiteten Thetareihe. Herr Hardy beweist nun fir 


a 
—p>p> 
4 


2p a mM 
fini Bemm)-o 
bei jedem p>O. Hierzu braucht offenbar nur bei jedem g > 0 


e- n? tetas ore | 


£, 
da! 
bewiesen zu werden. Herr Hardy*) zeigt dies mit Hilfe der Theorie der 
Zetafunktion selbst. Aus der Lehre von den Thetareihen ergibt sich leicht 
folgender andere Beweis, der sogar nur eine zufallig im Handbuch**) ent- 
wickelte Formel benutzt: 
oO 7 wn 
1 -—= 
ees ae g.* R(e)>0). 
Be vi oe me 


Nach dieser Formel ist 


sc lyper?*s ace ene 2> enw mAs 


a=-o i=—o a=—oe 
n? a wn 
BS te B® 
n=—o% n=—o 
n? 2a °° 
me yee 
Ve n=1 yom 


also die g* Ableitung nach z von der Form 


Severe Bain Ber 


*) In der Hardyschen Note ist auf 8. 1013, Z. 12 der sinnstérende Schreibfehler 
2p statt p, 4p statt 2p, wie ich auf seinen Wunsch erwiihre. 

**) 8. 277. Dort ist die Formel fiir z>0 bewiesen, gilt also (wegen der gleich- 
miiBigen Konvergenz beider Summen fiir 0, < R(z)<¢,, |3(z) <d,, wo d, >d, >0, 
46, >0 ist) in der Halbebene R(z)>0. 
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jedes der endlich vielen (m) Glieder rechts strebt im Winkelraum z = re?*‘, 
cos g > 6, wo d>0 ist, mit r gegen 0, wie aus der fir 0<r<1 giiltigen 
Abschitzung 





| @ _ ee | cs _ wnconp « wind “ nnd 
>) nve s oder 4z < >) u've dr < >) were” 8r e@ 8Fr 
| oal n=l n=l 
_ad « _ wad 
<e 8r >) neve 8 


n=1 


hervorgeht. Daher ist, wenn « auf dem Halbkreis u =e“, «— * 


gegen i riickt (wobei, weil der Halbkreis -senkrecht auf der Achse des 
Imaginiren steht, z=u—i in einem Winkelraum obiger Art gegen 0 geht), 


a , an mae 
dui >" ree > (-1) e , >» 0. 


Die Funktion u = e** mit allen ihren Ableitungen nach « hat fir «— 7 
einen Limes; daher ist, wie gewtinscht, 


i] > . 
5 Do eatm_»@. 
a 


Die Identitaét am Schlu8 der Nr. 3 liefert also fiir « 7 


2°? 


Sei+ e~*') BP? o(t) dt + — 4a (—1¥ cos ; . 
0 r. 


5. Indirekter Beweis. Behauptet wird, dab o(¢) fir positive ¢ immer 
wieder einmal 0 ist; gleichzeitig wird sich ergeben, daB o(¢) immer wieder 
einmal sowohl <0 als auch > 0 ist, also €(s) auf der Geraden 6 = . 
unendlich viele Wurzeln ungerader Ordnung hat. 


Es sei im Gegenteil g(t) fir alle t+ >7, wo T>1 ist, entweder 
=> 0 oder < 0. 


Dann miBte 


[le se eer oa 
. \ 
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konvergieren*). (Denn anderenfalls wiirde 


J (et pct) em e(t)| dt 


divergieren, also zu jedem @ > 0 ein U = U(m) vorhanden sein, so dab 
U nm 


na 
ferseenieniaz re 
ist. Fiir = —t= = —s(@)<a< = wire also 


ow U 
[lot +e ef? |e) dt > fet +e) #? | e®)| at > @; 
T T 
folglich wiire 


fe +e-*')#? o(t) dt 


0 
T oo 
= (ei ter@) Pre (t) dts | (ev +e-*) #” |e(t)|dt + + oo.) 
0 T 


Weil e+ e-* mit wachsendem z>0 wiichst, ergiibe sich alsdann die 
gleichmiBige Konvergenz von 


(a! +o) 8 oft) dt 
0 
fir O<ae< = , also 


(—1)? é - : 
—4a° *) cos ~ = lim fires) &? o(t)dt 
Q?? 8 as ‘ 
ae= i 0 


- fle eet) ee o(t) dt. 


0 
Nun ist offenbar 


“(2 t ~ = 
J (,4 +e 4 ) 2 ot) at < KT", 
= 0 

*) Herr Bouliguine [Sur une propriété de la fonction §(t) de Riemann, Comptes 
rendus hebdomadaires des séances de |’Académie des Sciences, Paris, 158 (1914), S. 1666 
—1667] legt hier irgend einen falschen Gedankengang zugrunde, indem er behauptet, 
Herr Hardy habe die Konvergenz des Integrals bewiesen. Herr Hardy hat sie nur 
unter der Annahme der Falschheit des ,Hardyschen Satzes* erhalten. 
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wo K von p unabhingig ist; im Falle e(¢)>0 (fiir ¢>7) wire also 
bei geradem p 


im Falle g(t) << 0 (fir ¢> 7) bei ungeradem p 


jedenfalls also entweder fiir alle geraden oder alle fiir ungeraden p 


wo K,>0 und von p frei ist, folglich 


und 


x>0, R(y)>0, ganzes n> 0 


also fiir a>, R(y) > 0 (wegen >? x(n) n-™| <t(2x)) 








E. Lawpav. 
S; 2 n P 
0< [+e tere war<—| <KT*?; 
T 0 
oes a 4 
o> (48) ar enat>— f>-Kr™; 
0 


KT* >| et" + <7") PP | 9(t)| dt 
T 


27T+1 


>f (<< +e 4 ‘) t?? | o(t)| dt > K,(2T)*” | 


2T 


ct, 
1 


fir hinreichend groBe p unméglich ist. 


§ 2. 
Ansatz fiir die L-Reihen. 
Es sei 
z(”) 
Li) — DI 
y, n=1 
z(m) ein eigentlicher Charakter modulo k > 1. 


Erster Fall: y(—1)=1. Nach dem Hilfssatz des § 1 ist fir 


*%+ wi 


aimee 2s [Ts)yrta(n) nas, 


- 


e+ me 


DSiWer a; f r(s)y-* L(2s) ds; 


a=1 z= 
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wegen der im Streifen i< 6 <~ giiltigen Relation*) 
L(2s) = O(|t)) 


ist daher 
1 P 1 . 
- zeat 8 + ae 
. 1 1 -+ 
Drimer= sh, frov'Lesas= 4, fr (S)y 2 L(s)ds. 
n=l 1 1 
q7e . 57 e 


Wird 


(5)(Z) *£@)= 0) 


gesetzt, so ist bekanntlich**) 4(s) eine ganze Funktion und geniigt, wenn 
y(n) der zu y(n) konjugierte Charakter, L(s), 7(s) die zugehérigen Funk- 
tionen sind und y eine gewisse reelle, von s unabhingige (also nur von k 
und dem Charakter 7 abhiingige) Konstante ist, der Funktionalgleichung 


4(s) = e”*n(1 —8). 
Hieraus folgt fir s = x + ti (sogar bei komplexem ?) 


? 7 
=~ 9 28 . ory r 
e * i(g + ti) =e” i(>—ti)- 
Fiir reelles ¢ ist also e ? (> + ti) zu sich selbst konjugiert, also reell, 


folglich » (5 + ti) auf einer festen Geraden durch den Nullpunkt gelegen. 


Bekanntlich***) decken sich die nicht-trivialen Nullstellen von L(s) mit den 
Nullstellen von (s), und das Ziel ist zu beweisen, dab 


1 : 
| (F + ti) = o(t) 

unendlich viele reelle Nullstellen hat. 
Die Einfiihrung des o(#) statt L(s) gibt 


: i 
st? 3 


Sier= 2 Ie) n(e)dem ze f ()** 2° o(t)dt. 


1 f —-o« 
od 
Setzt man nun 


® sci x x 
y=7e", —-7F<e<7> 
*) Vgl. z. B. Handbuch, 8. 784. 
™) Vgl.‘z. B. Handbuch, 8. 496—497. 
***) Vgl. z. B. Handbuch, S. 497. 
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so erhalt man 


n=l 


= _gt™ 20k a. 2 
> unde . = ne . fe‘eat, 
¥ ac —n2% ,2e% 
feto@at =4ze* > une oo 
— © n=1 
also wegen 


fiir jedes p > 0 ai — (68 i) 


. a? pal = gt _2ei 
Serv ena = 2, ( 4ac® S nine . ) 


Es entsteht nun nach dem Paradigma des $1 die Frage, ob bzw. 
wann fiir «—» * bei jedem p> 0 


a? ai = 92% 2a! 
2 (4ze* > xen é )-e 


ist. Hierzu ist wegen 


# Gz) (7). 24 (2) #265). 224.4 2 


da? ” Ga da?~' da?” 


notwendig und hinreichend, da8 fiir alle g > 0 


q 
o £-+0 
da! 


ist. Hierzu ist (weil « =e?‘ mit allen Ableitungen nach « fiir « —> = 


einen Limes hat, davon a nicht den Limes 0) notwendig und hin- 
reichend, daB 


aw... -w%s 
ra > une "yes 
n=1 


fiir u = e**, a— = ist; also, w=—2-+% gesetzt, notwendig und hin- 
reichend 


wni nine 


ae ——m . 
aD une te * 0 
n=l 


fir z—>0 auf dem Halbkreis JG —i+ ea, 
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nmi 


Nun ist wegen y(—1)=1 und, weil y(n)e * die Periode 2k hat, 


e wnt nine mini atm 
2 > xnye" te Ff = Sige ke F 
= r=—@ 
_#P xi _A+2mkP as 
-S we Fe 
4=1 m=—% 


Bekanntlich ist*) fiir reelles 6 und R(z) > 0 


ma 


2 : 1 rs ‘uel i 
PA mathe - e * cos 2mazB, 
Zz 


also fiir R(z) > 0 meine innere Summe 


eeenne mm 


~ = (m+ )'x- ake 1 = -—— 
De = se = -— > e *** cos 2mz,.., 
n=—o nu=—o 2Vkz ™ 


also gleich Vi = plus einer Funktion, die mit allen Ableitungen sogar bei 


Anniiherung an z= 0 aus einem Winkelraum ¢ = re?', cosp >d, wo 
6 > 0 ist, gegen 0 strebt. 


Die Frage spitzt sich also darauf allein zu, ob zufillig 


2k Bani 
qy(Aje * =O 
=1 
ist. Fiir ungerades k ist dies der Fall, da alsdann 
_ (e+ apni —~ant-sint—- _ ni 
u(kt+aje * =y(dje 7" =ongiae ° 


ist, also je zwei Glieder der Intervalle 1---k und k+1---2k sich auf- 
heben. Fiir gerades k, wo der Summand die Periode & hat und iiberdies 


eine gerade Funktion von 4 ist (also in 4 und k—A denselben Wert 
hat), fragt es sich, ob 


k 
2 Mani 


a ie” , = 


ist; dies ist bereits fiir k = 8 und den eigentlichen Charakter 


z)=1, 743)=——1, 7(5)=-1, x(7=—1 
nicht erfiillt: 


ni 9ni 


a(lje ® +y(3)e * —2e * +0. 





*) Vgl. z. B. Handbuch, 8.277. Aus der Giiltigkeit fiir z>0 folgt die Rich- 
tigkeit fiir R(z) > 0. 


Mathematische Annalen, LXXVI. 15 
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Aber fiir ungerades / will ich weiter tiberlegen, ob die Hardysche 
Methode zum Endziel fiihrt. Es wird sich zeigen, daB dies ohne wesent- 
lich neuen Gedanken der Fall ist. Nach dem obigen ist fiir «— * bei 
jedem p>O 


fettro(tat = Je'ew + (—1)Pe~“'9(—)tPdt + 0. 


Behauptet wird, daB g(t) unendlich viele reelle Wurzeln hat; ich erweitere 
die Behauptung dahin, dab es unendlich viele reelle Wurzeln ungerader 
Ordnung hat. Gesetzt, das sei nicht der Fall. Dann giibe es ein 7’ > 1, 


i. 
so daB erstens fiir alle ¢> 7 die nach dem obigen reelle Funktion e * 9(é) 


entweder > 0 oder < 0 ist, und daB zweitens fiir alle ¢< — 7 entweder 


ond 

e * e(t)>0 oder <0 ist. Wenn oben >, unten > oder oben <, unten 
< gilt, beschriinke ich mich auf gerade p; wenn oben >, unten < oder 
oben <, unten > gilt, auf ungerade p. Dadurch ist in jedem Fall fiir alle 
t>T der Ausdruck (e*‘e(t) + (—1)"e~“‘9(—d)e * entweder >0 oder < 0 
Man darf daher entweder fiir alle geraden oder alle ungeraden p 


[le ‘e(?) +(—1)"e ‘ ‘e(— ‘erat = 


schlieBen. Nun ist 
T 


Je ‘o(t) +(—1)?e ‘ ‘o(— ) teat|< KT?, 


wo K von p frei ist, also , 


KT">| [Cet ‘e(t) + (—1)re 4 ‘o(-t))trat| 
T 
= f \e*'e(t) +(—1)re *‘9(—#) wat 
T 
27+1 


> f° e#'o(t) +(—1)re *‘o(—f | trate > K, (27), 
2T 


K 
<r, 


was fiir hinreichend groBe p unmiglich ist. 
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re Fall: 7(—1)=—1. Nach dem Hilfssatz des § 1 ist fir 
x>—=, R(y)>0 
1 
? 1 -8-= 
e~va J r(s+s)y * ds, 


also fiir “><, R(y) > 0 


« i x+ei 
> u(nyneom = DS) x(n)m gi; Jr( +3)y Syn de 
~— — %— 24 


x+wi 


1 
ae r(s+3)y * L@s)as 
x—wi 
1 p00 
1 1\ -8-4 . s+1\ -— 
~ fr (ot ay? L(2s)ds = 5° r(sy-)y * Leas. 
1 1 


Die Funktion 


CH)@) Le) =n 


hat bekanntlich*) alle fiir das 4(s) des ersten Falles genannten Kigen- 
schaften, so daB bei passender Wahl eines reellen y die Funktion 
e : ‘als + ti) fiir reelle ¢ reell ist. Die Einfiihrung des 
1 ; 
e=a(5 + ti) 
ergibt 


~ 


S ner i f (2) " ‘ o(t)ats 


n=1 


auf dem Halbkreis 


ist also 


es a % fai , ates . 
y qy(n)ne * =e ° ferewat, 
n=l —e 


Serwuoat- — 4 (4x0 2 u(n)ne- a (p>0). 


*) Vel z. B. Handbuch, S. 496—497. 
15* 
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Ist nun fir «—> ~ bei jedem p> 0 


4 
da? awe _ => UY, 


d. h. bei jedem g > 0 


d. h. bei Annaherung auf dem Halbkreis an i 


2 .. 
Sune - —0, 


n=l 
d. h. bei Annaherung auf dem Halbkreis an 0 


n* ni wns 


2 Sune be * 0? 


Die Antwort wird bejahend ausfallen. —— a 1) = — 1 ist 
2 y(n)ne * e = 


2k _Zst (A+2mkP az 


y(Aje 2 ee 4 


A=1 n=—eo 


Nun ist*) fiir reelles 6 und R(z) > 0 


Dy (mt poe mrmnrm Sime “= sin 2maxB, 
also 
A+2mky az 
Da+amnye ae = 2k (m+ ye (m+) a-4ke 
-u > me oF sin dma, 


(4kz)* * 


also gleich einer Funktion, die mit allen Ableitungen bei z—>0 aus 
dem Winkelraum z = re?‘, cosm > ¢ > 0 heraus verschwindet. 
Somit ergibt sich s 


[ e'tro(t)at 0, 


und jetzt geht es woértlich weiter wie im ersten Fall. 
———— ) 

*) Vgl. z. B. Handbuch, 8. 487. Aus der Giiltigkeit fir z>0 folgt die Richtig- 
keit fiir R(2)>0. 
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§ 3. 
Vereinfachung des Beweises fiir die ¢-Funktion. 


Ich kehre zur Zetafunktion zurtick und will jetzt zeigen, daB die 
Relation 


J (es ‘te 4 ‘\evo(tat = — 40)" cos = 


in der Nr. 5 des § 1 schon fiir p=0, wo sie, o(¢) entweder > 0 oder 
<0 fir ¢> 7 angenommen, 


Sle e* et ‘ o(t)dt=—4a cos 


lautet, einen Widerspruch enthalt. Bereits die hierin liegende Konvergenz 
des Integrals 


es 


fe*\e@\at 


1 


wird den Widerspruch liefern. 
Bekanntlich*) ist (was nicht einmal voll gebraucht wird) bei festem 6 
1 [Fo + ts) | on 
lim ! er = 2a, 


t=o —-—t O— 
2 


e t 


also bei passender Wahl eines absolut konstanten ¢ > 0 fiir ¢>1 
, bes ae 1 
retHpetet, 
folglich wegen 


E+ fi) +4) 0 
fir ¢>1 
le(|zec*'¢ #2 |¢(F +4). 


Es wire daher 
fers (et) ae 


konvergent. 


*) Vgl. z. B. Handbuch, S. 767. 
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Andererseits ergibt die Anwendung des Cauchyschen Satzes auf den 
Integranden ¢(s) und das Rechteck mit den Ecken + +i, 24%, 24 Ti, 
++ Ti bei wachsendem 7 


1 


2+ ” 2+ 247% see 
Seo)ds = [E(s)ds +. [t(s)ds +f &(s)as 
2+i 2+Ti 


+i 


+ 
x 


© Me 


1 


-001)+{s-> caleosce, + [o(Z)de 
= 0(1) +(7—1)i + 0(1) + 0(7) 
= Ti+ o0(T); 


fir T> T, ist also 


<< fect + +ti)d lc fet (Stele ae 
1 


1 


= rf “*le(G +e) 


1 


T 
rt -<| | 
3 < fi ‘l2(3 +ti) |dt, 
1 


so daB das von 1 bis co erstreckte Integral nicht konvergieren kann. 





dt, 


§ 4. 
Beweis fit die L-Funktionen. 
rign anne Die Funktion L(s) hat auf der she Hiailfte der Geraden 
6 = unendlich viele Nullstellen. 


Ssideiientiiehde Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf z(n) 
als eigentlicher Charakter angenommen werden. Da ich zugleich eine 
noch weiter vereinfachte Beweisanordnung des Hardyschen Satzes angeben 
will, schlieBe ich den Fall k <1, L(s) = £(s) nicht aus. Fir £(s) werde 
ich an die in der Mitte von § 1, Nr. 3 vorkommende Formel 


SG) "ean -1-V5+ Sew 
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ankniipfen; fiir die anderen (eigentlichen Charakteren entsprechenden) L(s) 
im Falle y(—1) = 1 an die im § 2 vorgekommene Formel 


re 1G) ; ‘ o(tat ~ Dre 


im Falle y(—1) = — 1 an die in § 2 vorgekommene Formel 


Ef Gi) oa Bi xeyne 


Aus dem Hauptsatz folgt natiirlich, indem er auf L(s) angewendet 
wird, auch die Existenz unendlich vieler Nullstellen von L(s) auf der 


unteren Halfte der Geraden 6 = > 


Beweis: Erster Fall: y(—1)—1 (worin §(s) enthalten ist). Fir 
Ry) > O ist 


Dune" 


Fiir 


20 ~ 1 . 
< evn < | e-PRO dy = pera -—t. 
"7 2 5 VRY) ¥ VR(y) 


y= Te, a= —8, O0<e<t, e— 0 





ist also wegen 
R(y) = t cos 2a = = sin 28 > é 


(¢,, ¢;,-++ diirfen von k abhiingen, miissen nur >0 sein), wenn w= 1 
bei £(s) (d. h. bei k= 1), w =O sonst (d. h. bei k > 1) ist, 


4x DS aeer— raw Z| < — 0(4) 


also 
~{ eS 
m\4 + hy _. 
/® 9 (t)dt = 0(/z): 
Andererseits ist fiir diese y 

] > 1 gan | _aé . . | 
J (5) * * o(tdt =e . | e*'o(t)dt,| = fevewat + 0(1), 
— 0 —-2 0 


Fe 
also, wenn per absurdum e * 9(f) entweder >0 oder <0 fiir t>T7 
(T>1) vorausgesetzt wird, 








232 E. Lanpav. 
— ferieojar+ oa) = fel) jecojae+ on 
> er) 


> afew L(+ + ti) | at + O(1). 


L(j-+ti) dt + 0(1) 





Es wire also 


few *|1(: +ti) dt 0(-) 


Nun ist aber (wértlich nach der Begriindung des § 3 bei €(s)) fiir 
alle unsere L(s) 


t 


+ fxd sia bei t > 00, 
0 


also fiir alle r >, 


$< fu rear s fet |ng +e) [ea 
0 0 





o)— fr*|z(2 +ti)|a>4ee, 
0 


und andererseits offenbar (rt) = O(r%), also 


few. L(= +ti)| at = f eve wat 
6 0 


- } 


om (e-"'@(t)} "+ ef evopat = ef e-“o(yat > ef eo(eat 
0 


0 &s 


ee 


. 8 . . 3 , = 3 
ade ferttat>tefervttat—e,— tees © femut du—« 


0 0 


_~ yo 
rz &, 


Cs 


was >-*. fiir 0<é <¢, ist, ing Widerspruch zum obigen o, =): 
ae Ve 
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Zweiter Fall: 7/—1)=——1. Es ist fir 0<r<l 


Dur-a-n >a +24---4+ Vape<(1—r) Sinem 


a=1 n=1 


r 
i—r’ 


daher ist fir R(y) > 0 


> nen F 80 < ao: 


n=1 


> gnyne*s < 


x 


Fir y= per, a= 2-8, O0<e<z, 


eé— 0 ist also 


4a > y(n)nenY = o(=) . 


n=1 


Andererseits ist fiir diese y 


42> y(n)ne-"*¥ | = Se) "4 ‘o(t)at = Serewa | 


=| fe‘e(at| + 011), 


also, wenn e * g(t) entweder > 0 oder < 0 fir ¢>7>1 wire, 


« 
—<-# 
4 


" J e-) \o@lat + 011) 


- fdeMr(e4 >‘) (FZ) “| L(5 + ti) |dt+ 0(1) 


> 


1 
> e1 feees L(5 +ti)|dt+ 0(1). 


| 
1 
T 





Es wire also 








1(5 +4) |ae—0(%) 


. 1 
J en~etge 
ry 
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Nun ist aber 


t 


4 fxd +eiae—1 bei t —> oo, 
f) 


also 


t 


{x0 +ti)dt => +0(r), 


wis 


folglich fiir alle r > ¢,, 


w< fu(eseidar < ft ‘L(} +#i) iat 


2 2 


t 
1 2 i 


<(})' t4 L(; +ti) dt, 


71 
o(e)— ft L(G + ti) dt >¢,,t* , 
o 


~ 


= 1 ~ ° 
f eet L(; +ti) at— fevo(at—e f e~"'@(t) dt 


0 0 0 


> sé fewt©at> eye frees dt—¢,, 
‘ ny 


C1 


an 5 
= Cy38° 8 © fem *du—c,.= “ss — Cig, 
0 2 
im Widerspruch zum obigen 0( ) . 
§ 5. 
Abschiitzung der Anzahl. 


Satz: Zu jedem L(s) gibt es ein c derart, da fir alle t>c wenig- 
stens vine Nullstelle von L(8) der Strecke — + vi (exkl.) bis + + ci (eakl.) 
angehéort. 

Vorbemerkung: Aus diesem Satz folgt, wenn, nach wachsenden 
Ordinaten geordnet, 


athi, thi, VS tHE + O<4S4<--+,4, 00) 
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die Nullstellen auf der Halbgeraden 6 = ; , t>0 sind, daB bei passender 
Wahl eines c>1 und eines m 


CLE <O, tng <i, tage <<, °°, t< tm tt oom 
also fir n>m 
log log ¢, <n — m + 1 + log loge 


-_—-- 1 —= 
P log log t,, 


ta>1 


ist, so daB einerseits 


divergiert, andererseits die Anzahl M(7’) aller ¢,< 7 der Relation 


- » 2 MT) 
lim inf Tog log T > 0 


geniigt. 
Beweis: Es geniigt wiederum, L(s)={(s) oder k>1 und den 
Charakter y(n) eigentlich anzunehmen. 


Erster Fall: y(—1)=—1. In § 4 war fir 0<e< ~ 
2 2, x 
J e* e~*'\o0(t)|dt> + 
0 é 
festgestellt*). Andererseits ist*) nach § 4 


fet e-“o(at = 0(Jz) on 0(4) 


Ich setze 
a oe 
lo) +e * e@) = PY), 
~~ 4 
so daB P(#) stets >0 ist und zwar — 0, wenn e ? ‘ o(t) < 0 ist, dagegen 
=2/o(t)|, wenn e ? o(f)>0 ist. Es ist 


oa 
fete P(t) dt >“. 
n) et 


Nun ist wegen 
1 


PO <2 °(E+8)\(7) L(G +4) 


wo|~ 


- 1% 
*) Die zum Widerspruch fiihrende Annahme ¢ e(t)>9 oder <0 firt> T war 


hierbei nicht etwa benutzt. 
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nebst*) 
1 } ut 
L(= + ti) = 0") 
a 
e*' P(t) <e,0 fir t>1, 
also 
ao # a x 
fet uP dt <eyy f em MM at me 8 fern dz 
8 ~ "ated 
i 2 — 2 i  ] 


a F 2 
C, ax es 2¢,, ~3° 1 
< ain J ¢ ; de = im ¢ . —0(1)=0(4)- 
s 2? 


Folglich ist fir 0< ¢< ¢, 
3 


2? x x 1 
et e-*t Pit u- f{—f- Se. 
J 0 0 Y, eet 
e 3 


Nun sei t > 2. Dann ist 


t 


an 
J et’ e~** P(t) dt << - 50° em 8? =m c,, oh), 


1 


é 
* 


fe 


tT 


3 
2 
nm 
t 
4 


e~** P(t) dt > —e,,0, 
20 


Nun werde 


-102.* 
e=f s 


gesetzt, was > 0, < ~ und fiir t >, kleiner als ¢,. ist. Das gibt 
72,04 
‘ 5° -«t Pp 1 109 1,01 
e* ¢ (dt > Sq, 0 —Ggr™, 
also > 0 fiir alle r > c,,. Daher ist unterwegs einmal 
P(t)>0, 


7 


e * o(f)>0. 


= 


*) Vgl. z. B. Handbuch, S. 868; Beweis fiir L(s) wértlich wie bei £(s) unter 
Benutzung der nachher im obigen Text hergeleiteten (nicht neuen) Relation 


Li) = O(t* log f). 
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Aus Symmetriegriinden ist klar, daB wértlich ebenso fiir alle t > ¢, 
im Intervall t< ¢< r*™ einmal 


a P 
e(f)|—e * off) >0, 
also 


Y 


e * e(t) <0 
gezeigt werden kann. Fiir alle tr >c = Max. (¢,,,¢,,) ist also wegen 2,04 < e 
im Intervall t<¢< r* einmal 
e *‘o(t)=0, 
L(+ ti) -0. 


Zweiter Fall: 7(—1)=—1. Da verliuft die obige SchluBreihe fol- 
gendermafen: 


fet e-*\o(t)|dt > 2, 
0 ! 


fet e*e(t) dt = 0(4), 
0 e* 


e.. 
f e*' ex" P(t)dt> <4, 
ny ef 


et P(t) < ey, (¢> 1), 
fever P(t)dt< ous f eee at = J e~* 51 de 
ore 
: 3 
r ; s: 2 e ; 


a l 
C5 Pe Bon att aah 
< sh Je od O\ ) 0(3), 


é 


3 
e 2 


fete Pe dt > (0<#<ty), 
‘ 2e! 
8 
¢ 2 
f sit enu P(t)at> a — Cy, ht (r>2), 
F 2e 


4 
—1,52 - 
992 5 


é=T > 
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71,824 
a 


fete“ Pe dt> ; C4, T? — ct! > 0 (t > Cy), 


t 
usw. 


Der obige Satz ist damit bewiesen. Es ist aber nicht uninteressant 
za konstatieren, dab ohne wesentlich griéfere Miihe die Konstante e dieses 
Satzes durch jedes 1 + A> 1 ersetzt werden kann. Dies leistet der 

Satz: Zu jedem L(s) und jedem A> 0 gibt es em c= c(L,A)>1 
derart, daf fiir alle t>c wenigstens eine Nullstelle von L(s) der Strecke 
= . » t<t<t'** angehort. 

Beweis: An Stelle der beim Beweise des vorigen Satzes (nimlich 


insbesondere bei der Abschitzung von / ) benutzten Relation 
0 


L(+ + ti) — 0(0*+4) (fir jedes d>0) 
werde ich jetzt die vorteilhaftere Relation 


fixe = tti) ‘dt = O(T'**) 


entwickeln. 
Bekanntlich*) ist fir o, <6 <o, gleichmabig 


nm 1 
IF@)l|—e Pe Ferm, 
also wenn a= 0 fiir y(—1)=—1 und a=—1 fir y(—1)=—1 gesetzt 
wird, wegen 


r(¢t4) (z) * L@)-err(t=8t4) (2) * Las 
fir 0< 6 << gleichmabig, 


s,%<<e,8 1 
44? 2 2 ,0(1) 


L)| = |La-9)| 410-1 0(07'). 


-—t —+-—<— 
4 t? 2 2,9) 





e 


Daher ist erstens 


1 1 

Li(ti)| = Li— ti) o(v) = ole log ‘),**) 
folglich wértlich nach dem bekannten***) Paradigma {(s) fir O<6<1 
gieichmiisig 


*) Vgl. z. B. Handbuch, 8. 770. 
**) Denn (vgl. z. B. Handbuch)S. 462) es ist L(i—ti)| —O(og?). 
***) Vgl. z. B. Handbuch, 8. 868—870. 
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L(s) = o(t ® log ‘), 
| L(s) L(1—s)| = |L(o +#i)|| L(1—e + ti)| 


1-o 


= oly 2 log t- 13 log ‘) - oe: log? : = O(t); 


zweitens fir 0<d< —, wo 6 fest ist, 


. ? 
L(>—¢8+ti) = L(>+¢-ti) 0) = L(; +84 ti) O(t*). 
Der Cauchysche Satz ergibt daher 


r ; g+t yte+ ri 


fire +ti)” dt = + (1) La—vao—t fret —s)ds + 0(T) 


; zte 


T 
< f u(t +044i)||L(,—0+4i)|ae+ 07) 
J | | 


- o( re f\x( +6+ Pat) + O(T) = O(T'+*)*) 


fir 0<d <<, also fiir jedes 4 > 0. 


Die Beweismethode des vorangehenden Satzes ergibt daher, wenn ich 
beide Fille (a = 0, a= 1) zusammenfasse und unter D,, D,,--- von L 
und d > 0 abhingige positive Konstanten verstehe, 





fet'euP@at> has 
0 » * 
5, $46 
e* P(t) < D,t? (¢>1), 
oan ~ a 3 a 
et et P(t) dt < Dy f et? dt =- = J test °de 
g7 (1+9) em (1+9) iti ee 
7 s ’ 24 
D, -—— 2D -=—6 1 
<a Cae age ~~ 0 (em) 
e ? s~9 e. * , * 


* Vgl. z. B. Handbuch, 8. 816 (bei £(s)) und S. 799 (bei den tbrigen Lis)). 
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e— (1+) 
feeuroat> 2. (0<e<D,), 


1 2: * 
t 


na : n 
fete P@at< fet Peat 
1 


1 


a, —1+2a, 


<2 f e*'lelats D, ee © |E(L+uilae 
1 


<D, ft * |x(3 ztti)ldt< D, V fora fit u(4 +t)? dt 
0 





V ee $+2a 4 
<D,V t : -—D,« * ° (r>2), 
g7 (i+) 
a, D S+30 9 
fe cr" POd>—4--Rse * *. 
t Qe 4 


Hierin setze ich 
€ = 7~(1+9) 
und erhalte 
+d 
$+2a | 3+2a 3+3a 0 
fev cP) dt>1 Dr © * © —Dx © *F>0 


fiir alle tr >t, —1,(Z,9). Also ist fir r< ¢ < r+ einmal 
P(t)>0. 
Bei gegebenem A> 0 ist also fiir r>1,—1,(Z, 4) im Intervall r<t< 1r'** 


einmal 


P(t)>0, 


usw. 
§ 6. 
Weitere Anwendung der Methode. 


Um noch ein Beispiel fiir die Anwendbarkeit der modifizierten Hardy- 
schen Beweismethode zu geben, beweise ich zum SchluB den 


Satz: Es sei Z(s) die im der Halbebene «> * durch die Dirichletsche 


Reihe ” ” 
Ce , 1 
Z(s) = a e = 2 (@i+---+ ap (ohne a,=---=a,=0) 


n=1 *,@p = — 0 


definierte Funktion. Sie’ hat 268) auf der Geraden 6 = ; 4 Unendlich viele 
Nullstellen. 
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Vorbemerkung: Fir k=1 wird Z(s) = £(2s), so daB dieser Satz 
den Hardyschen enthilt. Ich darf also beim Beweise k > 2 annehmen. 


Beweis: Bekanntlich*) hat Z(s) im Punkte s = - einen Pol erster 
: 
Ordnung mit dem Residuum e E> ist sonst tiberall regular und gentigt 
der Funktionalgleichung : 
a~'T(s)Z(s) = a (=~) r(£—s)z(5-s). 
Fiir festes d > 0 ist wegen der absoluten Konvergenz 
z(= +4 + ti) = 0(1), 
folglich 


it $9.2) 


2 2 2 
- oa) o(iel *); 
e? It| al” 
weil ferner fir —d<o6< Ld +6 gleichmibig 

Z(s) = O(e'!*!) 
ist**), ist nach einer bekannten Lindeléfschen Schlubweise***) fir 
-—d<co<¢ < +0 gleichmabig | 


Z(—d+ti) = (: 


k 
+d—a 
ile a(\e)2* ). 

Folglich ist im Streifen — E< o< ; +2 gleichmabig 

1 

Z(s) = o(\e . a = Oct). 
Ich will nun feststellen, dab 
ares 


fam 
fize+\a 


divergiert. Dies folgt fiir k <3, genau so wie in § 3 bei ¢(s), aus 


*) Vgl. z. B. Epstein 1, 8. 626—627. 

**) Nach der Formel bei Epstein 1, 8. 626, Z. 2—1 v. u. 

**) Vgl. S. 704—706 meiner Abhandlung Uber die Anzahl der Gitterpunkte in 
gewissen Bereichen [Nachrichten von der Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Gottingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1912, 8S. 687—771]. 

Mathematische Annalen. LXXVIL. ; 16 


divergiert, also a fortiori 
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titre 
fron [3 ds + o(1) + or ) 
a=1 
a+ 
a tatri 
2k ( +4) . 
= fas + 001) + o(r: = 2k Ti + 0(T); 
¥ 4 
2 


diese SchluBweise versagt fiir k >4, laBt sich aber durch folgende all- 
gemeingiiltige ersetzen. Wiire das Integral konvergent, so wiirde die in 
der Halbebene ¢ > 0 regulire Funktion 


Y(s) = f 20) dz 


eine 


den Relationen 
k ‘ k ‘ , 
¥ (> + ti) = O(1), ¥ (> +1+ ti) = 2kti + o(#), 
¥ (5 +24 ti) —2kti + off) 
geniigen. Nach der ersten und dritten davon, nimlich wegen 
k : k A 
¥(7+t)= 00), ¥(¢ +244) -0@ 
ist mit Riicksicht auf die fir = <o< 4 + 2 giiltige Abschiitzung 
¥(s) = O(¢-?) = peril 
nach der Lindeléfschen SchluBweise fir — ~< 6 “2 - +92 


= 9 


¥(s)= 0 ) >) 


also 
4+hk 
¥ (5 +3 + ti) — ol#*+) — oft), 


im Gegensatz zur obigen Abschiitzung. 
Nach der Funktionalgleithung des Z(s) ist die exkl. der Pole s = 0 
und s=— regulire Funktion 


a~*F(s) Z(s) = »(s) 
so beschaffen, dab 


4(8)\= % (; —s) 














Nullstellen der Zetafunktion mit reellem Teil +. 
ist; daher ist die gerade Funktion von ¢ 
k : 
n( +t) = ef 


243 


fiir reelle ¢ reell. Die Behauptung besagt, daB o(¢) unendlich viele posi- 


tive Nullstellen hat. 


Der Beweis verliuft nun — indem ich wohl nur nétig habe, Formeln 


ohne verbindenden Text aufzuschreiben — folgendermaBen: 


D> latte tants = 1 + 1 


x+and 


224% 
415° Op=—@ x—ad 
‘ +o 


& . 
—l+y *x? + anf r(s)y-*Z(s)ds 
k : 


4 


<| 


k , oases 


” 
—1l+y *x* + af (2) e(t) at; 
pone, ~F<ech, eH 


> en (at tess +ay2)y ™ ( ye) = (0(1))*= 0(1), 


Ay, aa—@o n= — 
Jf e*o(t)dt— A,, 
fetto(t)dt > Ay. 

0 
; rae a Laer 
le@\29e * 8/22 +Hi), 
>0 
{= 


- 
fe le@lat— 4, 


0 
« 


Ss P 
fee Z(i+ti)/dt= 4, 
: | 

J 2b +t) \a—a,. 
0 


Géttingen, den 11. Juli 1914. 


16* 


froze) ds (R(y)>0, «>+) 


(¢>1). 


(27), 
((>7). 








| 
| 
| 
| 
{ 
| 
| 
| 
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Zur Theorie der integrallos lésbaren Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 


Von 


Witnevtm Gross in Wien. 


In einer im 73. Bande der Mathematischen Annalen erschienenen 
Arbeit*) habe ich aus partiellen Differentialgleichungen einer Unbekannten 
Differentialgleichungen mehrerer Unbekannter hergeleitet, so daB aus Para- 
meter enthaltenden Integralscharen jener durch Differentiations- und Eli- 
minationsprozesse, ev. mit Hinzunahme willkiirlicher Funktionen, Lésungen 
dieser Gleichungen entstehen. Sind hierbei jene Differentialgleichungssysteme 
Involutionssysteme, so laBt sich umgekehrt unter bestimmten Voraus- 
setzungen und mit gewissen Ausnahmen jede Lésung der abgeleiteten 
Gleichungen in der angegebenen Art und Weise gewinnen, d. h. diese 
Gleichungen sind integrallos lésbar. In diese Klasse von Gleichungen fallen 
die Mongesche Differentialgleichung der Integralkurven**) sowie die von 
Goursat***) aufgestellten Systeme. 

Zweck dieser Arbeit ist es nun, zu zeigen, wie man von einem vor- 
gelegten Differentialgleichungssysteme erster Ordnung mit mehreren Unbe- 
kannten entscheiden kann, ob €s unter die in meiner oben genannten Arbeit 
behandelten Systeme gehirt, und wie man sodann ein zugehiriges Differential- 
gleichungssystem mit einer Unbekannten gewinnt.; Die Kenntnis eines voll- 
stiindigen Integrales dieses Systemes verhilft uns zur integrallosen Lisung 
der vorgelegten Gleichungen. 

Ich werde mich beim Beweise der Methoden wiederum auf den Raum 
von fiinf Dimensionen beschrinken, die Methoden selbst hierbei ausfiihrlich 


*) Uber Differentialgleichungssysteme erster Ordnung, deren Lisungen sich 
integrallos darstellen lassen“, Math. Ann. 73, 8. 109—172. Wird im folgenden als (I) 
angefibrt. 

**) Memoires de l'Academie des Sciences 1784. 

**) Sur le probleme de Monge“| Bull. Soc. Math. France 1905, 8. 201. 
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nur an charakteristischen Fallen entwickeln; doch sind die Ausfiihrungen 
ohne weiteres tibertragbar. Mehr ins einzelne sind die Bedingungen, denen 
die Gleichungen geniigen miissen, behandelt. 


} 


Voraussetzungen itiber die zur Herstellung der integrallos lésbaren 
Gleichungen benutzten Differentialgleichungssysteme mit einer 
Unbekannten.*) 


1. Es sei in einem Bereiche des fiinfdimensionalen Raumes durch die 
Gleichungen 


(1) Fy (hy Pas Psy Pas %yy Hey yy Ly %) = 0; Fy —0,---, Fy, = 0; 

On, 

Ox, 

ein K,,,-Feld, d. h. ein Feld (¢+1)-dimensionaler Elementarkegel defi- 
niert. Wir fiigen sodann die (4—k) Gleichungen hinzu 


y= 


0%, CFs, 02 
1, = 92, — Pi — Ps—x Aa, —<stiraegan Me 
Pe Oz = 
| Cm 5—k Cz 
a , Pm k— Ps- ‘Oa, eral nif Edinda = 0. 


Wir wiahlen aus der Reihe der / und 7 drei aus: F,,,---, 7, und bilden, 
wenn F,,,---, 7, die 5—i—k tibrigbleibenden Funktionen der Reihe sind, 








Pa eee ee 
1 O(P:s Per PsP)” . 5—t—b coo Ps) 
J” -_ a(ay” ’ Fn» or. T,) aye g® _ ae 5—i-k? F,.° as aR T,) 
(3) a OP» Psy we Pd) . : 5-i-2 = O(PrPe sed 4 
(k—1) k—1) 
J®= -_ é ‘ala 7 bh » Ty) , J” “alae: i—k? FP, ebb. T,) 
i O( Py» Pa» Psy Pa) r 2 5a = O( Pas Pas Psy Ps) 


Die Funktionen (3), gleich Null gesetzt, verbunden mit dem Gleichungs- 
system (1) und (2) bilden das Gleichungssystem A. Wir machen hierbei 
folgende Voraussetzungen, die in Hinblick auf die folgenden Entwick- 
lungen etwas anders gefaft sind als in (1) I 

1) Die F, seien in den x und p eindeutig wnd (3+k)-fach**), in 
den p allein hingegen mindestens (2k+-1)-fach stetig differenzierbar; sie 
colon ein Invclutionseystem bilden. 


* Siehe (1), I. **) Siehe (I), S. 118. 
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. * O(Fi,-*+ F,_ 4 T, —s T,_ -r) . . 
2) Die Matrix Waban sei vom Range drei. 
Ist die Matrix pod ve vom Range drei, wobei F,,,---, 7, die bei 


der Bildung der J ausgewahlten F, 7 sind, so wollen wir dieses System der J 
als ,, taugliches“ bezeichnen. Infolge 2) lassen sich stets taugliche Systeme 
der J bilden. Fiir ein taugliches System der J sollen dann an der be- 
trachteten, den Gleichungen F= 0, T=0, J” =O, ---, J®=0 [Glei- 
chungssystem A] gentigenden Stelle noch folgende Voraussetzungen gelten: 
a(J, -.., J, 
3) In jeder der Matrisen 297+ = 7-1-3) “Qiao... 4B sei 
OF sare ts Mp, 7,1) 
mindestens eine der vierreihigen Determinanten von Null verschieden, in 
denen J mit dem oberen Index eins vorkommen.*) 
O(Tys-°+s Tyas IO, «+, TO 
4) In der Matria, °(71"""'* Te» 1) 
oS 
der vierreihigen Determinanten von Null verschieden. 
aces 0%, | 0% 
Hierbei ist unter 1, ,, 7, ; bz, und 











sei wenigstens eine 


= verstanden. 
j 
Unter diesen Umstinden sind die Entwicklungen von (I) auf unser 


System anwendbar. 


2. An die vorstehenden Bedingungen 1) bis 4) lassen sich nun ohne 
weiteres eine Reihe von Bemerkungen kniipfen. Es sei 








OM, Fas ss» Ty) (FS 4s Fras +++» Ty) 

si kot us a JA k+1) __ k-i m Pp) 
a a(p,, rene re T= O( Pr» Pas Ps Ps) 
Mindestens eine dieser Funktionen ist an der betrachteten Stelle von Null 
verschieden, da sich die vierreihigen Determinanten der Matrix in 4) linear 
homogen mit endlichen Koeffizienten durch die J{**" und die verschwin- 
denden J,” (h<k) darstellen lassen. 

3. Die Bedingungen 3), 4) werden von allen tauglichen Systemen J er- 
fuillt, wenn sie von einem erfiillt werden**). nn sind J und J* zwei 
taugliche Systeme, so lassen sich die J durch die J* und die J* durch 

*) Man fiige den letzten Zusatz, der iibrigens bei den unterbestimmten Systemen 
unndtig ist — denn bei diesen enthalt jede k-reihige Determinante einer solchen 
Matrix J) — auch der entsprechenden Bedingung in (I) 14a bei, da hierdurch ge- 
wisse Ausnahmefille wie die in “®, 8. 186 u. 138 (gleichzeitiges Verschwinden von 

a(F,. F,, T,) a(F,, F,, T,) 
a O(Pr»ParPs) — O(Pr» Pa Ps) 








2) ausgeschlossen werden. Daf jene 


Ausnahmsfille bei den unterbestimmten Systemen schon infolge (I) I 4a nicht auf- 
treten kénnen, wurde dadurch iibersehen, daB die zweite Bedingung von 4a, die diese 
Ausnahmsfalle unmdglich macht, erst \im Laufe der Arbeit hinzngefiigt wurde. 

**) Das gleiche gilt von den Bedingungen von (I) I 4, 4a. 
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die J linear homogen mit endlichen Koeffizienten darstellen. Daraus folgt 
einmal, daB in der Umgebung der betrachteten Stelle die ae 
Ji? = 0,-: ae Ld ,;= 0 mit den Gleichungen Jt ® 0, - + oon. , 
gleichwertig sind. Da sich dann weiter die in 3) und 4) it 
Determinanten, mit den J gebildet, in Beriicksichtigung von 1) und mit 
Hinsicht auf die Gleichungen 

JOP mG, 2-0, TL 0 


5—k-i 


linear homogen durch die den betreffenden Bedingungen geniigenden De- 
terminanten darstellen lassen, die mit den J* gebildet sind, so folgt un- 
mittelbar die Richtigkeit unseres oben ausgesprochenen Satzes. 

4. Da die r,,, in denen / einen festen Wert besitzt, in keinem der 7’ 
auBer in 7, vorkommen, da ferner infolge Bedingung 3) mindestens einer 
der Differentialquotienten ae [h—1,---,5—i—k;j=1,---,k] von Null 
verschieden sein muB, so folgt sofort der Satz: Es gibt in der Umgebung 
unserer Stelle ein iaugliches System, so daB in der zu seiner Bildung su- 
grunde gelegten Reihe der drei Funktionen F,,,---,T, ein beliebiges T, 
nicht auftritt. In einem solchen System J* sind dann die Funktionen einer 
der Reihen J*®, J*®, ---, J*® (h=—1,---,-5—i—kh), etwa fir h—h, 
in den r,, linear, wihrend die tibrigen J* von den r,, unabhiingig sind. 
Aus 3) folgt dann 

a(Tt™, TR, ..., 7%) 
O(Ts iT a, a "+ ey Tp 3) 

Obigen SchluB kann man in Beriicksichtigung des Satzes von 3. 
(5—i—k) mal wiederholen; wir erhalten so ein taugliches System, bei dem 
in der zugrundegelegten Reihe F’,,---, 7, (6—i—k) irgendwie gewihlte 
T fehlen. Dann treten alle /' in dieser Reihe auf und wir kénnen daraus © 


schlieBen, daf Oe Ey : 3-0 vom Range 4—i ist. Numerieren wir 
+P: Pas Ps. 


die 7 so, daB gerade 7, bis 7,_,_, in der Reihe F,,,---, TZ, fehlen und 
bezeichnen wir die hiermit nye oe J derart, dab 





+0. 








(1) — T, am]... ay eae 
Jj nee U 1, ' o—$ Kl, 
so ist die k(5—i—k)-reihige Determinante 
a(at, 00% JO ae. a(s, J”, inte J{) 
O(Fs45 Tn Teas a ere) ee ts Ss 
a(J$”, ---, JP) A(T, age’? * Jf - ae 





 B( Ty 9s Ts,99 °° "> T9) abtsa " O(r 5- s—ko'' Tepe mt te 
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Daraus folgt fiir ein beliebiges taugliches J-System: Unter den angegebenen 


a(a{?, -. +0 IM ») 
Voraussetzungen ist die Matrix 2—*—* vom Range k(5 — i—k).*) 
O( Ty a9") Tae) 


5. Wir leiten noch folgenden Satz ab, der bei den Entwicklungen 
von (I) V eine ziemliche Rolle spielt: Das System unserer Vorausseteungen 
ist im Falle 5 —i—k> 1 gegeniiber Transformationen der (4—k) Verdnder- 
lichen 2, %,---, %_, von nicht verschwindender Determinante und von 
entsprechendem Stetigkeitscharakter invariant. Da eine derartige Transfor- 
mation an jeder Stelle den Charakter einer ganzen linearen Transformation 
nicht verschwindender Determinante besitzt, so kénnen wir unsere Be- 
trachtung auf diese beschriinken. Ist 4—k—1, so ist unser Satz selbst- 
verstindlich; ist 4 —k > 1, so geniigt es, den Satz fiir die Transformation 

Ey = a2, + Bay, Eg— 2%, -- poy Be p= Mays OO 
nachzuweisen, da sich die allgemeinste ganze lineare Transformation, ab- 
gesehen von Vertauschungen der Indizes, aus derartigen Substitutionen 
und aus Translationen zusammensetzt, welch letzteren gegeniiber das 
System der Bedingungen, wie man sofort sieht, invariant ist. Bezeichnen 
wir mit 2 und @ die den p und r entsprechenden Differentialquotienten, 
so haben wir 

P, = &,, Py = BA, + Tz, Py = Ay, = MH, 
T= O11» = Be,, + Or2) Tia = C,4-2”) (L=0,1,---,k). 
Wir erhalten einmal 
T,= «0,, T,= BO, + 9,, ---, Ty_~=%_,, 
wenn wir entsprechend 





8, = 00,5 — % — Mui Os_z,3 — °° * — Me Qa,y 

setzen. Die J mit den © gebildet, bezeichnen wir als J*. Vor allem ist 
‘klar, daB durch unsere Transformation weder Bedingung 2) noch Bedin- 
gung 4) geiindert wird, auch #enn wir die 7’ durch die © und die J durch 
die J* ersetzen, da sich die dreireihigen Determinanten der Matrix in 2) 
und die vierreihigen Determinanten der Matrix in 4) linear homogen mit 
endlichen Koeffizienten durch die beziiglichen Determinanten der entspre- 
chenden Matrizen darstellen lassen. Um die Invarianz der Voraussetzung 3) 
a verwenden wir ein J-System, in dessen zugrundeliegender 
Reihe F,,,---, 7,, TZ; und 7, nicht auftreten; dies ist nach 4. stets még- 
lich. Beasichnen wir die ieidlones 


% In @ I 4a ist dies als Voraussetzung aufgestellt; doch folgt és schon aus dem 
zweiten Teile der Bedingung von 4a mit der Ergiinzung, die sie hier in Bedingung 3) 
erhalten hat; wie dann iiberhaupt die Entwicklungen von 4. und 5. dieser Arbeit 
giltig sind. ° 

**) Die letzte Gleichung gilt natiislich nur fir 4—k>2. 
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8(Ty. Fins +++» Ty) a(T3, Fis +15 T)) 6%, Fiistt's 9,) 6%, Fists ®,) 








~ O( Pay Pe Ps: Py) . 6 (rs Pes Pss Pp) ’ O(%yy Hy, My, %,) ” 2 (my %qy Hy, %,) 
bestiglich mit J,, J, J,*®, J,*®, so haben wir 





JO— Io, TO— & gem4 tao, ... goat sew 
Qa a m a m 
und entsprechend 
J) = sat, JjO = E40 + 5 TAO, 0+, Tm 5 Tg. 
Nun ist andererseits 
é é 
OCT sa Taare Tet) (Cray Cpar °°» Cx, 2) 
daher ist gleich ersichtlich, dab Bedingung 3) fiir 1 =2,-.--,4—k er- 
fillt ist. Sie ist aber auch fiir 1 = 1 erfiillt, denn 
7 os 8 7 6 @ 


; = a ~ 
OT, , © 0%, & Os 


(1—2,--,4—), 


J,*™, ---, J,*® sind aber von den g,, unabhiingig, so dab 
OFF) 208 9,08) 
O(a 1) a era A(x» °*"> @x,1) ; 

Vorstehender Satz versagt bei den unterbestimmten Systemen i+ k = 4, 
wir miissen daher, falls die darzustellende Lisung von den beriihrenden 
Integralen des vorgelegten vollstindigen Integrales nicht punktférmig 

J : ; ; ay, J,°®, See J,*®) 
beriihrt wird, eigens voraussetzen, daB die Funktion - an an 
(@x.45 @Cgas***» @,1) 

von Null verschieden ausfallt fiir die bei der zweiten Beweismethode in 
(I) II. verwendete Transformation, durch die die Projektion der (3 —k)- 
dimensionalen Mannigfaltigkeit, lings der ein fiir den Beweis aus dem 
volistandigen Integral hergestelltes Integral die darzustellende Liésung be- 
riihrt, in dem (&,, &,---, &_,)-Raume die Gleichung £, = const. erhilt. 
Dies hat insofern wenig Bedeutung, da diese Fille Ausnahmsfille sind 
und sich in jedem Falle brauchbare Integralscharen herstellen lassen, durch 
die die integrallose Darstellung, wenn auch mdglicherweise nicht mit Hilfe 

' des vorgelegten vollstiindigen Integrals, gewahrleistet ist. 

6. Geben wir den Gleichungen F,=0,---, F,_,=—0 eine andere 
Gestalt, so kénnen wir diese Umformung so bewerkstelligt denken, dab 
wir in gewissen Identititen 


G, (2; p; Fy, +++, Fy) = 9, «+, G,_ (23 p; Fy, -+-, F,_,) =0 


fir F,,---, F,_, die Werte Null einsetzen. Dadurch erhalte ich ein System 
von Gleichungen F*=0,---, F*¥ ,—0. Sind die G eindeutige und 
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(3+k)-, baw. (2k + 1)-fach stetig differenzierbare Funktionen der F' sowie 
0(G,. ++ *» Gd 
O(F,, +++) Fy-a 
der F'* ein mit dem System der F ,gleichberechtigtes* nennen. Man 
erkennt ohne weiteres, daB fiir ein gleichberechtigtes System die Voraus- 
setzungen 1), 2) erhalten bleiben. 

Wir betrachten nun eines jener Systeme der J* — die mit den F’* 
genau so gebildet sind wie die J mit den / —, in dessen zugrunde- 
liegender Reihe F’*,---, 7, alle F* auftreten. Man erkennt sofort, dab 
J* sich homogen linear mit den endlichen Koeffizienten aus den J) (g <h) 
zusammensetzt und daB hierbei insbesondere der Koeffizient von J;"): D'+0 
ist. Daraus folgt mit Riicksicht auf die Gleichungen 

J, =-0,---, & = 0, 


5-i-k 


der x und p, fiir die D= +0, so wollen wir das System 


dap Voraussetzung 3) auch vom System der F* erfiillt wird. Dies laBt sich 
aber von Voraussetzung 4) nicht mehr behaupten. Einen gewissen Ersatz 
bietet es, daB es nicht verschwindende J***+» gibt; denn auf ein System 
von F, daB den Voraussetzungen 1), 2), 3) geniigt und fiir das es nicht 
verschwindende J**+" gibt, lassen sich die Entwicklungen von (I) an- 
wenden. 

Es gilt aber anscheinend weiter der Satz, daf unter diesen Umstiinden 
ein Ubergang zu einem ,gleichberechtigten“ System miglich ist, fiir das — mit 
Ausnahme von minderdimensionierten Wertgebieten — auch Voraussetzwng 4) 
gilt. Die Ausnahmewerte erledigen sich hinterher durch Stetigkeitsbetrach- 
tungen. Wir wollen dies nicht allgemein beweisen, sondern die Beweis- 
methode an dem Falle i= 1, k = 3 auseinandersetzen. Wir erhalten hier 
mit Riicksicht auf die Gleichungen J = 0, J®=0, JO=0 


J* — D- JM, 
JO DP. JH+ DI, 


JO — D>. JO+ D,JO+ DJ”, 

art) yar eF, pe 
A - . ~ 

OD; : | OF, Op; Op; ’ 


3 
as*® as’ aF, as® as 
- - ‘~!, 2 a 
OP; +2 OF, Op; a OM +H Op; ’ 


ag ag” 


3 
as av’ oF, 307” 
* . ~ D* on + 3 Op,’ 


OR; ; OF, ep; OP; + * 


und daraas folgt, dab 
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a(r, go, 7°) 
te O( Pts Pav Pas Ps) sr 
| 4 yh) (3) (2) (1) > | 
[oF nad 30d J ay aF, aF, | 
Op,’ D Op, ’ , D op + D, any, +s Op,’ Op,’ > Op, 
| ; . . . . . . . . . . . . . . . . 
(er ag ,a7®) os” as” = aF, aF, | 
| Op,’ D op, ’ ut D OM + D, OM D, Op,’ Op,” fas OP, | 
ri as as 
| 0, oF” tty ar” # rey 0 
| as as*®) 
0, oF,’ “ie aF,’ 0, sex 0 
ase) as*®) 
| 0, @F,’ =? OF,’ 0, ? 1 | 


Nun ist es leicht ersichtlich, daB es gentigt, den Satz fiir den F 

zu beweisen, daB das System der F' in der Form vorliegt 
F,=p,-—f,(p9) = 9, F;=~,—f(e) =9, F;=—,—f(m) = 9, 
O(F, Fy. Fs) 
O( Py» Pas Pas Pa) 
aufgelést werden kénnen. In diesem Falle ist stets 


da ja vom Range drei ist und daher die F' nach drei der p 
a(7, 7™, J”, J®)) 
eS ae ‘a 8 (Py, Pes Pos Ps) 
da ja J, J®, J® nur von p, abhiingen und zwar ist 
70) — df, af, af, 
FR ages eg eG, 
= a7) ae as me a7 
(2) = == 3 = -—__=9Q © = -——__ % 
J Or, ®, ? Ory , 7 Or, ache 


Wir bekommen hier 
a(7, go), J*®), J*®) 


O(Pry Pas Ps Ps) 
pr2FF_ arr, 7) a*, T°), as", 7) 
d b “ t OP, a(F,, F,) . a(F,, F,) ’ a(F,, F,) ? 
abel 18 
as”) or” 
oF, 7 “tn [h—=1,2;k—1,2,3]. 
k 


Setzen wir daher 
F,* = p, + p* + ps — f(r) —fh(r?— flv’, F* =p.— flv) = 9, 
F,* = ps — fs(Ps) = 0, 
a(g*®, 7*@) a(s*™, g*®) 
(Fr. F,) ’ a(F, ¥%) 
as, 2PM) _ a aT | ig. Sh ($4) 
(Fy F,) OD, ODP dp, \dp,/ * 


so sind gleich Null, wahrend 
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Nun kénnen Op und ap, BU in einzelnen Punkten verschwinden; denn 
4 4 
i | et, ah, | 
as, 7 »), J®) F dp,? dp,? | + 0. 
(1s % 257s) | d*f, d*f, | 
dp,® dp,* | 


Hiermit ist unser Satz bewiesen. 


7. Unter unseren Voraussetzungen kénnen wir nun aus den Glei- 
ebungen (2) und (3) [4+ %(4—i—k)] r als eindeutige, nach den p (k+1)- 
fach stetig differenzierbare Funktionen der p (und der tibrigen r) berechnen. 
Es lassen sich dann die p als eindeutige (+ 1)-fach stetig differenzier- 
bare Funktionen von 4 dieser [4+ k(4—i—k)] r (und der iibrigen r) aus- 
driicken. Denn nach 3) gibt es eine von Null verschiedene vierreihige 
Determinante 


0+ — Jf) a a(T,, tery J”) (Fs Far Fan") 
1» Pe» Ps» Ps) O(T ms Tas Tss%,) O(P,; Per Psy Ps) 

wobei in der Summe rechts alle Kombinationen ohne Wiederholung von je 
4 Elementen obiger [4+-4(4—i—k)| r auftreten. Daher muB eine der Deter- 

O(Fnr Far her %) 
O( Pi Par Par Ps) 
rechneten p in die tibrigen Gleichungen ein, so erhalten wir einmal 
k(4—i—k) r durch die tibrigen ausgedriickt. Fiihren wir dann die p Werte 
auch in die Gleichungen (1) ein, so erhalten wir noch (4—/) Gleichungen 
zwischen diesen r, die voneinander sit sind, denn nach 4. gilt 


O(F °F 4-1) F,) O(F + Tyv** +s Ty) 
OF a (DysPas> B) “ae “54), © (PypPar “+ a) 
fir bestimmte (4—i) Werte p,, p,,---,p,. In der Summe rechts sind 
e, f,--*,g irgendeine Kombjnation von 4—i der 4r, deren Gleichungen 
wir oben nach den p aufgeliést haben. Es muf daher einer der Ausdriicke 
@(Fy.-°+) Fy) 
(Fan tye 9%) 
Die so erhaltenen [(k 4+ 1)(4—%)—k*] Gleichungen, die wir in (I) als 
das Gleichungssystem (B) bezeichnet haben, sind in der Umgebung der 
betrachteten Stelle ry 1° * eT,» eindeutig, nach den r (k + 1)-fach stetig 
differenzierbar und ihre Funktionalmatrix nach den r ist von Null ver- 
schieden. 
Selbstverstiindlich kann man durch andere Gestaltung der Elimination 
das Gleichungssystem (B) in einer anderen Form erhalten. 


minanten von Null verschieden sein. Fiihren wir die so be- 


von Null verschieden sein. } 


. 








— 
—. 


Pe ee ee ee ee, ed 
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IL. 
Die unterbestimmten Differentialgleichungssysteme. 


1. Bei den folgenden Betrachtungen werden wir ein solches taug- 
liches J-System verwenden, in dessen zugrundeliegender Reihe alle F vor- 
kommen. Wir denken uns das Gleichungssystem (B) in der in I. 6. an- 
gegebenen Weise hergestellt; wir wollen jedoch die p-Werte nicht mehr 
der Beschrinkung unterwerfen, daB sie den Gleichungen (1) geniigen. 
Man erhilt so eine Transformation der F: 


(4) F(p) +9, (7) =9, Fy(p) + (7) = 0, «+, Fy) + (7) = 0. 
Die Funktionen F' und ® behalten dabei in einer geniigend kleinen Um- 
gebung der betrachteten Stelle, fiir die = 0, ® = 0 ist, ihre Stetigkeits- 
und Differenzierbarkeitseigenschaften. 


2. Es soll nunmehr die allgemeine Methode an dem Fall i = 1 ent- 
wickelt werden. Durch die Gleichungen 


(5) T = 1 — Py — Po"; — Ds%z — Mey = 9, 
, 2 ’ (1) 
a = 2M Py Fs» T) _ 9 ye = OP Fe Ford Pi 
(6) tthe O( Py, Per Pos Pa) ‘ ~~ OC Dyy Pay Pgs Pe) , 
ye) a OF Fe FIO) _ 
O( Py» Pes Psy Ps) 
erhalten wir 


(1) F,v)+%,0)=9, Fy) +%, 7) =9, Fy(p) + (7) = 0. 
Es ist sofort ersichtlich, daB in der Umgebung unserer betrachteten Stelle 
das Gleichungssystem (7) in Verbindung mit J“ =—0 den Gleichungen (5) 
und (6) aquivalent ist; ich kann es einmal nach den p auflésen, da 

a(F,, F., Fy, 7 

ities) Sees +9 

laut Voraussetzung, und diese p-Werte miissen dann den Gleichungen 
T=0, J®”=—0, J®=—0 geniigen. Ich betrachte nun das System 


MM Fw) +%(7)=9, Fy(p)t+%(r)=0, F(p) + (7) = 9, 
(8) J mm 4, 


Fiir hinreichend kleine Werte von 4 laiBt sich auch dieses System nach 
den p auflésen und die betreffenden Transformationsformeln sind nach 1 
viermal stetig differenzierbar. Setzen wir jetzt die p-Werte in die Funk- 
tionen 7, J, J® ein, so erhalten wir Funktionen von 4 und r, die fir 
i= 0 verschwinden. Fiir die Differentialquotienten dieser Funktionen nach 4 
finden wir mittels der Beziehungen 
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OF, Op, Syas® OM 
0 m Op; O24 G=1,2,3); +1= - Op; Ga? 
1 


4 
aT _ Sar én. as” Spas” 8% (41,2) 
an Op; 01? 0% ~ dw Op, Oa ’ 
1 1 


die Gleichungen 
ye a =—J0, yw? = =—J®, yoo ze 


und hieraus erhalten wir, wenn wir die sanieieneaenelll 
beachten, 
1 


2) JOR E+), In ta), T=] 


3! ry 4! uy 
Hierbei bezeichnen wir mit J,“) den Wert, den wir erhalten, wenn wir 
in J“ die p durch die r und 4 ausdriicken und sodann 4 = 0 setzen; 
J, ist in geniigend kleiner Umgebung unserer Stelle von Null verschieden. 
Unter (4’) verstehen wir eine Funktion von r und i, deren Quotient 
durch #/ in der Umgebung von 4 = 0 endlich bleibt. 


op t (). 


Nach unseren Voraussetzungen ist A = CPi ParPo»Ps) yon Null ver- 
8 (Tos Tay Fas Fs) 


schieden, wenn wir die r und 4 nur geniigend beschrinken. Wir er- 
halten dann 

_ A(®,, %,, ®,, T) 
(10) KO = 56... T's) 


= JOB + 4), 


und wenn wir den Wert von A fiir 4=0 mit A, bezeichnen sowie die 
Gleichungen (9) beriicksichtigen, so folgt 


1 
K® — “ op?’ t (a*). 


In dem Ausdrucke von K“: 4 (,, My, 5, r’) 
O(r, T1413) 7s) 


tritt A nicht explizit auf. Fiir 


zt ergibt sich daher einmal 
1 A, 
2! [7]? P+ (4°), 


andererseits aber 
a(F,. Fy, Fy K,) 1 


A(Pr» Ps Par Ps) J)? 


so dab 
a(F,, Fy, F;, KM) 1 A, 
O (Py, Pes Ps» Ps) “Iq Jo ae + (4). 
Nun ist 
ng FP Ko 
(11) Ke = 201 Or, %, KO) OCF, Fa Po K) A a, 


@ (Fos Tas Tar Fs) 2 (Py, Pas Ps» Ps) 
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also 


1 A 
KO 5 a t+ (4). 


Analog wie friiher schlieBen wir nun weiter, indem wir den Differential- 
quotienten von K®) nach 4 berechnen, 


a(F,, F,, F,, K®) 2 2 
9(9,, Ps Pao Po) si AA + (a )» 


daher 
02) 0 ee OBA + OD, 
und da 

“Meteread ~ BAO + 
so haben wir schlieBlich 
(18) KO a Fr nr K) _ nero s (a). 


A(T oy Mis Mes Ms) 


Wir erhalten hieraus fiir 40, da alle vierreihigen Determinanten der 
Matrix 
0(%,,%,,,, 7, K, K®) 
8 (Pos Mies Ts) 
sowie der Matrix : 
é(F,, F., Fy, 7, K®, K™) *) 
O( Py» Pes Pas Ps) 
verschwinden, wihrend K“ von Null verschieden ist. 
Von Gleichung (10) kénnen wir tibrigens auch folgendermafen fort- 
fahren: Wir geben einmal der Gleichung (10) die Gestalt 


(10), K® = JM, + (24). 


Da in J 4 ebenfalls nicht explizit vorkommt, so erhalten wir wiederum 
durch Berechnung der Differentialquotienten nach 4 
O(F,, Fy, Fs, K) 


= (2) 3 
O( Py Par Ps» Ps) J A+ (A ) 


. also 
K® = Js + (28) 
und entsprechend 


K® = J@A3+ (2), KY = JMAS + (A). 


*) Analog verschwinden alle vierreihigen Determinanten der Matrix 
0.2.9), 2,5), 
O(a Tis Tay Ms) 
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Die K sind hierbei lineare Funktionen der p. Aus den Gleichungen 


oT op, _ 1 # 4 OK” dp, _ 1 dy 4 3 
ap; 01” 81 [ys + (4), ap, os 2! crepe? + (4°), 
aK dp, 4s aK” ap, 
xn ia, SMa cy 


(1) pr(2) (3) 
schlieBen wir, daB 2(7>X".X".K™) ri, 20 oom Null verschieden ist 
O(Prs Pes Ps Ps) 


Wire nimlich diese Determinante Null, so kénnte dies nur so sein, dab 


dio Matrix )0:-4"-*") Range als vom Range drei ist 
18 a (Pi. Par Pos Ps) von geringerem ge Ss vom ge drei ist. 


Aus den Gleichungen 
aT ap, 1 4 fies aK” ap A, ; 
Op, ei? ay) [roy + (2°); P ap, rr = pep? + (?); 
aK” ap, A: 
wiirde dann folgen, dab die Matrix .. Ch ad von geringerem Range 
‘ O(Pr» Pa» Ps Ps) 
als dem Range zwei ist und die Betrachtung der os lehrt, da® dann 


or 
alle on Null sein miiBten, wiihrend doch oe gleich — 1 ist. 
i 1 
Aus 


a(T, kK”, K®), K®) a(7, K”), K®), K®) 
CL) nN O(Prs Pes Ps» Ps) . © 


folgt sodann weiter, daB fiir 1 = 0 


ac(7, kK, K®), K®) 
ag , Ce Tz, 7s) 





+0. 


3. Haben wir jetzt umgekehrt ein System von drei Gleichungen, die 
in den x und r eindeutig und (3 + 2k)-fach stetig differenzierbar sind, 
%,(r)= 0, O(r)=0, 9, (r)=—9, 
- ge (%,,%,,%) wee a(7, K”, K®, K®) 
fiir die DrFt7,) °° Range drei ist, ist sodann Sinan) 
und fiir die aus den Gleichungen T= 0, K® = 0, K®=—0, K®=0 be 


(1) (3) 7) 
stimmten pax ~ 1S ) von Null verschieden, so gelangen wir durch 
ov "is "29's 


Elimination der r zu einem System von Gleichungen 


F,(p)=0, F(p) = 0, F,(p) = 0, 
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die in den x, p eindeutig und (3 + k)-fach stetig differenzierbar sind und 


. O(F,, Fy, Fs) os : : ‘ driick yy 
fiir die ie...) On Range drei ist. Bilden wir die Ausdriicke J", 


J®, J®, so werden diese Funktionen fiir die Wertesysteme p,r, die in 
der Umgebung unsrer Stelle den Gleichungen ®=—0, 7=0, K=0 ge- 
d a(7,J™, J® J) ads a(7. J, 7®, J®) it 
O(P,> Pes Psy Ps) (Fos 15 Va9 Ts) 
Null verschieden. Den Beweis hierfiir erhalten wir durch die SchluBweise 
von 2, wenn wir dort die F und 9, die J und K ihre Rolle tauschen lassen. 
Wir kénnen uns also zu den Gleichungen %,=— 0, 0,=—0, ®,=0 ein 
System F, = 0, F, = 0, F, = 0 herstellen, aus dem sich das System der © 
durch die Methoden von (I) ergibt und wir kinnen so die integrallose 
Lisung der Gleichungen © bewerkstelligen, wenn das so*erhaltene System F 
ein Involutionssystem ist. 


niigen, verschwinden. Dabei sin 


4. Die Bedingung, daB die F ein Involutionssystem bilden, ist durch 
die Gleichungen gegeben: 


[F,, F;] ~ 0, [|F,, Fs) = 0, [F,, Fs] ‘ae 0, 
wobei 


f=4 

. 1 (av dX ad¥ @X d 7] 0 

(¥, X1— D> lap, dx; — de, dn,13 dx 2x, + a, 
i=l * 


Es laé8t sich nun, wenn auch gerade nicht in eleganter Gestalt, daraus 
eine Bedingung herleiten, aus der man erkennen kann, ob das aus den ® 
abzuleitende System der J’ ein Involutionssystem ist, ohne sich das System 
der F’ herstellen zu miissen. Wir gehen hierzu von den Gleichungen aus 


3 3 
OF; , 2%; CE 9; Gr, — y OT Or, 
ax, + Ox, +2 or, 02, 9 = 1,2, 3]; or, da, ~ 9» 
. i=0 e=0 


3 
*(m) axk™ or, 1 6 . 
Oo + ar oa, 79 (m= 12,8] G1, 2,3, 4,5). 
7 e=0 
Bezeichnen wir die Operation 


ag dae Sigs” a 
an, + da," + éa, "2 + da, "3 + az, "0 


mit iz und machen wir Gebrauch von der in der FuBnote S. 268 an- 


gegebenen Identitit, so erhalten wir die Involutionsbedingungen in der 
Form 
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6,,2(0,,K®,K,K®) 90, 2(0q, K, K®, K®) 
dz, O (Tos Tas Ves Ts) dx, C (Pos Vrs Tes Ps) 











sK™ a(o,,,%,,K°,K®) aK a(o,,,o,. KK) 
bx, (os Mrs Pas Fs) x, O(a Mis May Fs) 





4 
@K™do, a(®,,.7,.K°,K™) @K® do,  a(o,,7,K®, K®) 


7 dp, dx, O (Fos Tis Ta Ts) Op, ie dx, i) (Tos Tis Fes Vs) ; 
e= 





_ 6K de, * a(®,,,7,K®, K®) | 0K® do, a(,, 7, K, K®) 
cp, ax, © (Tox "1s Tas Ts) op, dx, O (oy M19 Tes Ts) 





"7 aK” dK” ry eK” A a(%,,,®,,, , K®) 0 
ép, ax, op, 42, O (For Vis Tes Ts) 


a 


qd _@ 
[m, n= 1,2, 3] - (Ge Ox +235): 


Hierbei denken wir uns die p, die noch in diesen Gleichungen stecken, 
mittels der in p linearen Gleichungen KY =0, K®=0, K®=O eli- 
miniert und so die Eedingungen zwischen den x und r hergestellt. 
Jedenfalls erkennen wir aus der Gestalt der Bedingung, dab die F 
ein Involutionssystem bilden werden, wenn die ® von den z frei sind.*) 
5. Gestalten wir die Gleichungen , = 0, &, = 0, ®,=0 in die Glei- 
chungen ¥,= 0, ¥,=0, ¥, =O um, so kénnen wir diese Umgestaltung 
so auffassen, daB wir in den Identititen 
Ys (For Tir %ar Ms, Pi, %,%,) = 0, V(r, 0) = 0, ¥,(r, 0) = 0 


fiir ®,,,,®, den Wert Null setzen; sind dabei die Y Funktionen von r 
und ® von entsprechendem Stetigkeitscharakter und ist in dex Umgebung 


O(¥1¥a%s) von Null verschieden, dann ist einmal 


J 19 "39 "9 
die Matrix Bonn) von Null verschieden. Bilden wir dann mit ¥,, 
@7 *19°39"s/ 


7% kK”, Rk”, K®, K, so haben wir 


unserer Stelle A = 


KO-VK®, KO=]V7?K®+6,K%, F®= VK + G,K®+6,K®, 
K®%=V7‘K®+ GK®+ G6,K®%+ G,K. 
Hierbei sind G,, G,, G,, G,, G,, G, stetige Funktionen der r. Daraus 


ersehen wir, dab K“), K®, K® verschwinden, wiihrend K“ von Null ver- 
schieden ist. Zugleich ist 


*) Siehe Goursat, a. a. O. 
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a(7, Kk, F®, R®) 


O(Pr> Pa» Pss Ps) 4 





(1) Fe (2) FH) 
eT += a ) sehr wohl gleich Null werden kann. 
or "19 "3a9"%s 


Haben wir umgekehrt ein System von drei Funktionen ¥, (r)=0, ¥,(r)=0, 
¥;(r)=0 von den entsprechenden Differensierbarkeitecigensthaften , fir 


die 20% Yas) vom Range drei ist, bilden wir dann hiermit die Funk- 


thot 0) K@) Ke 
tionen K”, K®, K®, ist ferner —— x”) = 0 und fiir die aus 
(Pin Par Por Po) 
den Gleichungen 7 =—0, K=O, K®=—0, K® =O berechneten p K® 
von Null verschieden, so kénnen wir das Gleichungssystem so transfor- 
Q) x) Rr) 
mieren, da8 in unserem Gebiete auch o(7, KM, KM, K) tiberall auBer fir 
Oo: Tis Tar Ts) 
isolierte Wertsysteme (7), 7,, %, 75) von Null verschieden ist.*) Wir 
kénnen daher die Resultate von 3. verwerten. Die Ausnahmswerte er- 


ledigen sich dabei durch Stetigkeitsbetrachtungen. 
6. Nach dieser ausfiihrlichen Erérterung des betrachteten Falles 
kénnen wir uns im folgenden kurz fassen: Sind wir von der Gleichung . 


F (DP, Pa» Ps» Py) = 0 
mit Hilfe der Gleichungen 


wahrend 














T= %1—-A— 1 Mm=% T= 1% 2—-Pe— 12% = 9, 
T; = 3— Ps— "1.3% = 9 

6(F, T,, T;, T;) 

OP» Per Pss Ps) 


(14) 


(15) J= 
zur Gleichung 

O(r% 3, To,2> "0,83 "1,19 “1,2 r,s) =0 
tibergegangen, so folgern wir mit der Methode von 2., dab 
a(®, T,, T;, Ts) 6, T,, Ty, Ts) 





0 are st a 
AY = i0r1. Te, 2’ "o,3° 1,1) 9 om 8(To, 1° 70,2 70,89 "1 3° %1,2) Re 
(18) KO ws 20 2 2 2) sng 
. ~ O(¥o,19 %e,99 e,89 "1,8 3) ’ 
wahrend, wenn J\*) + 0, 


@(®, T,, T,, Kf?) +0. 
6(To, 1» "0,2> "o,3> "1, 1) 


K®)= 


Es sind iibrigens auch 
K®= a(®, T,, T,, KY?) 
’ O(r, 1» 70,29 To, 3° "1, »)? 


von Null verschieden. 


a(®, 7,, T,, KP?) 
O(To1: 70,29 To,39 1, 3) 


K?= 





*) S. diese Arbeit I. 6. 
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Berechnen wir nun aus den Gleichungen (14) und der Gleichung 
KY = 0 135 7,29 %o,s> “1,1 als Funktionen der p und 7, ,, 7,5, so stellen 
diese Formeln die Umkehrang der Ausdriicke fiir die p dar, die wir aus 
den Gleichungen (14), (15) gewonnen haben. Fiihren wir diese Ausdriicke 
in die Gleichungen K{ und K\) ein, so erhalten wir Identitiiten, die die 
Bedingung dafiir darstellen, daB der Ausdruck, den wir erhalten, wenn 
wir in ® 7) 5, % 2, %,3» %1,; mittels unsrer Formeln eliminieren, auch 1, 4, 
r,3 nicht mehr enthilt. Dieser Bedingung kénnen wir eine andre Gestalt 
verleihen. Da die Gleichungen (14), (16) eine unmittelbare Folge der 
Gleichungen (14), (15) sind, so muf ich zu denselben Formeln fiir p,, p,, 
Ps, P, kommen, ob ich die p nun aus den Gleichungen (14), KY) =0 
oder (14) Kf) = 0, oder (14) KY =O berechne. Daraus aber folgt un- 
mittelbar, dab die Matrix 


a ae 
Oro : Ory 2 > 6% 5 
ao eo oo 

ory 7 0% 2’ Or 


von niederem als dem zweiten Range ist.*) 


7. Durch Ubergang zu einer ,gleichberechtigten“ Gleichung © gehen 
die abgeleiteten Gleichungen, bzw. Ungleichungen fiir ® in ebensolche 
fiir ® iiber. 

Haben wir also eine Differentialgleichung ®(r)=0, die in den z 
und r fiinffach stetig differenzierbar ist, und fiir die die Matrix 


eo em Ok) 

Oro - 63" ys | 
ee ee am | 
Or, 7 Or 97? Ory | 





vom Range eins ist, so bildew wir die Gleichungen K“ — 0; sind dann fiir 
die p- Werte, die wir aus K{ = 0 und den Gleichungen (14) berechnen, 


K®, KY, KY von Null verschieden, sowie ae +0, so erhalten wir 


*) Bei der Gleichung 
Oz, O02, on, Ox, 
; es =)=0 
o(z,, By, Ly, U5 dz,’ Oa,’ ea, on) 
kommt man zur Aufstellung derentsprecbenden Bedingung auch durch Beantwortung 


der Frage: Sind p, q, r,s die nicht homogenen, nicht iiberzihligen Linienkoordinaten 
im Raume, wann stellt der Komplex 


O(p,q,7, 8) = 0 
den Tangentenkomplex einer Fliche dar? Man erhilt als actwentign Bedingaung 
%,%,— %,0, = 0. 
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durch Elimination der y eine Gleichung F'(p) = 0, die in der Umgebung 
unserer Stelle den Voraussetzungen von I gentigt und die die integrallose 
Liésung von ® = 0 ermiglicht. 

8. Ebenso finden wir im Falle 


F,=0, F,=90, 7,=90, 7,=—0, J%—0, JM=0, 
der zu den unterbestimmten Gleichungen fiihrt 
%,=0, o%=0, 
daB die vierreihigen Determinanten der Matrizen 
0(%,, ®,, 7,, T.) 


O(%o.1> To,93 Tia 1,25 "2,1 2,2) 
bzw. 


2(%,, ,, T,. T,, K\Y, KY, KY) 

C(To1 To,95 “1,19 71,93 "9,19 T,2) 
verschwinden, wobei K‘, K{), KY irgendein Basissystem der vierreihigen 
Determinanten der ersten Matrix bilden. . 

Die Bedingungen fiir die %,, %,*) finden wir, indem wir zeigen, 
daB die Gleichungen KY) = 0, KY = 0, KY)=— 0, KY = 0**) eine Folge 
der Gleichungen T,= 0, 7, = 0, K\X= 0, K®=—0 {K+ 0} sind. Dies 
ist auch die Bedingung dafiir, daB die Funktionen, die wir erhalten, indem 
wir aus %,, %, mittels 7,— 0, T,=0, Kf?) = 0, KY =O, etwa r,,, 79, 
Yy1 Ys, @liminieren, auch von 7,4, 7; frei sind. Zur Aufstellung dieser 
Bedingungen berechnen wir aus K‘! = 0, K® = 0, p,, p, und eliminieren 
diese GréBen aus KW = 0, KY =—0, KP —0, KPH = 0. 

9. Einen Teil dieser Bedingungen, denen die ® geniigen miissen, 
kann man auch in folgender Form gewinnen. Wir nehmen an, daB beide 
O(Fy, Fy T%.7s) Pi Fay Ti Ts) 

O(PisPs>Ps) ” 6(Py» Pov Ps) 
kénnen wir tun, denn infolge Voraussetzung (3) ist mindestens eine der 
Matrizen, etwa die zweite, vom Range drei. Machen wir nun die Substi- 
tution 


Matrizen vom Range drei sind. Dies 


B=, =m, &— tun, ry 
Ps=%sy Pa My M753 2 on gen p ‘. : ame A 
Ons CPs Op,’ Om, OP, 
und wihlen wir wu so klein, dab unsere Voraussetzungen in Geltung bleiben, 
so kénnen wir erzielen, daB unsere Annahme im neuen Koordinatensystem 
erfiillt ist. Hier ziehen wir unsere Folgerungen und diese bleiben beim 
Grenziibergang u = 0, das hei®t bei der Riickkehr zum alten Koordinaten- 
system erhalten. 





*) — abgesehen von den Ungleichungen — 
*) K,%, K,©, K,®, K,%, K,, K,® seien ein Basissystem der zweiten Matrix. 
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10 sFrT) aug 2 FnT) 
Ps, Ps) 6 (Dy Pas Ps) 
9601. Os» Tis Ts) mit KY und 


Sei etwa von Null verschieden. Be- 


A, %,, T,, T;) 





zeichnen wir nun 


9( 70,1 T0929 "1,19 T1 2) 8(To,1» To,25 Ts 197s,3) 
mit K{3, so ergeben die Methoden von 2. leicht, daB 
O(F,, Fy, T,, Ke ©) _ OF, Fy, 7) | éKY 
C(PisPavParPs)  —«OPrv Pass) OP,” 
a(F,. Fy, T,, k ®) _ OF Fe T,) @Kee _ 6 
O (Py, Pas Ps» Ps) O( Py» Pr» Ps) Or, : 


denn KY’, KY, sind Funktionen von p,, bzw. p, allein. Also haben wir, 
d(®,, %s) 
Ohms Tn) ‘ 
2 (0,1; 0,2}-p,—(0,1; 1,2} —{0,2; 1,1} 
2 (0,1; 0,2}-p,=—{0,1; 2,2}—(0,2; 2,1}. 
Daraus erhalten wir zuniichst infolge KY = 0, KQ. = 0 
(17) 4 (0,1; 0,2} {1,1; 1,2)—({0,2; 1,1}—(0,1; 1,2})?=0, 
(18) 4 (0,1; 0,2} {2,1; 2,2}—((0,2; 2,1}—{0,1; 2,2})*=—0. 
Anderseits folgt, wenn ich mit K‘, baw. K{ die in p, und p, linearen 


Funktionen -— 0(% 1%» Ty T;) — und a(,, %,, T,, T;) 


0(To, 1» "0,27 “1,19 "2, 1) O(%o,1> 70,2) Ti 9 T2,2) 


der Gleichung 


wenn wir mit {m;m} bezeichnen, . 


bezeichne, aus 


a(7,, T,, Ky”, KY) 

~ OP PsP)? 
daB die zweireihigen Determinanten der Matrix 
(0,1; 1,1}, {0,1; 2,1}, (1,1; 2,1}, 
|{ 0, 2; 1,2}, (0,2; 2,2}, (1,2; 2,2} | 
verschwinden. Die vier Bedingungen (17), (18), (19) sind aber nicht von 
einander unabhingig, sondern eine ist eine Folge der drei anderen, wie 
man sieht, wenn man die Identititen beachtet, die zwischen den {m; n} 
bestehen und analog der Identitit zwischen den sechs Pliickerschen Linien- 
koordinaten gebaut sind, z. B. 


(0,1; 0,2} (1,1; 2,1}—{0,1; 1,1} (0,2; 2,1}+{0,1;2,1) (0,2; 1,1} —0. 
Zu diesen drei Bedingungen kommt eine vierte aus der Gleichung 


a(%,, ,, T,, K{?) 
K®= a +e 
O(Fo15 To,99 ", 1» 2,1) 


(19) 


10. Die Involutionsbedingung des Systems F,=0, F,=0 erhiilt 
fiir das System der © folgende Gestalt. Bezeichnen wir die Operation 
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é a é 7] - , @ . 
Ia, + Ga, "44 t Ta + da, "0. (¢=1,2) mit tz, *° erhalten wir nach 


einigen Kiirzungen die Involutionsbedingung in der Form 
2 
> ‘ 1)*+! (Fa a(o,, Toy. K),. x) _ 9%, 0(%,, Tiss kK, K®)) 


- Bah Oo 15 Tos T1172, 4) 8; O( 19.45 To,99 71,19 79,1) 





_ KP  a(%,,9,, esas KY) \ _ ya do, 0(%,, T,, T,, KP) 
Ox; O(%o.45 To,9+ "1,12 72,1) OP, \ 4X, Oo 45 o,99 T1,19 72,1) 





do, a(%,, T,, Ty, K®) d a a 
2, 8(to4 V0.2» hav 1» "2, in ae ita dx, + Prae, | 
Die hierin noch auftretenden GréBen p,, p, haben wir uns hierbei mittels 
der in diesen GréBen linearen Gleichungen K{) = 0, K@ =O eliminiert 
zu denken. i+ 1 ist nach dem Modul zwei zu nehmen. 
11. Erfiillen nun die in 2 und p siebenmal stetig differenzierbaren 


Funktionen %,, ©, die Bedingungen von 8. und 10., ist dann, wenn wir 
wieder folgende Ranidlaunaen anwenden 


Ke a 2 Oe Ts Ts) K®= A(%,,%,, T,, Ki?) 
. 8(To,15 Fos? ‘11° %2,1)’ 8(To,1» To,99 %, fea)? 
KO a= 20% My, Tr KY) 
’ 6(To,15%o,9 71,19 72,1)” 
Ko= 0, ' %,, » Ty, 2 T,) K?= a(, ,%,, T,, Kt )) 
. 6(Vo,19 0,29 1,99 2,9) (rea: fasta Toa)” 
K®= _8(%,,%,, T,, KP) 
d(, 11 "0,29 "1,99 "2, 2) 
a(T,,T%, KP, KP) _ aK, K®) + 0%) 
2 (Py Pes Ps» Ps) C (Ds, Ps) 
und sind dann fiir die aus Kf) = 0, K{*) = 0 berechneten p,, p, K+ 0, 
KY +0, so kénnen wir zu einem gleichberechtigten System tibergehen, 
fiir das mit Ausnahme zweidimensionaler Wertesysteme auch 
A(T, Ty, KY, KP) i, OCT Tr Kf, KP) 
(70,1 To,99 "1,19 %2,1) (0,1 %0,9» "1,29 "2,2) 
von Null verschieden sind, sodaB die hieraus abgeleiteten F' den Voraus- 
setzungen von I. geniigen. 








*) K,”, K,™, K,™, kK, sind in p,, p, linear. 
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Il. 
Die in (I.) Va behandelten Differentialgleichungssysteme. 


1. Gehen wir bei den in (I) Va behandelten Systemen so vor, wie 
in IL. 1., so erhalt man einmal eine Transformation der F 


(20) Fi(p) +O (7) =, Fp) + 9%, (7) = 0, - +> Py_(p) + %_,(7) =.9. 
Hierzu treten aber noch k(4—i—k) Identitiiten zwischen den r 
(21) ®,_(r)=9,--- Da, na-o-e(7) = 0. 

Verfolgen wir genau den Vorgang von I. 6., so erhalten wir die p als 
Funktionen von vier der r:1r,, 7, 7,, %; hierbei werden die %,,---®,_; 


als Funktionen von r,, 7,, 7,, 7, und weiteren k(i— 1)r erhalten. Die 
iibrigen k(4 —i—k)r ergeben sich als Funktionen von r,, r,, r,,7, und 


jenen k(i—1)r. Es sei noch bemerkt, daB dabei ar we ~ +0. 


Nun gestaltet sich die Elimination im allgemeinen so, daB wir p,, 
Ps, Ps, P, aus den Gleichungen 7’= 0, J=0 berechnen. Durch Einsetzen 
in die nicht verwendeten 7 und J erhalten wir die Identitiiten zwischen 
den ry und durch Einsetzen in die /’ die Transformation (20), wobei aber 
jetzt in den ® méglicherweise alle r auftreten kénnen. Infolge der Iden- 
tititen (21) haben wir dabei k(4-—-i—k)r:r,,,+--r, als Funktionen 
der tibrigen r aufzufassen und die bei dieser Auffassung gebildete Funk- 


tionaldeterminante A = a ~ — . ist gleich der gleichgeschriebenen 


bei dem ersterwaihnten Gange der Elimination und von Null verschieden. 
Wir wollen noch beweisen, daB wir es durch passende Wahl von r,, 
Ts, Tey Tq 80 einrichten kinnen, dap 
_ 2(% 49" Oa 4149-19) 
- —— 


Zu diesem Behufe wihlen wir r,,---r,, r, -++7, 80, dab 


1 ( 
0(T,.--- Dyin Ise Io ys) 


O(Tar"** Tas T° ** To) a +0. 
Dies ist infolge Voraussetzung 3) stets méglich. Wir brauchen ja 





nur 


Torr’ *Toa—er Tire’ eae Tia" Meams—ee 1,5 -6—ae * * Mes 5-2 


zu nehmen. Dann sind durch die Gleichungen 7’= 0, J=0 diese r als 
a(T,,- os J,) 
C (Px Pay Ps» Ps) 


Funktionen der p definiert und wenn +0, so lassen sich 














Integrallos lésbare Ditferentialgleichungen. 265 





aus ihnen, wie aus den Betrachtungen von I. 6 folgt, r,, r,, r,, 7, 80 aus- 
- . “ys iG a’ Ty ¥ =e a ofan" J) 
wihlen, daB gleichzeitig a at und (an) von Null ver 


schieden sind. Nun ist 
’ - r 
2B TnI Ba) Fie Paaar dl Sa) 


O(Py,° Day 7 " 7) O(Tas i: Tart me” ** r,) 
G(T. it 10 Tm?" ‘ *T) ” a(t, Ty Jy”, aes 3 = a(r, a Tos Tes Ta) + 0- 
ome , "Py 1, m?* **F) O(T4: -? Ta, Tm’ "-” r,) e(P,, Pos Psy Ps) 


Die Funktionen 9, _,,--- Pa .yq— -y entstehen so, daB wir p,, Py, Ps, M% 
aus 7J,—0,---J,=0 berechnen und sodann in die iibrigen 7 und J: 
T,,---J, einsetzen. Wir erhalten daher 
A(T ys) (599° a4 u-9-) 
8(PysPss Ps» Ps) O(T ms + *T,) 
a(T,,--- T,2, IQ.. oe. sae) 


: 0 
(Py Py fi. +f) 7 


-+ 


und damit ist unsere Behauptung erwiesen. 

2. Die bei unsrer Methode gegeniiber den unterbestimmten Differen- 
tialgleichungssystemen hier auftretenden Besonderheiten mégen an dem Falle 
i= 1, k=1 auseinandergesetzt werden. Durch die Gleichungen 


—-A Pa 0, = %,2— Po Phi 2 = 0, 
T,= 3 — Ps—- Pai 3s = 0, 
J, =? Fur Fa Fs Ty) _ gg J, = OF Fe Fs Th) 
® O( Py» Pos Ps» Ps) P . O( P11 Pos Ps» Ps) 
J.= 0(F,, Fy, F;. Ts) Ra 
. (Py Pes Pas Ps) 


T.=r 
(22) 1 0,1 


=, 
(23) 


erhilt man die Gleichungen 

(24) F,(p)+9%(r)=90, Fi(p)+,(r)=0, F,(p) + %,(r) = 0 
und die Identitiiten 

(25) %,(r)=9, (7) =0 
Nach den Bemerkungen von I. 2,4 ist mindestens eine der GréBen 

J) x WF Fn Fy SJ 
+O (Dis Par Ps Pa) 

@(T,,,+++J,) 
O( Tas Mos Ter a) 
etwa J@. Dann ist das System (24), (25), J, 0 dem Systeme (22), (23) 
aiquivalent. Berechne ich die p,r,,,---7, als Funktionen von r,, 7, 7,, 
Y,, 80 erhalte ich aus beiden Systemen das gleiche Resultat. 


(i = 1, 2,3) 


und zwar eine, deren J; in - auftritt, von Null verschieden, 
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Ich betrachte nun das System 
F,(p) + O,(r)= 90, Fy(p) +, (7) = 9, F,(p) + 9, (r) = 
(26) O,(r)= 0, O(r)=0, J—a4. 
Fiir gentigend kleine Werte von 4 erhiilt man hieraus die p, (r,,,---r,) als 
zweimal stetig differenzierbare Funktionen von 4. Die 7 und J werden 
durch Einfiihrung dieser Werte Funktionen von 4 und den r,,---r,*). Aus 
den Gleichungen 


OF; Op, 104, ap, 
0 ee G=1,2,5); l= } Op, oa? 
4 
oT, “aT, Op, ad, site 


1 , 1 i 
folgen die Beziehungen 


eT; 


ad 
J@— i md, G=1,2,3); IPSP—IP (Gg —2,3) 


und daraus schlieben wir, indem wir sees die Funktionswerte an der 


Stelle Null durch den Index Null kennzeichnen, daB in geniigend kleiner 
Umgebung der Stelle 4 = 0 


J P a2 
J,—i- ae + (4*) (g = 2,3); T= BP), + (4°); 
4? [J F 
Fert) @=28). 
Betrachten wir nun den Ausdruck 


K = 2.0 Oa Ms» Tr) 


— OF. 1% ys %or Fa) , 
die Funktionaldeterminante in dem Sinne gebildet, daB wir r,,, r, als 
Funktionen von r,, 7,, 7,, %, auffassen, so ist 


ec? 

® , %,, ,, ®,, T,) = 

K,= 6( is et ee SS oe 
A( Fo, 1» 70,99 70,39 "1,19 %1,9°%,3) ~~ * ” 


0(®,, ®,) 
Vi a(n) T°) 
Da anderseits die Beziehung gilt 
K,=J,-4+ (4%), 
= 1+ Dy: Vo (2). 
Durch Bildung von = siden wir 


04 

F,, F,, F;, K, 

ye RAE? 
*) In den anderen Fillen, wo auSerr,,---,r,, 7 


so haben wir 


O(Pys Pas Ps Ps) 
ms ***y 7%, noch andere r auf- 


treten, kénnen die p natiirlich auch Funktionen fon r sein. 





(27 
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und daher 
K®= A(,, ,, D,, D,, ,, K,) 





= =—A?. 9,2. ,72 1 
O(¥o,1>%0,2>%0,39 "1,19 "1,99? 1,3) . of "lo + (4); 
fiir 4=0 ist also K,® von Null verschieden. 
Genau so finden wir, da8 
a@,, ®,, %,, %,, ®,, T;) K. i a(,. %,, 9,, ®,, ®,, T;) = 
~ O(F6, 1° 70,29 70,39 "1,19 "1,99" 3)’ ° 8 (7 o,1» 70,99 70,39 71,19 7,99 %1,8) 


fir 40 gleich Null sind. Da infolge [K,],+0 die Matrix 


a,, ,, o;, %,, %,) 


O(ro, 190,29 70,89 "1,19 "1,99 1,3) 
vom Range fiinf ist — insbesondere ist wegen Mae | +0, 
19 220 2’39 4 
__ (yy Dyy My, Mey Ms) 
(To, »%o,25%0,39 71,29 %1,8) 


+ 0 =? 
so folgt, daB die Matrix 


O(®,, 9, ,, D,, ,, T,, T,, T;) 
0 (70,19 "0,29 70,3» Ty,19% 1,99 %1,8) 





vom Range fiinf. ist. 
Das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen K, = 0, K, = 0, K, =0 er- 
gibt fiir die ® die Bedingung, daB die zweireihigen Determinanten der Matrix 








(27) 


0(9,, %,, %,, %,, %, ) 0(9,, %,, %,, %,, %,) 0(,, %,, %,, %,, 4 %) 
 O(1, 2° 7,39", 191,991 as)? A(T, 10,89 71,19 "1,9971,3) 2(%0,1»%0,99 71,19" ‘1,99 %1,3) 
a@,, %,, %,, %,, ®,) 2(®,, D,, ,, %,, ®,) : a(,, %,, ,, ®, %,, 5) 





| O(Fa.aso,aTo,9°Ts,9+78)” O(To,15%0,2° "0,39 71,19%,3) (tos 7o,29 79°F s.19 Pia) 


verschwinden miissen. 
Aus den Gleichungen 


<7 OT; Op, (J) Jo yo, CD, [Flo . 
2 en, o4 —4 Fa), + (4); | Op, OL pm, + (j = 1, 2,3) 


folgern wir wie in II, 2, $.256, daB die Matric 2277» Ky, Ky K) 


ae O(P,s Por Psy Ps) 
(T,, Ty, 2's, Ky) 
O(P,s Pa» Ps» Ps) +9, und deraus 


+0. 





vom Range vier ist; im besonderen ist 


( 
folgt weiter, dap j < ands Eye Foy Kay Our 9s) 
0,17" 0,2) 


To, 39%, wh 2°11,8) 











268 W. Gross. 


3. Die Involutionsbedingung kénnen wir nun in folgender Weise um- 
schreiben. Wir bezeichnen mit ~ (i= 1,2,3) die Operation 


0 7 é 
da, + "tan, + "08 Fa, 


und es sei 
{®,,, 
DIES Lys Typ Tay Ky ep) 5 8% (Ly Tay Ty, Ky, yy Om) 
82, O(%o.s5%o,20%o,59%1,19%1,29%,3) 9%; ©(F0,19 70,29 "0,59 "1,19 "1,29 "1,8) 


69, _OT,, Ty, T;, K,, Om, ,) | 6(®,, Ty T, i+2 K,, ®,, ,) 


6x; 6(%, 19% 0,2+ 0,89 "1,19 "1,9971,3)_| (%0,1>%0,2> 70,39 71,19 "1,29 "1,8) 


so nehmen die Involutionsbedingungen die Form an: 


{9,, 9, } = {%,, %,} = 0; {%,, ®,} — {9,, 9, } = 0; 
{9%,, 9; } am {%,, ®, } =U. 


Mit Hilfe von Identitiaten der Gestalt: 





G(T. Fes Fee K,, %;, O») 6(®,,, T,, T,, K,, 9, ®;) 
é(., 1» %0,2> %0,3* "1,19 71,29 "1,3) * 8(o,15% 0,29" 0,3° 71,17 "1,99" 1,3) 
A(T, , Ty. Toy Ky, %s, Pq) O(n, Ly To, Ky, 4, ,) 
~~ 8(¥o,1» 70,99 %0,3°%1,1971,99%1,8) (%o,19 70,297 0,59 71,1° "1,29 %1,3) 
O(T ys Typ Ty, Ki.) 8 55 Ty Tys Ky yy ,) 


m? = () *) 


8 (Fo,1>% 0,997 0,39 71,1971,99°7%1,8) © (70,19 "0,29 roarfa1Paa9%is) 
kénnen wir den Involutionsbedingungen auch die Gestalt geben 
; ov 
— \ oa; O(T 9,197 0,29 %o,3» T1712 "1,8) ~ Oe, 2 (70,15 70,2 70,391,419 71,2 %1,3) 


80, (Tess Tess Ki es O10) 85 O(Tisy Tiss Ky %%) | _ 9 
Oa; 0 (To,1>%0,2> "0,59 "1,19 71,29", 3) ~ Oe, ("0,170,997 0,8+ 1,17 "1,29 %,3) | 


3 . ." - 
(28) S12 Mire Tan Kr OnQ) 20, Ayan Toon Rn Qe On) 


oe 


wozu noch zwei analoge Gleichungen treten; die man erhalt, wenn man 
in dieser Formel jene zyklischen Vertauschungen von 1, 2, 3, 4, 5 vor- 
nimmt, bei denen 4 und 5 in der Formel auftreten. Die Bevorzugung, 
die hierdurch in der Involutionsbedingung den Zahlen 4, 5 erteilt wird, 
kénnen wir beseitigen, indem wir noch die zwei weiteren Gleichungen 
hinzufiigen, die durch zyklische Vertauschung der Indizes der ® entstehen. 








*) Es besteht die Determinantenidentitit: 
ja,-+-,b,¢,d|\a,---,b,e,f|— a,--+,b,c,e| |a,---,b,d,f|+|a,-+-, b,c, f | |a,---,b,d,e|=9, 


wie man leicht mittels Rekursion durch Entwicklung nach Unterdeterminanten |a, ---, }| 
findet. 





o mr 


8 


— «| G2 ts 
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Diese sind lineare Kombinationen der drei ersten Gleichungen.*) Dieses 
System von fiinf Gleichungen wollen wir weiterhin unter den Involutions- 
bedingungen verstehen. 

4. Beim Ubergang zu _,,gleichberechtigten Systemen“ multiplizieren 
sich die K, nur mit einem nicht verschwindenden Faktor und alle Um- 
stinde bleiben erhalten; es ist auch mindestens ein 


o(T,, aes T,, K,, Yn» ¥y) 


8(% 9,19 0,997,839 71,19 71,2" %1,3) 
m . 
von Null verschieden. 


Habe ich also ein System von fiinf fiinfmal nach x und r stetig 
differenzierbaren Funktionen %,, ®,, %,, ®,, ®,, fiir die die Matrix 
G (%, »%,, ®,, D,, ,) 


8 (To,2+%0,2+%0,39 "1,197,299 %1,3) 


vom Range fiinf ist, wihrend die Matrix (27) infolge der Gleichungen 
%,= 0, 0, = 0, 0,=0, ®,=0, ®,=—0 vom Range eins wird, bilde ich 
mir K,, A,, A,, und ist dann etwa K,® + 0, 

e(7,, T., T,, K,, ®,,,. ®,) : 


©(70,1>% 0,29 70,39 1,19 "1,99" 1,3) 


+0 
sowie 

A(T. Ty TK) 9 

O(P, Pes Ps Ps) 
so kann ich riickwiirts ein System von drei Funktioren F,(p), F,(p), F;(p) 
gewinnen. Fiir diese ist dann J,® von Null verschieden und es laBt sich 
ad, 
ar, ; 
F ist erfillt, wenn sie zwischen den ® erfiillt war. Wir kénnen daher 
auf das System F,=—0, F,=0, F,=0 die Verallgemeinerung der Ent- 
wicklungen von (I) II ohne weiteres, die von (I) III mit einer gewissen 
Beschrinkung anwenden. 

5. Im Falle i=2, k =1 kommen wir von den Gleichungen F,(p)=9, 

F',(p)=0 auf die Gleichungen , (r) = 0, 9, (r) =0, 0, (7) =0. Wir kénnen 


auch noch zeigen, dab +0; die Involutionsbedingung zwischen den 


*) Bei der Herleitung dieser Gleichungen aus den drei ersten ist aufer der 
* obigen Identitit noch eine Identitét der Art 
|a,-+-,b,¢,d,h| \a,--+,b, i,k, lo —\a,---, b,e,d, i) |a,---,b,k, Uh 
+ |a,---,b,¢,d,k| a. -+-,b, lh, i| — |a,---,b,¢,d,l| a,---, bh, i,k; =O 
von groBem Nutzen. Man leitet sie zusammen mit der Identitit 
|a,-+-,b,h! |a,---,b, i,k, L) — | a, ++, b, a] aye. bk, LR] + a+, bk a+b, Uh, a] 
—|a,---,b,1| |a,---, bh, i,k) = 0 


rekurrierend ab, indem man die Koeffizienten von h,, i, k, J, in dieser Summe 
untersucht. 
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die Transformation so bewerkstelligen, dab wir fiir J,, J, folgende Aus- 
driicke wihlen: 

Fate Fol T) 7 Fy Fn Tn) 

“ ~ O(Pys Pay Por Pa) y . O(Pys Po» Por Ps) ’ 

und wir kénnen, wie aus 1. hervorgeht, fiir r,, 7,, r., 7,, 7, etwa die Reihe 
Tox» Yo,2» Yo,s> "1,19 "1,2 Behmen. Wir finden dann vorerst, da die Matric 
ey 2 Sl eee iba’ 
3 (ras ?oa0Foasfat es ) nicht vom Range fiinf ist. Ist etwa 
O(F,, F;, T;, J,) 


J,%= 0 
. , O(Py» Por Ps» Pa) + 
und setzen wir 
K.= = e(,, ®,, o,, T;, T, ) — a(%,, ®,, %,, T,, T;) 
. (¥o,1> 70,290,897 1,19 71,2)" ~* A(t, 1° 70,27 70,39 "1,19 "1, 2)’ 
so folgt einmal 
K,?= 6(%,, o,, %,, T,, K,) . 


8(70,1>% 0,2 T0,5* 71,1 1,2) 


0(T,, Ts, T., K,) 
O(P1; Pa» Ps» Ps) 


Wir schlieBen weiter, daf 
daraus folgt, dap O(Tr» Ty» Ts, Kis Oy) + 0. Nebenbei sei noch erwihnt, 
(7 0,1» 70,29 0,39 "1,19 "1, 2) 
8(,, ,, ,) 


daB nach dem vorstehenden die Matrix 
2 (7o,1+% 0,25 % 0,39 "1,19 "1,29 "1,3) 


Range drei ist. 

Stellen wir die Bedingung daftir auf, daB das Substitutionsresultat, 
das man erhalt, wenn man 1%,, 7% "3, 1,1) "1,2 aus 7,—0, T,=0, 
T,=0, K,= 0, ®,=0 berechnet und diese GréBen in ,, , einsetzt, 
von r,; frei ist, so finden wir, daB alle fiinfreihigen Determinanten der 

, 0(%,, %,, ®,, T,, T,, T;) : . ss , 
Matriz a — 8". verschwinden miissen, ein Resultat, das 

(¥o,1> 0,2» "0,3 71,1» "1,99 "1,3) 
sich tibrigens auch so dure unsere Methoden sofort darbietet. Die Ko- 
existenz dieser Gleichungen aber ergibt das Verschwinden der Determinanten 


von Null verschieden ist und 


vom 














| &(®,, %,, ,) 8(,,%,,%,) | | 4(@,),,%,) 8(,,%5, 5) | 
(29) O(o15%o,2>T1,2) ” 6(%, "yl 2) | gz O(7o,1>%0,2>%1,2) ’ 2( 70,29 71,19 71,2) | 
| 8, %,, ®,) 04.) |? 2(,, 4%) A(,, 5,5) 
|é(T, 1°70,297), 1)’ ("0,19 71,17 1,2) |- | 0(To,2: To,3>%1,2) ; (70,29 71,2» "1,3) 
und des Ausdrucks 
(30) | A(®,, D,, 5) O15, Os) = A(@yy Dy, Dy) (Dj, Dy, Ms) 
Yon (7 o,1»%0,2 0,8) O(To,95%1,1) 19", 71,2) O(To,15To,29%1, 71,2) 
aE 8%, %, ®,) é(®,, ,, ®,) | [ 0(®,, ,, ®,) | . a(®,, D,, ,) 
€(To,1> "0,29 "1,3) ~~ O( Fo, 1970.39 71,2) (7 0,1>%0,99%1,2) | 9( 70,1» 71,99 71,3) 
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ok 6(®,, ,, 9,, Ts) ihi 
Infolge op, + 0, ist nimlich , (roarto,a+F 0.39%) +0. Von den fiinfreihigen 
8(;, ,. 5, Ts) 
(0,1 %0,2970,39 71,2) 
existenz gibt das Verschwinden der Ausdriicke (29) —, eine quadratisch. 
Von dieser riihrt (30) her. Unter der Voraussetzung des Nichtverschwindens 
8(,,%,,0,) 
8(¥o.1>70,957o, 3°", 191,991, 3) 
sich diese Bedingungen in mannigfache Gestalten bringen; so liBt sich 
die Bedingung (30) unter der Voraussetzung, daf , P O01» Ps» Ms) + 0, und 
(To, 1°"0,9 "1, 1) 
unter Beriicksichtigung des Verschwindens der Ausdriicke (29) in die 
Form setzen: 


Uberdeterminanten von sind drei linear — deren Ko- 


gewisser Unterdoberminanten der Matrix lassen 


0, ,, 9,) ¥ 0,, ,, %,) 
0") Aaaereatiad? Weaartaastes) | _ o 
| 81, Oy» %) a(®,, %,, ®,) P 


4 , > 
O(%o,19%0,39%1,1) > 8 (%o,19%1,19 71,8) | 


Hierzu fiigen wir noch folgende Bemerkung. Die vorstehenden Be- 
trachtungen lassen sich analog tibertragen, wenn wir fiir r,, 7,, 1.5 Ta) Tm 
die Reihe ry4, %2 %o,s> Ts,1> "1,3 Fer % 1, Yo, %o,s> "1,27 71,3 Dehmen. 
Wir erhalten dann entsprechend 

K.=. 6(,, Oy, 5, 73, T,) _ a @ ; oe E(®,, %,, 5, T T,, TT) 
. (0,19 70,29 70,39 "1, 1971 +713) 7 , 8(Ty,1+ 70,99 70,39 "1,2 291, 3) 
K (3) oe __ 0, 9, 9 %,, 9,, T, 2») + 0 K® a(,, 9,, ®,, T, ms + 0 
. TOR ATA 1,19 71,3) ’ ~ O(t, 1° "0,297, 8 2+ 11,3) ; 


wenn h, k so gewiahlt sind, daB 


F,, F,, Ts, J) 
JO = OF Paty 0 und JM%= 
CD15 Pos Psy Ps) + 


OF, F., T,, 4) 


0 
O(Pys Pos Ps» Ps) te 


wobei 


CPi» Pos Psy Ps) ” ~— O(Pys Pas Ps Ps) ” 
was stets méglich ist. 
6. Fiir die Involutionsbedingung erhalten wir hier, wenn wir wiederum 
— . , 0 7 0 . 
mit ta (i=1,2,3) die Operation = +7; no + 19; an; bezeichnen 


= OF Fete TW FPF Ty TW) 


3 = h 
(31) > (so O(Ty 41+ Teas Ky Poy Os) 6%, A(T; 41 Tiss K,, ®,,%,) 
Ox; O( %o.197%0,29%0,397%1,19%1,2) 9%; O( 70,1» %0,9> 70,89 “1,19 T1,2) 


+- 





do, O(Ty 41) Ti+2 Ky, %,, ®,) }=0 
82; O( 9 19%0,.99%0.89%1,197 ? 
(To,1» 0,2? 70,39 "1,17 1,2) 


wobei i+ 1, i+ 2 nach dem Modul drei zu nehmen sind. Die Gleichungen, 
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die man hieraus erhalt, wenn man statt 15, 2, 0,3) "1,1) "1,2 irgend- 
welche fiinf der sechs Gréfen y nimmt, sind sodann infolge (31) und der 
anderen Gleichungen gleich Null. Ihre Gesamtheit wollen wir weiterhin 
unter den Involutionsbedingungen verstehen. 

7. Beim Ubergang zu ,,gleichberechtigten Systemen“ bleiben die vor- 
stehenden Gleichungen und Ungleichungen erhalten. Haben wir nun drei 


Gleichungen 
%,(r)=9, O (7) =9, ,(r) =— 0, 
in denen ®,, %,, , fiinffach stetig differenzierbare Funktionen der x 
und r sind, fiir die die Matrix . 2( 1» Oy» Os) 
e(%, 1» 70,29 "0,39 "1,19 "1,29 "1,3) 
ist, fiir die die Ausdriicke (29), (30) verschwinden, so bilden wir einmal 


K,, ist non (Ly, Ty, Ts, ¥, 
? 


vom Range drei 


ona t. iy +0, so kénnen wir p,, P,, Ps, p, 80 bestimmen, 


daB die Gleichungen 7,= 0, 7,=—0, 7,=—0, K,=0 befriedigt sind. Es 
OTB Tr Kyo a) +0, K,%0, 


€(%o,1» 0,2» 70,39 71,1» 71,2) 
K,+0, K,%+0 sein, dann erhalten wir durch Elimination von Tor) 
Yo2> Tos Tir» "1,3 aus den Gleichungen O,= 0, O,—0 {k,l+m} zwei 


Gleichungen 
F\(p)=90, Fi) =0 


die auch von 7,, frei sind, fiir die ist J, +0; es laBt sich auch nach- 
weisen, daB oot +9 und noch coh + 0 ist, wobei m+ 1 und 
1,1 


l,m 


mégen fiir diese Wertsysteme p und r 3 








jx OF Fes By To) 
~ ODyy Pes Ps» Ps) 


Die Involutionsbedingungen fiir die F' sind erfiillt, wenn sie zwischen den 
® gelten. Wir kénnen daher, wenn auch die Voraussetzungen von I. nicht 
ganz erfillt sind, die Resultate von (1) anwenden, wobei wir allerdings 
bei der Veraliguncinereng der Entwickiung von (1), Ill. einige Ein- 
schrinkungen hinzufiigen miissen. } 

Bei den vorstehenden Betrachtungen haben wir milapideervdin Tia 
r,, durch andere zwei der GréBen 1, ,, 7,5, 7,3 zu ersetzen, wobei natiir- 
lich auch die entsprechenden Vertauschungen in den 7’ einzutreten haben, 
damit unsere Gleichungen in bestimmten GréBen linear bleiben. 

8. Im Falle i=1, k =2 erhalten wir aus F,(p)=0, F,(p) = 9, 
F,(p) =0 mittels unserer Methoden fiinf Gleichungen: 


%,=0, %,=—0, %,=0, %=—0, %,=0. 


Fiir die Transformationen wiihlen wir hierbei folgende Gleichungen: 
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J, = OP v Fu Fu TM) 9 Jp OE Fv FT) 


1 O( Dy» Pas Pas Ps) - O(P,, Pa» Psy Pa) : 
J,2) =z OP» Fe Fr) =0, J, 2) — OF, Fy FssJy) 
O(P1s Pes Ps» Ps) OP, Per Psy Ps) 


a ” (sy 
Es sei ferner etwa J, (3) — oCusete ds. ) von Null verschieden. 
19 2°29 289 24 


Wir zeigen dann wie friiher, daB fiir die durch unsere Transforma- 
tion verbundenen p- und r-Werte die Ausdriicke 





K,= A(®,, D,, Ds, D,, ,, T,) — _ (®,, Dy, ©, MO, T,) 
©(¥o,15%o,99 "3,19 71,99 72,25 "a, 132)’ ~ O(%, 197 0,291,197 1,99 "9,19 %9,9)’ 
Ka 21 On Ms Oe MK) Kia _ 201 Per ys Oss Ms Ks) 
a. "ite ua. 


’ 
70,19 70,99 71,17 "1,99 "2,19 T:,2) 


verschwinden, wiahrend 


K®= B(,, Oy, 5, 4, 5, K,™) 
: ("0,19 70,99 71,19 71,2 "2,19 2,2) 


=” 
(70,19 0,99 "1,19 71,99 "8,19 "9,2) 


(2) (2) 
Wir leiten weiter ab, dap 9G Be ave ) — “Xe x) und dann auch 
19299 239 24 Che a 


a(T,, T,, K,, K,™, %,, %) 
0(To, 11%, 27% 1,19 %1,29%9,19 79,2) 





von Null verschieden sind, wenn %,, 0, die Rolle von ,,,---,®, in 1. 
spielen. Das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen 


K,=0, K,=0, K,=0, K,% = 0 
fiihrt auf zwei Bedingungen fiir die ©, die wir in folgender Weise aus- 
driicken kénnen: Wir setzen in die in p,, p, linearen Gleichungen K fir 
Ps» Ps “, =e ; bezeichnen wir dann Kr mit K*, so haben wir die Glei 
chungen 
(32) Me oF Ro, Me Ey 


im. 4, T) 0, Os %,,T) . 


die nur mehr die Ableitungen der ® enthalten. 
9. Die Involutionsbedingungen nehmen hier folgende Gestalt an, wenn 


wir wiederum mit ta die Operation 


iat is — tat con 0,4 


und mit 5— die Operation Ae + Dya— = bezeichnen 


Mathematische Annalen. LXXVI. 18 








W. Gross. 





2 
Seve tty ae an Bi nmened 


Ox; O(%o 15% o,99%1,19 71,99 %2,19 %9,2) 


8®, O(n, Visas Ky Ky,%,%,) — 8%, (On, Oy, Tigi Ki, K™, ) 


8a, 6 (Fo.49To,99%1,19%1, 29, 1°" 3) G2; O(% 570,99 %1,19 11,29 79,19 %2,2) 


4 9% 80%. On» Tier» Kir Ki", %) _ 3K, glen Oe. Trin BPsPu 9%) 
va, oe av%219%2,2) 8% O(ois%0,0971,19F1,a9%,19%3,2) 











1 aK,” {one 6(o,, 7, T;, K,' ca 4, 0,) | 
OP, AX, O(Fo 1+ To,9>% 1,197 1,29%2, 1°73,3) 
_ do, a(,,, 1, Ty. K, @) 1 %,, 9; ) _ do, (pm, %,,, T,, T,, K,®, 5) 
de, @ (Foss %o,a0 "1,19 71,29 %9,19 72 2) 4%, O(ro.15 Fo, ¥1,19 71,99 %9,19%3,2) 
4 4%, (Gm Os Ty TK) | 
dz, 8 (Fo, 1+%o,9+ 71,19 71,99 "2,19 72,2) 


[m,n = 1, 2,3]. 


=0 





Die p, und p, hat man sich wieder durch die Werte aus K, = 0, K,®) = 0 
ersetzt zu denken. Mit Hilfe der oben*) angegebenen Determinanten- 
relationen kann man zwei weitere Gleichungen ableiten, die aus obigen 
entstehen, wenn man 1, 2, 3, 4, 5 vertauscht und so der Involutions- 
bedingung eine Gestalt geben, in der die Ausnahmestellung von %,, %, 
beseitigt ist, wobei allerdings zwei tiberzahlige Gleichungen auftreten. 
10. Der Ubergang zu gleichberechtigten Systemen andert an obigen 
Gleichungen und Ungleichungen héchstens das eine, dab alle 


a(7,, T,, K,, K,%, %,, ,) 


B(te.1s%o,a+", 19%, 2°%9,19"9,9) 


Null werden kénnen. Nun laBt sich aber ,,im allgemeinen“, d. h. mit Aus- 
nabine minderdimensionierter Wertgebiete stets ein Ubergang zu einem 
System bewerkstelligen, fiir das eine _ “eo von Null ver- 


(7.7K K," (s) - 
O(Pys Pas Ps Ps) d+ 0 und K, oad 0. Ein sieben 


fach nach z und r stetig differenzierbares System von Gleichungen zwi- 

O(Pr» Oy» Os» Par Os) vom Range finf ist, fir 
O(To,19%o, 297 1,197 1,99 79,19 7,2) 
das die Involutionsbedingungen gelten, das obendrein den Gleichungen (31) 


(2) 
geniigt und das so beschaffen ist, daB bt = Sn Fn Es) und K,® von Null 
oP the tae | 


schieden ist, wenn nur 





schen den r, fiir das 


verschieden sind fiir die Werte p,,p,, die den Gleichungen K, = 0, K,® = 0 


*) 8S. die FuBnoten S. 268, 269. 

















Integrallos lésbare Differentialgleichungen. 275 


gentigen, laBt sich daher in ein Involutionssystem von zwei Gleichungen 
zwischen den p transformieren, die zwar nicht ganz den Voraussetzungen 
a(J,, J,™) ; 
ant at 0 

@(raasFia) * , 80 daB die 
Methoden von (I) II ohne weiteres, die von (I) Ill. mit gewissen Kin- 
schrankungen anwendbar sind. 


von I. geniigen; doch ist fir sie J,*)+ 0 und 


IV. 
Die in (I) Vb behandelten Differentialgleichungssysteme. 


1. Im folgenden sollen noch kurz die in (I) Vb behandelten Diffe- 
rentialgleichungssysteme betrachtet werden, wobei wir allerdings die Auf- 
stellung der Differenzierbarkeitsbedingungen sowie der tibrigen Voraus- 
setzungen dem Leser iiberlassen. Haben wir z. B. mittels der Gleichungen 
T, = %o2— Pe Pain = 9 (K=1,2,3) und der Gleichung 


+0] 


aus der Funktion F(z, p) die Funktion (2; 1, ,;1,,,) abgeleitet, so miissen 
wir, wenn wir in ® die r,, durch ihre Werte aus den Gleichungen 7,—0 
ersetzen, einen Ausdruck erhalten, der sich mit Hilfe von F,—0 auf die 
Funktion F, reduziert. Wir erhalten nun, wie man sich durch Berechnung 
der entsprechenden GréBen itberzeugt, die Gleichungen 


F, (x; p) =0 [ Siu ue Po Bi) 


O( Pr» Pay Ps» Ps) 


0,7) _. a , a 


rp, oe oe ee Os ao eo 
2(To,15%1,1) ’ Oro Ory, 


; 6dr. Or. 
Ofo2 OTs, 





ao , 2 9 


Pons On, 
woraus sich fiir die Funktion ® sofort die Bedingung ergibt, daB die Matrix 
i. oe. ae, 
" 09.9’ 07> 5 | 
8) 2 30 90 
(Ory? Or’? Ors 





‘nicht vom Range zwei ist. 


Wenn OF; F,) 


———_\—*" _ yom Range zwei ist, so ist mindestens eine der 
O(Py, Pe» Ps» Ps) 4 


GréBen had von Null verschieden, etwa <e. +0. Die Ausdriicke, die 
"Ok 0,1 
man fiir die p aus den Gleichungen 7,— 0 und der Gleichung 


ao | a® 
te Ory 


=0 


18* 
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findet, miissen tibereinstimmen mit den aus den Gleichungen 7, = 0, F, = 0 


herriihrenden; d.h. die Elimination der r aus L = ae Bat a = 0 mit 


Hilfe der Gleichungen 7,0 mu uns die Gleichung F,(p) = 0, méglicher- 
weise in transformierter Gestalt, liefern. Daraus folgt aber als weitere Be- 
dingung fiir , dab die Gleichungen bestehen 


eL eL " eL eL 
T Posy, i Pur, t 57 Poors t or, 


woraus wir durch Elimination der p, mittels der Gleichung L = 0 drei 
Beziehungen zwischen den ersten und zweiten Differentialquotienten von ® 
nach den r erhalten. 

Die Involutionsbedingung zwischen F, und F, wird eine weitere Be- 
dingung fiir ®, die sich unter gewissen Voraussetzungen, wenn wir mit 
ix wiederum = +%,, ‘ + 1; ie bezeichnen, in folgende Form setzen 
laBt: 
rao, ao = 6o a> 30) 

(34) > | oa, | are 1 9%; Ory Olay OTe 4 eres] 
_ ee {sca eo 820 0 \|- eo (3 eo 90 je)- 


Oro, 6 9%jCrg, Ory; ~ Oa, OTs Ores | Cy 1 CX, Cg, Cx Or, , 


Der Ubergang zu einem ,gleichberechtigten* Y andert die vorstehenden 
Aussagen in leicht ersichtlicher Weise. 

Mit den vorstehenden Betrachtungen sind — unter entsprechenden 
Voraussetzungen — die Bedingungen gegeben, unter denen eine Diffe- 
rentialgleichung ®=—0 der eben betrachteten Klasse von Differential- 
gleichungen angehért und es ist der Weg gezeigt, wie man sich ein zu- 
gehdériges Involutionssystem verschaffen kann, das die integrallose Lésung 
unserer Gleichung vermittelt. 


2. Entsprechend verhilt es sich im Falle der Gleichungen 
} 
®, (245 Fo.23 "1 2) =0, %,(2;; T4314) = 0. 
Sind diese mittels der Gleichungen 7,=—0 (k=1,2,3) aus Gleichungen 
F,=0, F,=0, F,=0 herleitbar, so muf einmal die Matrix 
6%, 6% ¢% G0, 6%, 6%, 
0% 3’ OT.9” ers” Or,3’ ‘ Ores’ OTs 


ao, 6% @%, 6%, 29, 29, | 
Ory” Of, 9’ Ory 5’ Ory,’ Or, 2’ OF, 5 | 


(35) 





von niederem Range als dem Range zwei sein. Ist ferner oo +0 und 


0,1 
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bezeichnen wir wieder 2% Pot he 
OTs OTs 


Bedingungen, wenn wir in den Gleichungen 





mit ZL, so erhalten wir drei weitere 


oL oL oL oL oL OL 
Mont en, 9? Moma t Ong 8? Im, t Gr? 

p, mit Hilfe der Gleichung L—0 eliminieren. Aus den Gleichungen 
%,=—0, ®,—0, L=0 gewinnen wir so mittels der Gleichungen 7, = 0 
die Gleichungen F,; = 0, F, = 0, F,=0 und diese bilden ein Involutions- 
system, wenn folgende Beziehungen gelten: 


3 
(36) > [a2 a*o, 369%, 0°, | 
1 


92; Cro 1 70, OTs, 9711 70,1 O01 


_ 80, { 88%, 8%, 820, 00, )\)_ 2, (20, 0, _ 20, 00,7 _ 
gl Or,, Oa, Cry, Org, Os ES Ory, 02, | 
3 ; 
5] (9%, 2%, 80, 90 
Dis te, Te he) 7° [b= 1,2} 
1 , , 
3. Soll die Gleichung (2; 10,2; 71,2; 72,2) = 0 mittels der Gleichungen 
T; = 10, — Pe — Ps¥1,k — Pale,x - 0 (k=1,2) aus den Gleichungen 


F,(p) = 9, F,(p) = 0, Fy (p) = 0 
ableitbar sein, so miissen einmal die zweireihigen Determinanten der Matrix 


> 8 
ores’ ory,” Or: 
|@> 30 a 
| ro” Ory’ OF: ¢| 


(37) 


. . Pe ® " . ‘ 
verschwinden. Es sei nun wieder ae + 0. Bezeichnen wir dann die Aus- 
0,1 


ao co oo an : , 
driicke Ire Ps + Or, und re: Pat Ory, mit Z, und L,, so erhalte ich 


‘ vier weitere Bedingungen, wenn ich in den Gleichungen 


oL ol, OL, OL, 
es Ps Ons =0, 6%: ys Ors 1 =-0 (h= 1,2) 
p, und p, mit Hilfe der Gleichungen L,—0, L,—0 eliminiere. Die 
Gleichungen ©=0, L,=—0, L,—O liefern uns das System der Glei- 
chungen F, = 0, F, = 0, F,= 0, die ein Involutionssystem bilden, wenn 
folgende Beziehungen stattfinden: 
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2 
so; Ao 30 > 00) 00 ( 800 3% 820 00 
Ox, | 07,1 OF, 4 Ory ~ OM, 197%), 8791) OF o¢ foe Or, 8a,Or,, inal 
ao [6d 60 ao ao 
9 Cres fs 6x, “8 = Or, za, | “1 0, (h=1,9) 
2 
}{_¢0o Go 860 G0 \ ao 0o @#Oo a 
> satan; Or,, F@,0r,, Oro, | | ar dra, Of, OF: Oty; OF, 
_ {80 90 dao 2% \{ ao i 
\sa,ore, ary, ‘ ~ 8,07 Oro, | | ana, 1 OF» 4 ‘ a 4 Om, 1 Oro, ; Ory, 1 


ao dI, aL, 
+Gz) lem) 
Hierbei bedeutet .— die Operation a ae a . ae +1, ‘Dm, +; oe 


4. Wenden wir uns zu den noch itibrigen Systemen und betrachten 
wir hier vorerst die Gleichung (2; r,,7,,7,,7,) = 0, die aus den Glei- 
chungen F,= 0, Fy = 0, F,;=0 mittels der Gleichungen 


TS 1% — Py — Po, — Psp — P43 = 9 


und 
= Fo Fe FD) _ 9 (ymax 8F un Fn Fd) 
ODay» Pa» Pav Ps) . [7 (D> Pes Psy Pa) 0] 
entsteht. Unsere friiher auseinandergesetzten Methoden zeigen uns, daB die 
zweireihigen Determinanten der Matrix ~ 4,7) _ verschwinden. Es sei 


a(r,, Tis Tes 5) 


o. +0, so ist dies aquivalent mit dem Bestehen der Gleichungen 


- __ ao ao 
L, =5o-m + 5. =-0, L= fort oe = 0, L,=7,.% +5, = 9- 


4 
Weiter erkennen wir — unter entsprechenden Voraussetzungen —, 
daB eine der Determinanten Neon (i,h,k= =Q,1,2,3) von Null verschie- 


den ist. Wir bemerken noch, “dab “tie Werte, die wir aus den Gleichungen 
L,= 0, T =0 fiir die p berechnen, mit den Werten tibereinstimmen miissen, 
die wir aus den Gleichungen F,= 0, F, = 0, 7 =0, J=0 berechneten 
o(L,, T) 

ee r,) +s 
und setzen wir die aus L,—0, 7 =O berechneten Werte fiir 7,, 7, in 
L,=0, L,=0 ein, so miissen wir hierdurch die Gleichungen zwischen 


und zur Transformation von F, in ® benutzten. Sei nun etwa 


5 eg: 
dz, a, +” dz, 
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den p F,=0, F,=0 gewinnen. Wir erhalten so fiir © die Bedingung, 
daB die dreireihigen Determinanten der Matrix 

A(T, L,, L,, Ls) 


O (Fos Tis Ves Fs) 








verschwinden. Dies gibt im ganzen vier Bedingungen, in denen wir uns 
Ps, Ps, P, Mmittels der Gleichungen L,— 0 eliminiert denken. 
Die Involutionsbedingungen setzen sich hierbei in folgender Weise um. 


Wir bezeichnen mit = die Operation 


a a a 7] 7] 
ju, + 15a, * "232, + "85a, t "oda, 
und erhalten: 


8® A(L,,L,) 8L, 0@,L,) , 81, 0,L,) 


@2, O(r,,7;) 8a, O(r%,.1;) 32, O(%, 1%) 











ao do eS a(T, L,) aii 

ar, ida, O (Tos 7) Ax, +3 stort) ~ =e, (h 2,3) ) 
BL, O(Ly,Ly) , 8Ly (Ly) L,) , 81, (Ly, 1y) oie... al, e) 20 L,) 
Ox, O(f,1;) 62, A(t, 7;) Ox, O(%,1) e. dx, dz, } (14, %;) 


4 (G2 - sa) geet) (ge —% 


dil, os) 25)) _ 
dr, dx, / O(%,, 7) dz, dx, } O(%17;) 


Hierbei denken wir uns p,, p,, p, wieder durch ihre Werte aus den Glei- 
chungen L = 0 ersetzt. 

Hiermit sind die Bedingungen aufgewiesen und der Weg gezeigt, mit 
dem man — bei entsprechenden Voraussetzungen — von einer Gleichung 
® = 0 zu einem Involutionssystem F, = 0, F, = 0, F, = 0 tibergehen kann. 

5. Entsprechend ergibt sich fiir die Gleichungen 9, = 0, ®,= 0, die 
man aus F, = 0, F, = 0, F,=0 mittels der Gleichungen T= 0, J = 0, 


7 (2) 
J — 0 abgeleitet hat [ 7 == 0G Fe ond. )+0], daB fiir die Werte 


von p, die man aus den Gleichungen 7 =0, J® =0, J® —0 und etwa F, = 0 
_O(®,, %,, T) 
O(Tor ty, 55 %s) 





berechnet, alle dreireihigen Determinanten der Matrix ver- 





schwinden. Wenn etwa eee +0, so ist hierfiir notwendig und hin- 
or". 
reichend das Bestehen der Gleichungen 
2%) 8) A.) _ og. 
L, O(P os 7) Ps — O( 55%) Pr O(r,, 72) 0; 
L,= — A(%,%) A001. 9s) _ (9.9) _ 9 
O(Fos%) ~* 0 (oy %s) ("15 7s) ‘ 


d - me a 
*) i bedeutet die Operation = = a, + PG 2,’ 
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War a(7, J,J™, F,) 


Cette) * 0, so finden wir weiter 


L (2) = 6, %,, %,, L, ) 
1 ~ O (Fos Tas Ma) 


=0, 


(2) (2) 
wihrend L,® = 25% 25%) ) und Hats ) von Null verschieden sind. 
or*i9*s or "19"? 


Setzen wir die Werte von r,, 7,, 7, in 9, = 0, ®, = 0, L, = 0 ein, so miissen 
wir, entsprechend dem Verfahren in den friiheren Fallen, die Gleichungen 
F, = 0, F, = 0, F, = 0 zuriickgewinnen. Dies ergibt fiir ® die Bedingung 


A(%,T,L,,L,”) (4, T, Ly, L,™) 
~ Oe» T11To5 1s) ’ Altes Ty Te» T;) 


= 0, 


die beide erfillt sind, da 2%»%4) 0 benso ist die Gleichung 


A(T. T1575) 
; (2) 
oT 7, .1,”) _ © erfant, da 2% % 14) 0 50 daB fiir ©,, ©, drei 
(Tos Tis Tas Ts) 8 (Tor My 19 Ts T;) 
Bedingungen bestehen. 


Die Involutionsbedingung bekommt hier folgende Form: 


8, A(%,,L,,L,%) 80, a(%,,L,,L,%) . el, a(,,%,, L,' @)) 


dx, ~ Oey? T 117s) bx, ~ Oe» Tas T1117) 82, O(fos 715%) 
4 
> (ae 6(%,,7,,1,%) do, a(o,, rE) ~~ 
OP; dz, (rs, "1, 7s) dx, (Tos Tis Ms) 


86, (Ly LysZq®) Ly (04. L 14%) | BL, 00 Lys Ly”) 
Ox,  O(% os Ty) Ts) Ox, O(, Ty, Te) Ox, (os Try Te) 


+ >| jOL, (Ly, T%,L,) aL, (Ly, 7, L,)| ao, 
| op, Olen Far) Op, (Tos Ti Ts) J dz, 


aL, “GL, aL on) en , L,”) 
Op; dz, ap, dz A(T, a) aT m4 ?) 


é 7 7 7 a d a 0 
A abecBenecevih dz, ~ dz, + 3a,%1)- 


Die p,, Ps, P, denken wir uns mittels der Gleichungen L, = 0, L, = 0, 
L,® = 0 eliminiert. 

Haben wir ein System von zwei Gleichungen %,= 0, ©, = 0, wobei 
®,,, den angegebenen Bedingungen geniigen, so ist es méglich, daB der 
durch das Vorstehende gegebene Weg zur Gewinnung eines zugehdrigen 
Systems F,— 0, F,—0, F,=0 erst nach Ubergang zu einem passend 
gewahlten ,gleichberechtigten System“ gangbar ist. 


- 
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6. Ist die Gleichung (2; ro, i; 71,4; 72,4) = 0 aus F,(p) = 0, F,(p) = 0 
mittels der Gleichungen 7), = ro, —p, — P371,,—%%2,,=9 (h = 1,2) 
und der Gleichungen 

a(T,, T, F,, F:) _ 6(T,, F,, F;,J,) 0| 
O(Pys Das Pa» Ps) 2 (P, 5 Pes Ps Ps) 


a 
O(F 0,3» Fo,99 71,1971, %9,1°%s,9) 

von Null verschiedene dreireihige Determinante besitzt. Dies gibt die 
Gleichungen 


ao oo ao oo oo ao 

Or. B+ Ors Mien Oro Me Crs, i. Ory * * Ors 
oo oo 
ares mat | 


ableitbar, so folgt einmal, daB die Matrix - 








= 0, 


und daraus folgt als Bedingung fiir , daB die zweireihigen Determi- 
nanten der Matrix 
| 2% > ~¢o 
Or,’ Or,’ Ory, 


com oh) ak) 





| Ores’ Of, 5’ Oss | 
verschwinden miissen. Bezeichne ich nun a, T,) mit Z, und o(®, 7;) 
a(r 01° %1,1) 6(To, 19", s.1) 


mit ZL, und ist etwa 
0 (L, ft, Ld T,) = 


(70,19 0,29 71,1) 


so miissen wir, von gewissen Ausnahmefiillen abgesehen, durch Elimina- 
tion von 75, 7,9) 71,1 aus den Gleichungen =O und L, =0 die Glei- 
chungen F, = 0, F, =0 azuriickgewinnen. Daraus ergibt sich aber, daB 
” ody, Ty, TT) 
i Baie 9( 0,15 %0,99 71,191, 292,19 "3,2) 


Die Gleichung 


vom Range drei ist. 





enn 0(%Ts-s.44) (—1) él, a( Ts_;, 1) 


Ox; (70,197 0,99 71,1) 82; B( 7,1 70,29 "1, 1) 


~ i 3pee O(Ls» T4111) 


O25 O(7o,15%0,9971,1) 


@L, d® @(T,,T,,1,) , GL, d® A(T,,T,1,) 


OPy Fa O( Fo. 45%0,99%s,1) | OP, 1X, A(T. 15 70,997, i) F 


P ae é a 
ite +a 9a; tea ga, to day} ae," a, * ae; ) 
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in der wir p,, p, mit Hilfe von L,=—0, L, =O eliminieren, steilt die 
Involutionsbedingungen dar. 

7. Genau so erhalten wir — unter entsprechenden Voraussetzungen — 
die Bedingungen dafiir, daB zu einem System 


®, (2; Tons “183 Ts x) =0, O,(%3 7923 Ta3 ",) = 0, (2; To,%5 "1,43 Ts.) =0 


ein Involutionssystem F,(p) = 0, F,(p) = 0, F,(p) = 0 bestimmt werden 
kann, aus dem mittels der Gleichungen 


T,—0, J,= 0% FoF OF, Fy, Fy, Jy) 


‘ O(Pi» Ps» Ps» Ps) “es beer +0] (i= 1,2) 


das System der © riickgewonnen werden kann, und zwar ergibt sich, daB 
‘ ° é (®,,%,,%,, T,, T,) 
in der Matrix ~ 

0( To1>%o, 2° 71,19 "1,27 "9,17 2,2) 
verschwinden; daraus ergeben sich vier Bedingungen fiir 9,, 9,, ,, die 
wir dadurch symmetrisch ausdriicken kénnen, daB wir sagen, die Matrix 


alle vierreihigen Determinanten 





__ &®, , ®,, 5) O(®, , M, , 5) O(, , O, , 95) ; 6, + ,, +95) 
O(Foa>"1, 271, 1)’ O(roasT1, 9721)’ O(Fo.9+%1,19 71,2)” O(To9>T, 1° 73,2) | 
_ A(,, %,, ) 2(, ,O,, ,) 8(, ,,, ) 8(0,,%,,%) | 
(70,99 %0,1971,1) F A(T, 2°%o,1°%2,1)? a1» 70,99 71,2) ” 8(ro, 10,2 ",2) \? 
8, ,%,, ®,) a(®, , ®, , ®,) €(@,, Oy, Ms) A, ,%,,%5) | 
(70,19 %1,19% 2,2)’ 8(To.1>%3,1>%2,2)’ O(%o,2>%1,99%9,1)’ O(r 3 2° 72,9) 21) 





sei von niederem Range als dem Range zwei, wobei wir die Beziehungen 
4, , Oy, Os) 

O(Fo,19%1,1>%2,1) 

besonders hervorheben wollen. 

Fiir die Involutionsbedingung erhalten wir: 


a(®, , ®, Ds) 
O(T 0,997 1,9°%s, 2) 


=i, = 0 





a2 8@,, Ts_ 4,14, 1,) _ 8%, 8, Ty~ 4, T4514) 





a(r Tes Tis Tm) ba; 0 (5s es Tis hm) 
+ oL, O(L,, Ts~ 54,9159.) ol, a(L,, T; -i1 P15 %,) 
Ox, O(T ys Tee Tis Tm) Bx, OCT iF er Tis Mm) 


->{%2 Oy, T,, Typ Ly) — 4%, O(0,,T,, Ty Ty)| AL, 
C(TjsTes Ty Tm) dz, 8 (ty Fas Ts Fm OR; 


d®, 0(%,,7,,7T,.1,) 4%, 0(®,, T,, T,, L,) OL, _ 
(ae: (rps T estes Tn) das, (riety = _ 


a a 
(ie St Tg; + "ate; +r %4 Fa, in ie, + ae) 
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und zwei entsprechende Gleichungen, wenn wir, was wir als méglich voraus- 
setzen, mit Z, und ZL, zwei vierreihige Determinanten aus der Matrix 
0, ,%,,%,, T,, Ty) 
Aro, 197,90 71,197 1,99 2,1» 9,2) 
T1419 "1,2 "2,19 “2g bezeichnen, so dab 
@(T,» Ty, Ly, Ts) 
O(T jo Tes Ti Mn 


und mit r;, 7,7, 7,, Vier der GréBen 1, 12, 


+0. 





8. Wir haben somit im kurzen die Bedingungen aufgezeigt, unter 
denen Differentialgleichungen im fiinfdimensionalen Raum zu den in (I) 
Vb behandelten Fallen gehéren und es laBt sich aus den Betrachtungen 
auch der Weg entnehmen, den man einzuschlagen hat, um ein zugehdriges 
System von Differentialgleichungen mit einer Unbekannten und damit die 
integrallose Auflésung zu gewinnen. 

Zum Schlusse sei noch erwihnt, daB unser Verfahren sich auch auf 
den in (I) Ve erwahnten Fall ausdehnen lift, bei dem wir aus F(p) = 0 
mittels der Gleichungen 
OF T15Ts:Ts)_ 9 zou? TT Ts) 6 
O(Pr> Pa» Ps>Ps) : O(P: > Ps» Ps» Ps) 
die Gleichungen 9, (2; 79,3; 71.) = 0, %3(%; 7023 %5,,.) = 9 gewinnen. Wir 
erhalten hierbei — ohne niher einzugehen — etwa die Gleichungen 

= 9, %:, Tr, Tr, Ts) _6(% 5%, Ty, Ty, Ty) 
2 6(¥o,19 %0,99 71,19 71,29" 9,1) 2 (0,19 70,29 %1,19 71,29 "2,2) 
Ke = 2K Tis Te Ts) Lg aOR MT Ty Te) _ gy 

: O(To,1+%0,99%1,19 71,22 "2, 2) (a, (To,1>% 0,99 71,19 71,99 2,2) 
und die Koexistenz dieser Gleichungen mit den Gleichungen 7,=— 0 gibt 
drei Bedingungen fiir %,, %,. 


P19 .—-Px— Pai e=9; IM= 


=0, K, = =0, 
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Ein Axiomensystem der Methode der kleinsten Quadrate. 
Von 


F. Bernsrers und W. 8. Barr in Gittingen. 


§ 1. 
Einleitung. 


Die erste wissenschaftliche Begriindung des von Legendre*) unter 
dem Namen ,,Methode der kleinsten Quadrate“ in die Ausgleichungsrech- 
nung eingefiihrten Rechenverfahrens hat C. F. GauB**) gegeben; bei dieser 
seiner ersten Ableitung benutzt er das aus seiner Hypothese des arith- 
metischen Mittels abgeleitete Fehlergesetz 


o@)— heme, 


dessen Integral iiber ein Intervall a bis b die Wahrscheinlichkeit fiir das 
Zustandekommen eines Fehlers 2 zwischen den Grenzen a und b angibt. 
Weiter hat Laplace***) aus der Annahme, daB sich jeder zu begehende 
Fehler aus einer groBen Anzahl sehr kleiner sog. Elementarfehler zu- 
sammensetze, das Fehlergesetz herzuleiten gesucht und hat, gestiitzt auf 
dieses, eine Begriindung der Methode der kleinsten Quadrate gegeben; seine 
Ableitung des Fehlergesetzes ist dann im wesentlichen von Bienaymé, 
Liapounoff, Markoff, Tschebyscheff+) in eine endgiiltige Form gebracht 
worden. Ferner hat C. F. Gaub}+) die Methode der kleinsten Quadrate 


*) Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des cométes, Paris 
1805 —1806. 

) Theoria motus corporum coelestium ete, Hamburg 1809, Art. 186. 

***) Théorie analytique des probabilités, Paris 1812, Art. 20—2i. 

+) Vgl. z. B. das Literaturverzeichnis am Ende der von A. Markoff heraus- 
gegebenen Festschrift ,,Bicentenaire de la loi des grands nombres 1713—1918, Dé- 
monstration du second théoréme limite du calcul des probabilités par la méthode des 
moments“, St. Petersburg 1913. 

++) Theoria combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae, Comm. 
Goett. I, 1821—1826. 
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auch noch auf eine zweite Weise zu begriinden versucht, ohne diesmal 
auf den ovbigen Ausdruck des Fehlergesetzes zuriickzugehen; diese klas- 
sische Beweismethode, die in viele Lehrbiicher*) der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung tibergegangen ist, benutzt, indem sie den Begriff des Fehlerrisikos 
in den Mittelpunkt stellt, auBer den Grundbegriffen und Grundsiitzen der 
Wabrscheinlichkeitsrechnung nur die Existenz und einige allgemeine 
Eigenschaften einer Fehlerfunktion. Diese wahrscheinlichkeitstheoretischen 
Begriffe gleichfalls zu eliminieren, ist bisher unseres Wissens noch nicht 
einwandfrei gelungen**). Es wird nun im folgenden der Versuch gemacht, 
die Methode der kleinsten Quadrate unter Benutzung des von Gau8 in 
seiner zweiten Begriindung mit Erfolg verwandten Gewichtsbegriffes und 
unter Vermeidung der Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung axiomatisch 
zu begriinden, wobei die in § 2 aufgefiihrten Axiome méglichst nach dem 
Gesichtspunkte ausgewahlt sind, daB sie dem inneren Charakter des Aus- 
gleichungsproblems entsprechen. Nachdem in § 3 einige mathematische 
Hilfssiitze iiber reelle Funktionen zusammengestellt worden sind, werden 
in § 4 aus dem Axiomensystem die Folgerungen gezogen, die zu den in 
der Methode der kleinsten Quadrate iiblichen Relationen unmittelbar hin- 
fiihren. 

Die Vorteile dieser Begriindung liegen darin, daB zuniichst die prin- 
zipiellen Schwierigkeiten vermieden werden, die bei der Einfiihrung der 
Gleichberechtigung von Fiillen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung jedes- 
mal auftreten; ferner ist die Begriindung unabhiingig von jeder bisher be- 
nutzten speziellen Eigenschaft der Fehlerfunktion, wodurch die Tragweite 
der Methode wesentlich erweitert wird; dazu kommt, daB die benutzten 
Regeln fiir den Gebrauch des Gewichtsbegriffes einfacher als die Regeln 
fiir die Verwendung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes ausfallen. Was die 
philosophische Kategorie des Gewichtsbegriffes angeht, so ist er offenbar 
dem Wahrscheinlichkeitsbegriff verwandt; es hiingt aber ganz von dem ge- 
wahlten Ausgangspunkte ab, welche Begriffsbildung man als die primi- 


tivere ansehen wird. 


*) Es werde insbesondere das Lehrbuch von A. A. Markoff, Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, deutsch von H. Liebmann, Leipzig-Berlin 1912, zitiert. 

**) Die kiirzlich erschienene Untersuchung von R. Suppantschitsch ,,Zur Axio- 
matik der Methode der kleinsten Quadrate‘' [Sitzungsberichte der k. Akad. der 
Wissensch. in Wien, Math.-naturw. Klasse, 122, Abt. 2a (1913), 8. 3—34] liegt in 
einer anderen Richtung. 
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§ 2. 
Das Axiomensystem. 

1. Zuordnungsaziom: Jede Zuordnung irgendeines Wertes « zu irgend- 
einer festen GréBe a derart, daB fiir jedes reelle 2 auch da zu ia zuge- 
ordnet wird, heiBe eine Anniherung und werde bezeichnet durch 

a~a, law~ila. 


2. Gewichtsaxiom: Jeder Anniiherung werde als Gewicht eine posi- 
tive Zahl, die alle méglichen Werte annehmen kann, zugeordnet und dies 
ausgedriickt durch 

a~« [p}. 


3. Axiom der Unabhiingigkeit vom Mafstabe: Ist auf Grund des Zu- 
ordnungsaxioms 


a~val[p], da~dea [p'), 
so sei der Quotient p’:p lediglich von 4 abhingig 
p:p=f(d), 
wobei f(A) eine stetige Funktion von A, aber nicht identisch 1 sein soll. 
4. Axiom der Unabhiingigkeit von Anndherungen: Zwei Anniherungen 
a~a[p], b~8 [4g] 


mégen voneinander unabhingig heiben, wenn folgende Bedingung erfiillt 
ist: Ist auf Grund des Zuordnungsaxioms fiir irgendwelche reellen Werte 
4 und uw 


ha~ ie [p'], wb~uB [q'] 
so bestimme sich das Gewicht r der ,,komponierten“ Anniherung 
da ub ~ ia + uf [r] 
eindeutig durch die Funktionalgleichung 
v(r) = ¥(p) + ¥@), | 


wobei #(x) eine reelle, eindeutige und stetige Funktion des Gewichtsargu- 
mentes allein sei. 


5. Axiom des arithmetischen Mittels: Das arithmetische Mittel zweier 
unabhiingigen Anniherungswerte fiir dieselbe feste GriéBe mit dem Ge- 


wicht 1 besitze als Anniiherungswert fiir dieselbe feste GréBe das Ge- 
wicht 2. 


6. Axiom der GriBenordnung der Funktion p(x): Sind 
a~a, [1], a~a, [1], ---, a~a, [1] 
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irgend m zu je zweien unabhingige Anniherungen fiir dieselbe feste GréBe a 
je mit dem Gewichte 1, so habe das Gewicht r der ,,kkomponierten* An- 
naherung 


na~ a, + Gy +---+a, [r] 
die GréBenordnung - in dem Sinne, daB bei wachsender Anzahl n der 


Quotient von r und - von einer Stelle an, d. h. fiir alle n >m,, oberhalb 
einer positiven und unterhalb einer endlichen Schranke verbleibe. 


7. Ausgleichungsaxiom: Sind a,, a,---, @,, irgend m feste GréBen 
und liegen fiir » lineare Ausdriicke in ihnen irgend m unabhingige An- 
niherungen vor 


Ay, a, + Ag, 4g + +++ +A, a,~ 4, [ry], 
Aj @, + Ags Oy + +++ + Ang Oy, ly [Dg], 


A, + Ay, hal + AnnOn™ L, [Pal, 
wo »>m und die A,, bekannte Koeffizienten seien, so sei fiir irgend- 
einen linearen Ausdruck in den 4,, d,,---, @,, diejenige ,,Komposition“ 
der obigen » Anniherungen mit » zu bestimmenden Multiplikatoren 
Ay, 4g, ***, Ay, die auf der linken Seite diesen linearen Ausdruck in den 


@,, Gy, +--+, a, liefert, die beste Anniherung (Ausgleichung), die das gréBte 
Gewicht besitzt. 


§ 3. 
Hilfssitze iiber reelle Funktionen. 
Hilfssatz 1: Der Funktionalgleichung 


cf(tx,%,) = f(tx,) f(t), 
in der c + 0 und t+ 0 gegebene reelle Konstante sind, geniigen alle Funktionen 
a\y 
f(a) =e(7)’, 
wo y beliebig reell ist, und dies sind auch die siimtlichen fiir alle reellen 
oder auch nur fiir alle reell-positiven Argumente definierten reellen, ein- 
deutigen und stetigen Funktionen, die diese Funktionalgleichung befriedigen 
und nicht identisch verschwinden. 
Mit diesem bekannten Satze beweist man weiter, wie uns zuerst 
Herr 8. Halberstadt mitgeteilt hat, den 
Hilfssatz 2: Die Gesamtheit der fiir alle x > 0 reellen, eindeutigen und 
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stetigen Funktionen w(x), bei denen es zu jedem Argumentenpaar x, > 0, 
x, >0 stets genau ein Argument — = E(x,, 2.) > gibt, sodap 


(1) ¥(E) = o(2,) + ¥(%) 
gilt, und bei denen zugleich mit (1) fiir alle reellen 9 > 0 auch 
(2) ¥(9&) = ¥(02,) + ¥(oz,) 


erfiillt ist, wird geliefert durch 
v(x ) _ kz’, 
wo k+0O und y +0 beliebige reelle Konstanten bedeuten. 

Beweis: Zuniichst verschwindet p(x) fir z> 0 nicht identisch, da 
sonst entgegen der Voraussetzung (1) nicht € durch 2, und a, eindeutig 
bestimmt wiire; also gibt es mindestens ein Argument 2, > 0, so daB 
(3) Y(%) +0 
ist. Weiter folgt durch mehrmalige Anwendung der Voraussetzungen (1) 
und (2), daB es allgemein fiir jede*) ganze Zahl />1 zu irgend J posi- 
tiven Argumenten 2,, 7,,---, 2, ein Argument § = &(2,,2,,---,2,) >0 
gibt, derart, dab fiir alle 9 > 0 

¥(0&) = v(o2,) + ¥(ox,) +--- + ¥(e%,) 
gilt; 2,—2,—---—2,=— 42, liefert fir jede**) ganze positive Zahl / die 
Existenz eines Argumentes £,> 0, so daB fiir alle 9 > 0 
(4) v(0&) = l¥(e%,) 


ist. Gehéren auf diese Weise zu den ganzen positiven Zahlen m und n 
die Argumente £, >0 und £, > 0, so ist also fiir alle 9 > 0 


¥(0&,,) = mv(E%), ¥(9E,) = 2 ¥(ex) 
insbesondere fiir @ = 1 und 9 = - >0 


V(En) = v(x), ¥(Ey) = mv (Fa) 

hieraus folgt 
(5) v (? ) - - (a9)! 
Wegen (3) nimmt daher ~(z) fiir z>O0 alle rational-positiven Multipla 
von ~(x,) und wegen der vorausgesetzten Stetigkeit alle reellen Werte an, 
die dasselbe Vorzeichen wie ~(z,) haben. 

Ferner nimmt ~(x) jeden solchen Wert genau einmal fiir 2 > 0 an; 
denn wire 

v(2’) = v(2"), £+2”, 2 >0, 2’ >9, 


*) Fiir 11 ist insbesondere § = z,. 
*) Fiir 71 ist insbesondere &,— «x, zu setzen. 
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so gibe es nach (1) und (2) zu 2’ und 2” ein Argument & = &'(2’, 2”) >0, 
so daB fiir alle g>0 ; 

v(98') = ¥(e2’) + ¥(e2”) 


pA 
( 
p> 


ve’) = 0(S) +e); 
es gibe also entgegen der Voraussetzung (1) zu dem Argumentenpaar 


a’? 


y >0O und fel >0O zwei verschiedene Argumente z >0 und 2” >0, 


wire, insbesondere fiir 9 = 


fiir die ; ee 
vz) = ¥@") = 0(F) + ¥(7F) 


wire. Also ist ~(x) in der Tat einwertig, mithin nach dem Vorangehenden 
monoton und daher eine monoton-einwertige Funktion. 


Weiter verschwindet w(x) nirgends fiir 2 > 0; denn gesetzt, es wiire 
fir 7>0 


so folgte aus (4) mit 1]=2, g= . >0 
v (= &) = 2u(@) -0 = ¥(@), 


und dies widerspriche wegen = t+ & der eben bewiesenen Einwertigkeit 
von w(x). 

Endlich erfiillt (x) fir alle 2, > 0 und z, > 0 die Funktionalgleichung 
(6) Y (aq) Y (LyX, %) = Y(qX,) Y(% 2p). 
Ist niimlich zuniichst mindestens eines der beiden Argumente x, und 2,, 


etwa z,, eines der vorher definierten :. fiir die (5) galt, so wird aus (4) 


mit l =m, e="' >0 sowie l= n, e= =->0 
a,* 2, 


ovat) —mo(i8), vas)—n0(%22); 


a M4 M4 Hy" 2, 2," x 1 M . 
a, wie bewiesen, v( pF ) wegen ~; > 0 nicht verschwindet, so folgt 


hieraus in Verbindung mit (5) 


w (2, aT :*) = » (2, *) 


(a, ",) m  We) 
oder 


(7) W(X) v (2, a *) = U(%2,) ¥ (2, r) , 


Mathematische Annalen. LXXVI. 19 
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womit (6) zunichst fir = 5 bewiesen ist. Allgemein laBt sich weiter 
stets der eine Funktionswert, etwa ~(2,2,), als Limes rational -positiver 
Multipla (*), von (z,) darstellen 


lim (77), ¥ (0) = ¥ (oi) 5 


bei der Anwendung von (5) auf diese rationalen Zahlen (") erhalt man 
daher 


tim  ((—"),) — lim (71), ¥(@a) = (e022) 


und wegen des bewiesenen monoton-einwertigen Charakters von w(z) 


lim 2, (=) = 1X3 


roo 7a 


(7), angewendet auf (=) , ergibt mithin durch den Grenziibergang v = co 
wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von ~(z) aligemein 
(6) (aq) Y (Xo, Xe) = Y(XyX,) W(Xy ty). 


Nach dem Hilfssatz 1 dieses Paragraphen mit f(x) = v(x), c = (a), 
t= 2, dessen Voraussetzungen hier insbesondere wegen (6) siimtlich er- 
fillt sind, ist daher 


v(2) = ¥(z») (—)’ = ka”, 
wo y beliebig reell*) und wegen (3) also auch 


k = %@) 49 


y 
Zo 


beliebig reell ist. 


§ 4. 


Die Methode der kleinsten Quadrate auf Grund 
des Axiomensystems. 


I. Ist die beliebige Annahernng 
a~« [p] 


gegeben, so ist bei beliebigem reellen 2 das Gewicht p’ der hieraus auf 
Grund des Zuordnungsaxioms gewonnenen Anniiherung 


Aaw~ia [p’'] 


*) Man erkennt unmittelbar, dab »=—0 dem zu beweisenden Satze nicht Ge- 
niige leistet. 
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nach dem Axiom der Unabhingigkeit vom Mafstabe 


p = pf (a), 
wo f(A) eine positive, eindeutige und stetige Funktion von 2 ist. Ist weiter 
auch w eine beliebige reelle Zahl, so ist das Gewicht p” der Anniherung 


w-hanwu-hae [p") 


p= pf (u) = pf (a) fu); 
andererseits ist dasselbe Gewicht p” derselben Anniiherung 
Aw-a~idu-a [p"| 
nach dem Vorangehenden auch 
p" = pf (du), 


und da nach dem Gewichtsaxiom jeder Anniherung nur ein Gewicht 
> 0 zugeordnet wird, so gilt bei beliebigen 4 und u 


pf (Au) = pf (A) f(u) 
f (Au) = f(a) f(u); 


da nach dem Gewichtsaxiom f(4) nicht verschwindet, so ist nach dem 
Hilfssatz 1 des § 3 


in analoger Weise 


oder 


| f(A) = 4; 


nach dem Axiom der Unabhingigkeit vom MaBstabe ist f(4) +1, daher 


die Konstanie 
x+0. 


Il. Seien irgend zwei unabhingige Anniiherungen 
a~a[p], b~8 [q) 
und deren ,,komponierte“ Anniherung 
a+b~a+6 [r] 


gegeben, so ist nach dem Axiom der Unabhingigkeit von Anniherungen 
das Gewicht r eindeutig bestimmt durch die Funktionalgleichung 


: Saal v(r) = ¥(p) + ¥(q). 
Nach I gilt weiter 


haw~iea [Ap], Ab~AB [A*q], A(a+b) ~A(a + B) [4*r], 
und es ist hier analog wie eben 
v(a*r) = w(a*p) + v(4"q). 


Wegen x +0 durchliuft nun 9 = 4* zugleich mit A alle positiven Werte, 
19* 
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und da (x) nach dem Axiom der Unabhingigkeit von Annaherungen eine 
reelle, eindeutige und stetige Funktion ist, so folgt aus dem Hilfssatze 2 
des § 3 

v(t) =—ke’, k+0, yp +0. 


Ill. Seien ferner 
a~a,fl], a~a,[1] 


zwei unabhangige Anniherungen fiir dieselbe feste GréBe a mit dem Ge- 
wicht 1, so folgt nach I 


g@~9%[(3)], 2¢~9[(3) | 
und weiter nach dem Axiom der Unabhingigkeit von Anniherungen 
a~iat > %[r], 
wo fiir das Gewicht r nach II 
ker — k((3)') + (5) ) = 2#((3)') 
gilt. Nach dem Axiom des arithmetischen Mittels ist nun 
r= 2, 


kv = 2k ((3)') 


Qy = 21-*7; 


also folgt 


oder da k + 0 ist, 


hieraus folgt 
y~1l—xy, («+1)y—1. 


IV. Sind weiter 
} 
a~a,|1], a~a,[1],---, a~a, [1] 


irgend m unabhangige Anniiherungen fiir dieselbe feste GriéBe a je mit 
dem Gewichte 1, so ergibt sich fiir das Gewicht r der ,komponierten“ 
Annaherung a 
Na ~ Oy + Oy +++ + a, [1] 
nach II 
kr? = k-1¥+k-17+---+kh-lY=—kn 


oder wegen k+0, y +0 


1 
r=n’- 
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Dieses Gewicht r besitzt nun nach dem Axiom der GréBenordnung der 
Funktion (x) die GréBenordnung *; also ist 


1 
een y=—l 


und nach [II daher 


1 
ea Py x= — 2, 


V. Seien endlich fiir m lineare Ausdriicke in irgend m festen GréBen 
@,,4,,-..,4,, irgend m unabhingige Anniherangen gegeben: 
Aj G, + Agydg ++ +++ Ania, ~ 4, Lr); 
Ay, y + Aggy + +++ + Ans Gn~ ly [Ps]; 


A, a, a Ay 4, ae Ann 4m ™ l, [P,], 


wo »>m und die A,, bekannte Koeffizienten seien, so folgt hieraus, in- 
dem man diese Anniherungen mit 4,,4,,...,4, multipliziert, 


Ay (Ayy @, + Agi yg +--+ + Any @,) ~ ah [#], 


Ag (Ay, + Aggy + ++ > + AnsGn) ~ dl, 3 ’ 


Ag (Ay 4+ A, ,4,+ dia + Ayn %m) was a,14| 3 | 


und weiter durch ,,Komposition“ dieser Anniherungen 
a, DA, + ay > 4Ar +---+4, > An~ A i+ Agls +:-+4,L[r], 
v=1 v=1 v=] 


wo fiir das Gewicht r dieser ,komponierten“ Anniherung nach II und IV 


k kag , kag kat 
oa hall ee 
gilt. Sucht man nun die ,,beste Anniherung“ fiir irgendeine der m festen 
GriBen, etwa a,, so muB nach dem Ausgleichungsaxiom die Komposition 
der gegebenen » Anniherungen mit 4,, 4,,...,4, erstens auf der linken 
Seite identisch a, liefern; es entstehen also durch Koeffizientenvergleichung 
VON d,,43,..-,4,, die folgenden m linearen Gleichungen fiir /,, 4,,..., 4, 


, . 1 fir k=—u, 
A - 
“) DrAn (0 fir k = 1,2,---,m auBer k =u. 
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Zweitens besitzt die ,,beste Anniherung“ fiir a, auch das gréBte Gewicht 7, 


es sind also 4,, 4,,---, 4, so zu bestimmen, daB 
re ae 


wird. Auf diesen Relationen (A) und (B) beruht aber die Behandlung 
der Methode der kleinsten Quadrate in ihrer iiblichen*) Form. 

Auch der Fall der bedingten Ausgleichung, wo auBer den bisherigen 
Annaherungen noch einige exakte lineare Beziehungen durch die Aus- 
gleichungswerte fiir a,,a,,...,a,, unter allen Umstinden zu erfiillen sind, 
14Bt sich in bekannter Weise hieran anschlieBen. 


Géttingen, den 3. Miirz 1914. 


*) Vgl. z. B. A. A. Markoff, Wahrscheinlichkeitsrechnung, deutsch von H. Lieb- 
mann, Leipzig-Berlin 1912, S. 222 ff. 
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Uber Irrationalitat unendlicher Kettenbriche mit einer Anwendung 
auf die Reihe >»q” a’. 
a 


Von 


Fenix Bernstem und Orro SzAsz in Gottingen. 


Die Frage, wann ein unendlicher Kettenbruch 


. a, a@ el .: tee), 
5 I-A +gitale +0 
dessen Elemente ganze rationale Zahlen seien, einen irrationalen Wert hat, 
bildet bekanntlich seit langem den Gegenstand mathematischer Unter- 
suchungen.*) Fiir Kettenbriiche mit lauter positiven Elementen (eine end- 
liche Anzahl negativer zugelassen), auf die wir uns hier beschriinken 
wollen, ist das allgemeinste Resultat in dem Sternschen Satze enthalten: 

Ist 
(2) b,>a, von einem gewissen vy an, 
so ist der Kettenbruch (1) irrational. 

Im folgenden (§ 1) wird die Bedingung (2) durch eine allgemeinere 
ersetzt; um einen einfachen Spezialfall vor Augen zu haben, z. B. durch 
die folgende: 

bs 203,155, = %y~-2%5y~1 95, 
von einem gewissen vy an. 

In § 2 wird mit Hilfe dieses Resultates die Irrationalitét der Jacobi- 
schen Thetareihe as’ fiir alle rationalen Werte von 2 und gewisse 

0 


*) Vgl. A. Pringsheim, Uber die ersten Beweise der Irrationalitit von e und 2. 
Sitzungsber. d. math.-phys. Kl. d. k. bayer. Akad. d. Wiss. XXVIII (1898), S. 325—337. 
— Beziiglich der bisher bekannten Resultate und der Literaturnachweise vg]. 0. Perron, 
Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig 1913, § 52. Im folgenden unter ,,Perron, 
Lehrbuch“ zitiert. 
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rationale Werte von q nachgewiesen und damit insbesondere eine Unter- 
suchung von Eisenstein weitergefiihrt. 


§ 1. 

Irrationalitaitssatz. Wenn die Elemente des Kettenbruches (1) po- 
sitive ganze Zahlen sind, die fiir eine wachsende Zahlenfolge: n,, n., ;,°°- 
den Bedingungen geniigen: 

(«) ae Dae" Ate Bas = Go+1%,49°°° Fn, (v= 1,2,3,---) 
so konvergiert der Kettenbruch und sein Wert &, ist irrational. 

Beweis: Nach einem Pringsheimschen Satze ist zur Konvergenz hin- 


~ / - 
reichend, dab die Reihe >V se divergiert (vgl. z. B. Perron, Lehr- 
% ¥ 


buch, 8. 239, Satz 10). Wire aber diese Reihe konvergent, so wire 


b,_ <a, 
fiir alle hinreichend groBen Werte von v, also auch, da b,> 1 ist: 
bn +1 b, +2 cigs Os < G41 a +2 ee are 


fiir alle hinreichend groBen Werte von v; dies steht aber im Widerspruch 
gar Voraussetzung («), womit die Konvergenz des Kettenbruches be- 
wiesen ist. 
Offenbar konvergieren auch die Kettenbriiche: 
gb gy ttl Seels ... et 
y y [ovas [O49 9 @) Y) 
und es ist nach Perron, Lehrbuch, 8. 252, Formel (5): 
(3) §,(B,_1 8 — A,_1) = — 4, (B,_3& — A,_s)- 
Die Naherungszihler A, und -Nenner B, sind hier offenbar ganze Zahlen. 
Wegen &,> 0}, folgt nun aus («) sofort: 
(4) E 


En +18 (v= 1, 2,3,---) 


my +2 A Ba cs > @, +1 a, +2 Ti‘ a ee 
Ferner folgt aus (3), da B,—&,— A,=— & > 0 ist, daB auch allgemein: 
_ B,— A, +9 (vy = 0, 1, 2,--+) 


ist. Setzt man nun in (3) fiir vy nacheinander n,+1, n,+2,---, 
erhilt man unmittelbar: 


E41 E. 4s lots B., (Be .-1 &— A 


v+1? so 


my 41-1) = (— L)r+i-"rd, 414, 42° ‘“" 


part ‘ 
a, ,,(B,,-18 A,-1)) 
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und hieraus mit Riicksicht auf (4): 
B,, ,-180— ee | < | B, &o— A, 1 | (y _ 1, 2, 3,-++) of 
Demnach sind die unendlich vielen positiven Zahlen: 


B, -1&— A, -1! (vy = 1, 2,3,---) 
alle voneinander verschieden und liegen unterhalb einer festen endlichen 
Schranke. Das ist aber wegen der Ganzzahligkeit der A,, B, nur fiir ir- 
rationales &, méglich (vgl. etwa Perron, Lehrbuch, 8. 155, FuBnote), w. 
z. b. W. 

Offenbar diirfen bis zu einem festen Index n die a,, b, beliebige ratio- 


nale Zahlen sein, denn die Irrationalitit des Kettenbruches al zieht 
auch die Konvergenz und Irrationalitit des Kettenbruches (1) nach sich. 

Setzt man: 
n=n, n=—n+v—1 (vy = 2,3,---), 


so reduziert sich («) auf die in der Einleitung zitierte Irrationalitits- 
bedingung (2). 


§ 2. 
Setzt man: 
main, n,= n+ 3(v— 1) (v = 2, 3,-->), 
so reduziert sich («) auf: 
(a’) ee Se ee Se Gn+sv—-2 a 43v—-1%4sy (v= 1, 2,3, -- ‘). 


Anwendung: Die auf einen Eisensteinschen Kettenbruch zuriick- 
gehende Entwicklung: 


' 4v-1 
i qz|_ gx) , @Pi-@)zi_ x 
>'4 wm l+ i 1 Thi \1 
0 
Oe el... 
1 


gilt bekanntlich (Perron, Lehrbuch, 8S. 353) fiir |g|< 1 und fiir alle z. 
Sei nun: 


q= , ir|<js|, z=", r, 8, m, » ganze Zahlen, 
so folgt: 
l p\8 \8/ 
Sveyvtm , sal (si G) O-@)2 
Sey ey-1 32a, ne 
1 1 1 


fehl fe Ro Ie 
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Nun gilt bekanntlich die Aquivalenz: 


ie ra_-- C Cc -1¢ b. oo b : f 
(5) | =(S%, a "| fiir beliebige c, (¢, + 0)- 
Lb, J, Leb, €,4, 
Setzt man fiir den obigen Kettenbruch: 
G19 o"'*8, Go (vy = 1, 2,3,---), 
so erhalt man: 
. y—1 
r\r? (my? , rm rem r*(s* — r*)m rt*—1m 
=—iy alcoho aie 
> i \8/ ny) Sh 3 s°n 2? 
(6) 0 ; 
: 2y+1(.2 29 | 
r ('—r')m, 
 ; 2v+1 — 
|s n 


Wir kénnen ohne Einschrinkung der Aligemeinheit annehmen, da8 s und x 


positive Zahlen sind. Ist nun: 
(a) r>0, m>O0; 
so erhilt man aus (6) durch Extension (Perron, Lehrbuch, § 44) den Ketten- 
bruch: 

rm| , 1 r?m| , r3(s*@—r*)m 1| ptr lin 
'Pismi that ied = 


2 3 3 ' ' 2 - 
s— rem s°n—1 1 g?* — tly, 


Dieser Kettenbruch hat von einem gewissen Index an lauter positive 
Elemente, wenn die Ungleichung: 


3?” — rt*-!'m > 0 

fiir alle hinreichend groBen Werte von y erfiillt ist; hierzu muB offenbar 
s>r 

sein. Ferner lautet jetzt Bedingung («’): 


(#?” — rév—tm) (s?"+*n a 1) > r®* (s?? aie y??) m, 


(1 — (5°) (fem — 25) & (2 — (F)") 


fiir alle hinreichend grofen Werte von v; hierzu ist notwendig und auch 


oder: 


hinreichend, dab s > r°, also - < * sei. Wir haben also das Resultat er- 
halten: 
Sind r, s, m, » positive ganze Zahlen und ist: 
s>2, 0<Pr<s, 


so ist die Reihe in (6) irrational.*) 


*) Es ist klar, da& wenn der extendierte Kettenbruch konvergiert, dann auch 
der urspriingliche konvergiert, u. z. gegen denselben Wert. 
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(b) Sei r>0, m=—m'<0. 
Mit Hilfe der Transformation (5) fiir 
Cyy-1= er, Q,= ¢C -— =m get (v = 1,2, 3,-- ‘) 
2r—1 


erhalt man jetzt aus (6): 
= o Y 4 3 yy’ | 2 3 /o2 Dan’ Av—1. + 
> () ("1 rm ry. s*r°(s* —r*)m r m’ | 
s} \n} sn s* | sm ihe 
0 
gir? *t1( 2” _ re ) on’ | + 
—*T5 AT oo, 
[Pott 
und hieraus durch Extension den Kettenbruch: 
rm’ r>m’ | 
Os 


oe 


8? 7° (3? — r*) m’ r’-Im| 4 
sn s*—1 


Fa—iPe—re tT" |s*—1 +H 
ar? + 1( oF? 7°”) wy’ 


! 
a 2 ay > 
| gt? 2g — gt yp? tt (527 92”) m 


++ 


Dieser Kettenbruch hat von einem gewissen Index an lauter positive Ele- 
mente; ferner lautet jetzt Bedingung («’): 


(3? — 1) s*”+1n a gi? +158” r’”) m’ > 7°" 52(s?” — r?”) m’?, 


sn(s*— 1) (5) aoa (1 — (")") m > s* (1 _ ()") m” 
fiir alle hinreichend groBen Werte von v. Hierzu ist wiederam notwendig 
und hinreichend, daB s > 7° sei. 
Also die Reihe in (6) hat auch fiir: 


s>2, O0<r<s, r, 8, —m, n positive ganze Zahlen, 


oder 


einen irrationalen Wert. 
Der Fall r<0, m>O ist mit dem Fall (b), und der Fall r <0, 
m <0 mit dem Falle (a) iiquivalent, denn es ist: 


. r\v? 7m\ x — r\* /— m\ 
S0'o-367 6" 
Fiir s=r* schlieBlich ist rms und dieser Fall ist in unseren Uber- 
legungen enthalten. 
Zusammenfassend gilt also der 


Satz. Wenn zx eine beliebige rationale Zahl ist und r, s reelle ganac 
Zahlen sind, die den Bedingungen geniigen: 


|s 22, |s|]> r|*, 


° ° e = Tr eg ° ° ° 
so hat die unendliche Reihe > (") a’ einen trrationalen Wert. 
0 
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Mit Hilfe des Sternschen Kriteriums folgt die Irrationalitét nur fiir 
r=1, wenn man auferdem z gewissen Bedingungen unterwirft. Derar- 
tige Bedingungen haben schon Eisenstein*), Stern**) und Glaisher***) 
gefunden. Unter diesen sind die Sternschen Bedingungen die allgemeinsten. 
Sie folgen aus einem allgemeineren Irrationalititskriterium fiir unendliche 
Reihen, aber auch dieses fiihrt iber den Fall r= 1 nicht hinaus.+) 

Bekanntlich bewies schon Lambert im Jahre 1767 mit Hilfe der 
Kettenbruchentwicklung 

f—e* a 
ete io EE =o § 1 
ganz streng die Irrationalitat von ¢* fiir jedes rationale z. Man kann dies 
jetzt auch aus dem Lagrangeschen Kettenbruch fiir e* (aus d. J. 1776): 


- x | x | . & x x 
@) ¢@iti- iat+Te— iat °° Fige—a— fat faepi 
direkt erschlieBen. oe (7) folgt nimlich: 
* m m m m m 
= saw eh dle ee anes ae a 
¢*°el~-Tti-pt do-it fe 
m m m m m 
ahem od aaa genio (Qv—1)n' [2° ” 


und durch venernes erhilt man hieraus fiir m > 0 den Kettenbruch 


m 1 
pa +i te +rescpace te that 


| =< 
Nach unserem Kriterium folgt aber hieraus sofort die Irrationalitaét von e* 
fiir jedes negative rationale 7. Aus ¢* = -. folgt dann aber die Irratio- 
nalitat fiir jedes rationale z. 


*) G. Eisenstein, Transformations remarquables de quelques séries. Journ. f. 
Math. 27 (1844), S. 193—197; insbes. 8S. 193—194. 

**) M. A. Stern, Uber die Irrationalitit des Wertes gewisser Reihen. Journ. f. 
Math. 37 (1848), S. 95—96. — Uber Irrationalitiit von Reihen. Ebenda 95 (1883), 
8S. 197—200. } 

***) J. W. L. Glaisher, On Arihmetical Irrationality. The London Edinburgh and 
Dublin Philosophical Magazine, IV. Series, Vol. XLV (1873), p. 191—198. Die Glais- 
herschen Resultate sind in der ilteren Sternschen Arbeit, die er offenbar nicht kannte, 
enthalten. 

+) In einer demniichst in diesen Annalen erscheinenden Arbeit wird Szisz diese 
Untersuchungen fortsetzen. . 
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Bemerkungen zu Herrn Perrons Erweiterung eines Markoffschen 
Satzes tber die Konvergenz gewisser Kettenbriiche. 
Von 


Orro SzAsz in Gottingen. 


Einleitung. 


Die folgenden Ausfiihrungen geben Erginzungen zu einer vor kurzem 
erschienenen Arbeit des Herrn O, Perron.*) 


Sei (x) eine im Intervall (— 00, + oo) niemals abnehmende Funktion 
mit unendlich vielen Wachstumsstellen, aber derart, daB die Integrale: 
(1) J (-2¥-*dv(@) =¢, (x—1,2,3,---) 


simtlich existieren. Dann besitzt bekanntlich**) das Integral: 


dw (x) 
(2) fae 


einen assoziierten Kettenbruch: 


¢ k, | ky k, eee 
(3) lett, tieth theta tr’ 
und zwar ist k, positiv, die anderen i, negativ; setzt man 
C, Cy Poly be 

(4) P=1, p=\2 “** Oat (v =1,2,3,---), 
f+ - oo 
| | 
| ¢ Cy41 rare Cyy~1) 


*) Erweiterung eines Markoffschen Satzes iiber die Konvergenz gewisser Ketten- 
briiche, Math. Ann. 74 (1913), 8. 545—554. 

“) Vgl. O. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig 1913, 8. 377. Auf 
dieses inhaltreiche Werk werde ich noch Sfters hinweisen und es kurz unter Perron, 
»Lehrbuch“ zitieren. 
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G & v—-1 v4 

. G ¢ °¢ Cc. , 

(9) i = 2) io 7” ; wre (vy = 2,3,---), 
C, “van °** “ye “sy 


so ist (vgl. Perron, Lehrbuch, 5.376 u. 325): 

al 9,— 2 9, 

3 P-1 ° 3 

(6) (v nid 2, 3, rer), 
l, eee S= ra l ~~. ty—1 a ay 


gp,’ ’ P14 9, 


k=, k= 


¥ 


Sind die Integrationsgrenzen endlich, also etwa w(x) konstant fiir 


x <a und fiir c>b, so kann man das Integral (2) durch fj er- 
setzen, und nach einem Satze des Herrn Markoff (vgl. z. B. Perron, Lehrbuch, 
S. 385) ist jetzt der Kettenbruch (3) fiir alle z, welche nicht dem Inter- 
vall —b<2<—a angehiéren, konvergent und gleich dem Integral. 

Ist nur eine der beiden Integrationsgrenzen unendlich, so geniigt es 
offenbar, sich auf den Fall zu beschriinken, daB die untere Integrations- 
grenze endlich (=a) ist. Sodann besteht das allgemeinste Resultat in 
dem folgenden Satze des Herrn Perron (a. a. O. § 1): 

Besitzt (x) beliebig grobe Wachstumsstellen, so ist fiir geniigend 


groBe x: fa dv(2) > 0; ist ferner 


= ie, : 
(7) lim inf V2j x*~* d(x) = endlich, 


so ist der mit dem Integral 


8) Se 
assoziierte Kettenbruch fiir (2) >—a konvergent und gleich dem Inte- 
gral. Ist a>0O, so ist der Kettenbruch sogar fiir alle z, die nicht dem 
Bereich ¢<—a angehéren, konvergent und gleich dem Integral. Herr 
Perron ‘bemerkte*), daB dies hiéchstwahrscheinlich auch fiir a<0 der 
Fall ist. 

Im folgenden beweise ich die Richtigkeit dieser Vermutung, und be- 
nutze das Perronsche Resultat nur, soweit es sich auf den Fall « = 0 be- 
zieht, ohne weitere Konvergenzbetrachtungen anstellen zu miissen. Dies 


*) A. a. O. 8. 548, FuBnote. — R(z) bedeutet den reellen Teil von z. 
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gelingt mit Hilfe eines Transformationssatzes (§ 1), der an sich von 
gréBter Einfachheit, bisher nicht bemerkt worden ist, und der sich niitz- 
lich erweist, um noch eine Fiille von Sitzen, die sich auf das Integral 
®) tis 

0 
beziehen, unmittelbar auf das Integral (8) zu iibertragen. In dieser Arbeit 
méchte ich hierauf nicht naiher eingehen. 

Ich bemerke, daB sich auch der Markoffsche Satz als Spezialfall aus 
unseren Betrachtungen von neuem ergibt, denn es braucht nicht gefordert 
zu werden, dab w(a) beliebig grofe Wachstumsstellen besitze, vielmehr 
darf w(x) von einer gewissen Stelle an konstant bleiben. Dies ist vom 
Standpunkte einer einheitlichen Ableitung aller dieser Sitze nicht ohne 
Interesse. 

Fiir den allgemeinen Fall, daB beide Integrationsgrenzen unendlich 
sind, besitzt man noch keinen Konvergenzsatz; ein solcher wird in § 4 
dieser Arbeit gegeben. 

Ist a>0, so hat das Integral (8) auch einen korrespondierenden 
Kettenbruch (vgl. z. B. Perron, Lehrbuch, 8. 377) 

1 | J 1 1 | 

(10) [27 % T lyst to 
und zwar sind alle b, positiv; setzt man 

Cy; te 


| Cy Cy +e € 


(11) v%=1, =| aed (v = 2,3,---), 


¢, Cy41 *e* Gee | 
so folgt aus Perrons Lehrbuch, 8. 304, Satz 5 und 8S. 375, Formel (6): 
2 ra 

— , bsy41= a 
r WyPras Py Prat 
dabei ist g, durch (4) definiert. Dieser Kettenbruch steht in enger Be- 
ziehung zu dem assoziierten Kettenbruch. Sind namlich 

K, (2) A (2) 

L,(2) ‘ B, (2) 
die Naherungsbriiche v** Ordnung des Kettenbruches (3) bzw. des Ketten- 
bruches (10), so ist 


us K,(2)_ Ag» 
(18) Lia ~ Baw ae 


fiir die Integrale (8) und (2) wird sich ein zu (10) analoger Kettenbruch 
ergeben, welcher zu dem assoziierten Kettenbruch in derselben Beziehung 
steht, wie der Kettenbruch (10) fiir den Fall a = 0. 


" 1 
(12) m=, d 





(y= 1,2,3,---); 
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§ 1. 
Ist rein formal die Reihe 


ba oe c& | 
(14) 2? ata: 
gegeben, und bildet man mit Hilfe der Formeln (4), (5) und (6) den Ketten- 


bruch (3)*), so nennt man diesen auch mit der Reihe (14) assoziiert. Er 
besitzt die charakteristische Eigenschaft (vgl. Perron, Lehrbuch, 8.376), daB 


die Entwicklung des Niherungsbruches v** Ordnung rae nach fallenden 
Potenzen von z bis zur Potenz z~*" einschlieBlich mit der Reihe (14) 
iibereinstimmt. 

Ich formuliere nun den 


Satz 1. Wenn von den drei Beziehungen 


(1) eta t pty t +++ assosiiert mit t+ 34--., 
k » | ” , d 
(Il) ietean tistegnt assozuert mit H+ By..., 
d, d, uty * C, Cs Oh <: 
(IIT) the ar formal gleich a + oro? re 


irgend zwei statthaben, so hat auch die dritte statt.**) 

Der Beweis lift sich mit Hilfe einer von Herrn Perron mir freund- 
lichst mitgeteilten Vereinfachung folgendermaBen fiihren: 

Beziehung (I) besagt: 


Ke) G& , & G, -.; 
L@ st et t+ at art 
also auch 
Kjz¢+P—  «¢ Coy é 


= eee - — at ol 
Le+6)~ 2+8* @+—t + Gap” GapPrit , 


‘ ws 
wofiir wir auch setzen kénnen: 


> K,(z + ) CQ Cs, v 
) lim [ete — te t+ Ese) =0 
fiir v = 1, 2,3,---. 


*) Vorausgesetzt, dab o,+-0 (» = 1,2,3,---) ist. Sind speziell die g, durch (1) 
definiert, also die Reihe die formale Entwicklung des Integrals (2), so ist dies der Fall. 
**) Man kann den Satz statt fiir die Transformation z + # etwas allgemeiner fiir 


die Transformation a 6 («=+-0) formulieren. — Unter ,,formal gleich“ in (III) ist 


zu verstehen, dab die formale Entwicklung der zweiten Reihe nach fallenden Potenzen 
von z identisch wird mit der ersten Reihe. Es bestehen also die Gleichungen: 


d,=—¢,— ("7 *) Bea + ("2 *)ee_s— vee of (— att gtmte, 
(x =1, 2, 8,---), 
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Ebenso ist Beziehung (II) gleichbedeutend mit: 
, : K,@+ 6) __ d re 4,, 2+ 
m) lim [Tete — (a +--+ Fe) 0 
fir v = 1, 2,3,---. 
SchlieBlich besagt Beziehung (III): 
in ‘ d, d,, Se c - _ “ey 27 
(HI) lim [(F + +--+ 3)- Giger + oon) |er=0 
fiir v = 1, 2, 3,--+; 
und es ist klar, daB von den drei Beziehungen (I’), (II’), (III’) je zwei die 
dritte zur Folge haben; somit ist der Satz bewiesen. 
Ich leite aus diesem Satze eine speziellere Folgerung ab, auf die ich 
mich spiiter beziehen werde. Offenbar ist die formale Entwicklung des 
Integrals 





f dy(a) 
z+a2+f6 


nach fallenden Potenzen von z gleich der entsprechenden Entwicklung des 
Integrals 


dw (x —- 8) 
z+2 
a+p 


Denn es folgt ja durch eine einfache Transformation der Integrations- 
variablen 


f d(x) = ( 22e=0. 
z+f6+2 iP z+a2 ’ 


a 


nun ist aber das erstere Integral formal gleich der Reihe > G = ay und 
noe 1 


das letztere Integral formal gleich einer Reihe >; aus Satz 1 folgt 


1 


daher der 
Satz 1”. Ist 
k, kg ie : dy (x) 
a a Im 
so ist 


+--+ assoztiert mit fit. 


s+a? 
a+, 


k, | +— ee e4 
je+@+h * le+8+h 


dies gilt offenbar auch fiir a = — oo. 


Mathematische Annalen, LXXVL 20 
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§ 2. 
Besitzt w(x) beliebig groBe Wachstumsstellen und ist 





(15) lim int V2, fe av(e) = endlich, 
2=@ “o 

so konvergiert — wie Herr Perron bewies (a. a. O. Satz 2) — der Ketten- 

bruch (10) fiir alle z, die nicht der negativ reellen Achse inkl. 0 ange- 

héren und ist gleich dem korrespondierenden Integral (9). 

Um die Bedingung, dab w(x) beliebig groBe Wachstumsstellen be- 
sitze, durch die weniger erfordernde zu ersetzen, daB w(x) unendlich viele 
Wachstumsstellen aufweise, haben wir nur zu bemerken, daB die obige 
Voraussetzung von Herrn Perron nur bei der Kettenbruchentwicklung des 
Integrals (8) benutzt wurde, der Konvergenzbeweis des Kettenbruches (10) 
hingegen von dieser Voraussetzung frei ist. Ich werde im folgenden (§ 3) 
obigen Satz mit dieser Erweiterung beniitzen.*) 

Mit Riicksicht auf die Beziehung (15) folgt hieraus, daB unter der 
Bedingung (15) auch der assoziierte Kettenbruch fiir alle z, die nicht dem 
Intervall <0 angehéren, konvergiert und gleich dem Integral ist.**) 

Man beachte, daB die Bedingung (15) sicherlich erfiillt ist, wenn die 
obere Integrationsgrenze auch endlich ist; denn in diesem Falle ist offenbar: 


b 
(—1)*¢,— f a-'dv(x)<b-1e, (x= 1,2,3,---). 
0 


§ 3. 

Die Siitze des § 2 will ich unter der Bedingung, dab 
(16) lim mt V2 | fa dw(x) = endlich 
ist, auf das Integral f ~ 

° dw (z) 
(17) Fo= fie 


iibertragen; hierbei ist a irgendeine reelle Zahl. 


*) Es la8t sich leicht beweisen, daf die Bedingung (18) durch die etwas all- 
gemeinere ersetzt werden kann: es soll eine Zahl G existieren, so daB 
- ace 
lim inf —— | 2*~'=dw(z)—0 
im in ed Lo (x) 


z=@ 


“2G 
ist; diese Erweiterung wird im folgenden nicht beniitzt. 
**) Wenn die Bedingung nicht erfillt ist, konvergiert er zwar auch (vgl. z. B. 
Perron, Lehrbuch, 8, 398, Satz 6), aber méglicherweise nicht gegen das ihn erzeugende 
Integral (9). 
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Offenbar ist ~(2+ a) eine im Intervall (0,00) niemals abnehmende 
Funktion mit unendlich vielen Wachstumsstellen und es° ist 


(18) F(s—a) = f “89. 


Ich will nun auf dieses Integral die in § 2 angefiihrten Perronschen Sitze 
anwenden, habe daher zu zeigen, dab unter der Voraussetzung (16) auch 


LT: ah Sigal 
(19) lim inf Va / x*~'dy(x +a) = endlich 
0 


7=@ 


ist. Nun besagt aber die Beziehung (16), daB fiir unbegrenzt viele Werte 
von x die Ungleichung besteht: 


I feav(a)| =\c,| < G*x!, 


wo G eine von x unabhingige Zahl ist. Ich betrachte nur diese Werte 
von x; dann ist fir » <x: 


l= fa-tdv(a) < fa-dy(2) + f2-'dv(@) 


1 
Z(laltly-tat lel + J a tdy(e) | 
S2(la| + 1g +1 eI, 
also fiir geniigend groBe Werte von x: 
(20) le, S(la| + @ + 1x! (v= 1, 2,--+, x). 
Nun ist aber 


fx du(a+ a) = | (e—ay-'dv(2) 


Sle) +("7')lallenal +++ +lal*4; 
daher mit Riicksicht auf -(20): 


[amtdu(e + a) < (jal +14 GY (jal + 1x, 
0 
also ist die Bedingung (19) erfiillt. Bezeichnet man also mit 
‘ tds, | _ 1S Pee 
@1) loth * [e+e * [e+e 
den assoziierten Kettenbruch des Integrals (18), so konvergiert derselbe 
fiir alle z, die nicht der negativ reellen Achse inklusive Null angehéren 


und unter der Bedingung (16) ist er in diesem Bereich gleich dem Integral. 
20* 
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Ersetzt man wieder z duch z +a, so hat man also das Resultat: 
Der Kettenbruch 
(22) re ee ee oe 
ig z+a+l, z+a+l,’ ' «z+at+h 
konvergiert gegen das Integral (17) fiir alle z, die nicht dem Intervall 
z<—a angehéren. Es bleibt noch zu zeigen, dab dieser Kettenbruch 
mit dem Integral (17) assoziiert ist. Dies ist nicht etwa trivial und darf 
nicht einmal aus dem Umstande gefolgert werden, daB der Kettenbruch 
(22) gegen das Integral (17) konvergiert, denn es ist noch nicht be- 
wiesen, daB ein Kettenbruch dieser Form, falls er gegen das Integral (17) 
konvergiert, auch mit ihm assoziiert ist. DaB im vorliegenden Falle der 
Kettenbruch (22) mit dem Integral (17) assoziiert ist, folgt aber un- 
mittelbar aus Satz 1’; es ist also 
(23) kv=k,, at+l'=1l, (vy = 1, 2, 3,---); 
hierbei ist /,’, J,’ in eben solcher Weise aus den 


¢/= {(- ay~'dy(a +a) (x = 1, 2, 3,---) 
0 

zu bilden, wie k,, 1, aus den c, gebildet wurde (vgl. die Formeln (4), (5) 
und (6)). 

Die Beziehungen (23) lassen sich auch direkt aus gewissen Eigen- 
schaften der Hankelschen Determinanten ableiten. 

Wir haben also das Resultat géwonnen: 

Satz 2. Wenn w(x) eine niemals abnehmende Funktion mit unendlich 
vielen Wachstumsstellen ist, so konvergiert der mit dem Integral 


“dw (x) 

J *+e 
assoziierte Kettenbruch fiir alle z, die nicht dem Intervall z << — a angehiren; 
unter der Voraussetzung (16) ist er in diesem Bereich auch gleich dem Integral. 


In dem von Herrn Perron angefiihrten Beispiele (a. a. 0., 8. 553) ist 
also der mit dem Integral } 


Jeera (e>—1, |G <0) 


assoziierte Kettenbruch fiir alle z, die nicht dem Intervall z< — a ange- 
héren, gleich dem Integral. 

Es ergibt sich leicht noch eine andere Kettenbruchentwicklung des 
Integrals (17). Der mit dem Integral (18) korrespondierende Ketten- 
bruch sei 


(24) i! 


11, 4 
[bs * fb + 


stat 
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wobei b,’> 0 ist. Nach einem Stieltjesschen Satze (vgl. z. B. Perron, Lehr- 
buch, 8S. 390, Satz 4) ist die Divergenz der Reihe >), die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir, daB der Kettenbruch (24) fiir alle nicht 
der negativ reellen Achse inklusive 0 angehérenden z konvergiert und gleich 
dem Integral ist. Ersetzen wir wieder z durch z+ a und beachten § 2, 
so folgt der 

Satz 3. Damit fiir alle z, die nicht dem Intervall z << — a angehiren, 
die Gleichheit besteht: 


; “dw (x) L itl bunks af 
(25) s2e- [by oat] [b,’ * [or e+a) * yt 


ist notwendig und hinreichend, dap Sy ’ divergiert; unter der Voraus- 
? ¥ 9 


setsung (16) ist dies sicher ‘der Fall. 
Hierbei sind die b,’ aus den ¢,’ in derselben Weise zu bilden, wie die b, 
aus den ¢, gebildet wurden (vgl. die Formeln (11), (12) und (4)). 
Bezeichnet man die , eras v'* Ordnung der Kettenbriiche 


21) und (24) bzw. mit - Ty und a so ist offenbar 


Kj(z) = Ag, (2) 
Le B® sittin dt tiki 
nun ist mit Riicksicht auf die Beziehungen (23) der Niherungsbruch 


v Ordnung des Kettenbruches (3): a at ‘ und der Naherungsbruch 
v** Ordnung des Kettenbruchs (25) ist #5 +“. Die Kettenbriiche (3) 
und (25) stehen also in derselben Beziehung zueinander, wie fir a = 0 
der assoziierte und der korrespondierende Kettenbruch. 


§ 4. 
Fiir den assoziierten Kettenbruch (3) des Integrals (2) 


"dy (a 

F=f he 

liBt sich durch weitere Ausgestaltung der Markoffschen Methode ein Kon- 

vergenzkriterium ableiten, ihnlich wie Herr Perron (a. a. 0.) sein Kriterium 

fiir den assoziierten Kettenbruch des Integrals (8) bewies: nur muB Q(2) 
geeignet gewahlt werden. 

Ich nehme an, da fiir unbegrenzt viele Werte von x die Ungleichung 

besteht: 


(26) fo av(e) = C5415 Gal, 
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wo G eine von x unabhiingige Zabl ist. Mit andern Worten, es ist: 


lim int V/“ **+1 = endlich. 


Sodann setze ich 


1 p(x) — (2) | 
(27) Q(z) = ey: 
wobei 


y(2) = [- [wae —2*) =9(-2) 


ist. Da (x) — p(z) durch 2+ 2 teilbar ist, so ist Q(x) ein Polynom 
vom Grade 2x—1; sei x <4 und auBerdem so gewihlt, dab die Un- 
gleichung (26) fiir diesen Wert von x erfiillt ist; und zwar diirfen wir 
uns x beliebig groB denken, wenn wir nur 4 grob genug gewiahlt haben. 
Aus Perrons Lehrbuch, 8. 379 Formel (17) und 5S. 368, Hilfssatz 3, folgt, 
daB die 4 Wurzeln von L,(— x) ungleich und reell sind. Bezeichnet man 
sie mit 2,, 2%, --*,%,, 80 “arg 


al ee coe 


adi a> 
(28) - 
art fest 
( 7 
dy(z) ,(@) 1 
jee er ewes 
(29) e 
y Ky (— 1 
ie Fe (— x) *(; + 2; —2 (2). 





Wir denken uns jetzt unter einen beliebigen rein imaginaren konstanten 
Wert, 2 = iv, dann folgt aus (27) 


, 1 p[x) . 
(30) iota 2@) = adie’ 
ferner ist: 
(31) (iv) = [Toe + 0°), 
Um nun .7)_ a unterscheiden wir zwei Fille; sei erstens 


ivu+e2 
—)I)GsaspG, 


*) Vgl. Perron, Lehrbuch, 8. 387; daselbst wurden diese Formeln zwar nur fiir 
endliche Integrationsgrenzen aufgestellt und benutzt, ihr Beweis ist aber frei von 
dieser Voraussetzung. 
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wo p eine der Zahlen 1, 2,---, x bedeutet. Dann ist 


p-—l * 
\9(2)| =f-](@—ve)- [Joe — 2") 
1 p 
p-1 x 
<[[@e-ve). PJoe-w-ve 
1 P 


= G*(p —1)!(« —p + 1)! 
< Gx. 
Daher ist fir 0< 2?<xG: 
Ip (x)| < Ox 
also, mit Riicksicht auf (30) und (31): 


x 


7 1 1 G : , 
(82) |-42-2@|S poll wes on ~ 5) jo] Mr OSM Exe 
und**) 

lim ¢, = 0. 


Sei zweitens z*>xG; dann ist: 


9 (x) _ se Lill 
tvu+2 (v? JE ¢ 0G) < = / 


daher ist mit Beriicksichtigung von (30) und (31): 
ue 

|\tvu+2 
Aus (32) und (33) folgt nun zusammenfassend fiir alle z: 


(33) —Q(2)\ <6, 5", fir aD 2G. 


1 w* 
(34) ope ~2@)| <p +e Gr, 
Die Anwendung von (28), (29) ond od liefert nun die Ungleichung: 
* av (2) E,69)| — sf JS : 
| fze- L, @) | <7 dy (z) + ot i a? dy(x), 





und nach unseren Voraussetzungen folgt hieraus sogleich: 
fim ME _ [ave 
— L, (Gv) J iota 


*) Fiir p=1 ist das erste Produkt durch 1 zu ersetzen. 


G* x! 


= 
) Hierbei ist ¢, -[- ] wea 7 olin) gesetzt. 
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Somit ist zuniichst bewiesen, daB der Kettenbruch (3) fiir jeden rein 
imaginiiren Wert von z gegen das Integral (2) konvergiert. Nun ergibt 
sich aber leicht, daB dies tiberhaupt fiir jeden nicht reellen Wert von z 
der Fall ist. Es ist nimlich 


"dw(a+ u) 
F(2) = e t+a+u’ 
wenn « irgend eine reelle Zahl bedeutet. Also auch 


(35) F(z—u) = fiat , 


—os 


und aus Satz 1’ folgt, dab dieses Integral mit dem Kettenbruch 
k | e | y | 
swt, + eu, t fs—epa, T°" 
assoziiert ist. Ich brauche also nur zu beweisen, daB dieser Kettenbruch 
fiir ¢=iv(v reell +0) gegen das Integral (35) konvergiert. Dies ist 
sicher der Fall, wenn nur fiir unendlich viele Werte von x 


(36) [a dw(a+ u) <4(G +} \u|)* x! 


ist. Nun ist aber 
fa d(x + u) = | (a — u)** dy(x) 

7 7 |] o 

<f (2\ui)**ay(e) + f 2a)*dv(a) 

S (2 |ul)** c, + 4%, 435 
mit Riicksicht auf (26) ist also (36) fiir unendlich viele Werte von x er- 
fillt. Wir kénnen unser Resultat so zusammenfassen: 

Satz 4. Sei w(x) eine im Intervall (— co, c©) niemals abnehmende 

Funktion mit unendlich vielen Wachstumsstellen, aber derart, dap die Integrale 


IC ry" d(x) =e, (x = 1, 2, 3, -*+) 
existieren. Wenn dann . 
(37) lim inf /+,c,,.4, — endlich 


4=@ 


ist, so ist der mit dem Integral 


ax 


jz 
+2 
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assoziierte Kettenbruch (5) fiir alle nicht reellen Werte von z konvergent und 
gleich dem Integral. 

Ich bemerke noch, dab man mit Hilfe einer Extension (vgl. Perron, 
Lehrbuch, § 44) leicht einen Kettenbruch von der Form 

5 1 1 1 1 

38 = . eee 
on hata, * a+ Beto, + ‘ 
bilden kann, sodaB dessen Niherungsbriiche gerader Ordnung genau mit 
den aufeinander folgenden Niiherungsbriichen des Kettenbruches (3) iiber- 
einstimmen. Der Kettenbruch (38) spielt hier also eine ‘ihnliche Rolle, 
wie der korrespondierende Kettenbruch fiir das Integral 


* dw (x) 


J *2+2 
0 


Beispiel: Bereits Tchebychef*) hat fiir das Integral 


~ 


io -ré —rxz 
9 [8-fSeP (r>0) 


— oo -os 


die formale Entwicklung gefunden: 


—2Yrax 2r 4r 6r 
(40) — 2rz |—2rz —-e  |——_—.. 


fiir r = 1 sind die Naherungsnenner dieses Kettenbruches die Hermiteschen 
Polynome. Der Kettenbruch ist offenbar fiquivalent mit dem folgenden: 
Vz 1 2 | 3 

T _2r = 2r 2r 


(41) 


~ ~ ~ 


DaB dieser Kettenbruch mit dem Integral (39) wirklich assoziiert ist, er- 
gibt sich leicht aus Perrons Lehrbuch, 8.314, Formel (26) wenn man 
darin ¢ = ; und ¢ = — on setzt; denn das Integral (39) ist formal gleich 
der Reihe: 
1 3 5 

(3) (3) (a) 4 n Yeo(! 1 3) 

syr (er)? (2¥r)* ee ee 
wo Q die Bedeutung von Perrons Lehrbuch, S$. 313, Formel (24) hat. Es 
scheint aber, daB nicht einmal fiir diesen speziellen Fall die Konvergenz 


des Kettenbruches gegen das Integral nachgewiesen wurde. Dies folgt nun 
sofort aus Satz 4. Denn man findet leicht: 


*) Oeuvres 1, p. 506. 
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~ 
1 
° a . Gade 
Con41 - er" 2*dz= 2 / o°? g** dz -f eu 2du 
ad 0 0 


(«+ 7, _ 1:8-++ (x — 8) (2x—1) 


1 2r)* rT 
*+ 2 





J 
xly/2 
<35)- 
also ist die Bedingung (37) erfiillt. Der Kettenbruch (40) und auch (41) 
konvergiert also fiir jeden nicht reellen Wert von z gegen das Integral (39). 
Anmerkung. Die Entwicklung des Integrals (39) und sogar eines 
allgemeineren Integrals laéBt sich auch auf.einen einfacheren Fall zuriick- 
fihren. Ist naimlich 
¥(z) —e v(- x), 
so kann man statt des Integrals (2) ein Integral betrachten, welches nur 
von 0 bis co erstreckt ist. Denn jetzt wird: 


~ 0 co ~” 
[ee- [22+ fRO-2 Si dy(a) = — 20 f du(Vz) . 
z+2z J t+2 z+z2 -- «2+ (— z%)? 
—« —2 0 0 
sei nun der mit diesem mer ee Kettenbruch: 
—2z 1 


i—he t 1 + an t + se 


dann ist offenbar der mit ihm fquivalente Kettenbruch: 


2 1 = 3 1 
B| 58! Ge! &e! 
| 2 Z Z Zz 


assoziiert mit dem Integral (2). Auch die Bedingung (37) geht jetzt in 
die Bedingung (15) tiber, deyn es ist: 


fe dv(Vz) = f 2 dy(x) = + J ‘2 dy(z). 


Speziell im obigen Beispiel wird: 


- “1 rede at *dzx 
Set eB -—8¥7, 
t+2 — £2+(—s) Vt mas 
=< 0 


und unser Resultat folgt nun sofort aus einer von Stieltjes stammenden 
Entwicklung (vgl. z. B. Perron, Lehrbuch, 8. 392, Formel (21)), wenn man 
darin « durch =: und g durch — rz* ersetzt. 














2 
M. Prancueret. Sommation par les moyennes de lim f f(x)cosxydx. 315 
I=02 e 


Sur la convergence et sur la sommation par les moyennes 


de Cesaro de lim | f(x) cos zydz. 


Par 


Micuet Piancueren a Fribourg (Suisse). 


§ 1. 
Introduction. 


L’objet principal de cette Note est la démonstration du théoreme 
suivant: 
Si f(x) est une fonction réelle, définie dans Vintervalle (a, co), a> 1, 


si de plus { f(2)* log? adx est finie, la limite 
lim Sf(@) cos ry dz 


converge presque partout dans Vintervalle —c% <y< +00 et représente 
dans cet intervalle une fonction Fy) de carré intégrable, c'est a dire telle que 


+2 
J F)dy 
existe. 


Dans une note précédente sur le méme sujet*), j’avais énoncé ce 
théoreme comme vraisemblable. Or, récemment, M. G. H. Hardy**) a dé- 


z 
*) M. Plancherel, Zur Konvergenztheorie der Integrale lim J f(x) cos ry dx 


[Math. Ann. 74 (1913), p. 573—578, p. 578]. A la page 578, lignes 10 et 11, il faut 
lire log* x au lieu de log a. 

) G. H. Hardy, On the summability of Fourier’s series [Proc. Lond. Math. Soc. 
(2) 12 (1913), p. 365—372]. 














316 M. Praxcumnxt. 


montré un théoréme analogue pour les séries de Fourier, et il a eu l’ama- 
bilité d’attirer mon attention sur l'emploi de sa méthode dans le cas des 


intégrales de Fourier , 
lim Sf() cos ry dz. 


J’utiliserai ici la méthode de M. Hardy; pour cela, il sera nécessaire 
d’étendre aux intégrales de Fourier le procédé de sommation de Cesiro 
et de démontrer pour elles les analogues des théorémes de Fejér et de 
Lebesgue relatifs aux séries de Fourier. Cette extension, esquissée dans 
un travail antérieur*), présente un intérét propre; je la développe dans 
le § 3. 

Les raisonnements qui suivent sont basés sur quelques résultats de 
la théorie générale des représentations intégrales que je me permets de 
résumer dans les lignes suivantes. 

Soit f(z) une fonction réelle, définie dans l’intervalle (0, co) et de 
earré intégrable (au sens de Lebesgue) dans cet intervalle, c’est 4 dire 


telle que J f(x)*da ait une valeur finie. L’expression 


Vii i. fas ( fr emteat) - Vii Srossta 


existe presque partout dans l’intervalle (— co, + oo); elle définit une 
fonction paire F(x) de carré intégrable dans cet intervalle. En particulier, 
si la limite 


t 
lim f f(€) cos xe dé 


existe presque partout, on a presque partout 


4 
(1) F(2) = lim | = J £18) con at db 
} 

Nous nommerons F(z) la transformée de Fourier de f(x). Réciproque- 
ment, la transformée de Fourier de F(z) n’est autre que f(x). Si g(x) 
est une seconde fonction de carré intégrable dans (0, 00) et si G(x) dé- 
signe sa transformée de Fourier, on a la relation tres importante 


(2) J fa) g(a) da = { F(x) G(a) de. 


*) M. Plancherel, Contribution 4 l'étude de la représentation d'une fonction 
arbitraire par des intégrales définies [Rend. Circ. Mat. Palermo 30 (1910), p. 289—335, 
p. 382—335]. 
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Le lecteur pourra trouver la démonstration de ces résultats dans mon 
mémoire des Rend. di Palermo cité plus haut. 
§ 2. 
= 
L’ordre de grandeur de . fi f(x) cos xy dx. 
a 


Cet ordre de grandeur est donné par le théoreme: 
Si f(x) est une fonction de carré intégrable dans Vintervalle (0, 0) 
on @ presque partout 


ee 
lim — fre) cos zydxz = 0. 
0 
Dans la notation de M. Landau*), ce théoreme énoncerait que 
S fla) cos zydx = o(log 2) (2+ oo). 
0 


Désignons par F(x) la transformée de Fourier de f(x) et par G(x) la trans- 
formée de Fourier de la fonction 


{coszy, OS r<z, 
g(2) = 
|; Q, s<2<00. 


Nous pouvons calculer G(x) par la formule (1); nous obtenons 


0) VF ffeonty conteat ~ 3/2 [ststete . snse— 
0 


Si, done, nous appliquous a f(x) et g(x) la relation (2), nous aurons en 
tenant compte de la parité de F(x) 


mr sin z(a-+ y) 4. =e— ¥) 
re cos zy dx =V Vi fro| )[ a 7 |da 
1 2 , sin z(a—y) 
-i/3 Sr SED as 
-iy/2 Sr + ent as 





*) Rappelons que f(x) = 0(g(az)) (wa) signifie que lim ae =0 et que 
. z=a 
f(x) = O(g(x)) (x >a) signifie que lim sup f(@) est finie. 
z=a | (2) | 
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@ désignant un nombre positif arbitraire, nous décomposons la derniére 
intégrale en trois parties 


La premiére et la troisitme partie sont uniformément bornées en z, y. 
En effet, on obtient, par exemple, pour la premiere partie, en utilisant 
linégalité de Schwarz 


(jf F(y+8) at) < ( . { Fu +0) as) 
a +o 
< fraser. J? <i [rufa 


Par conséquent, 


fre cos zydz = O(1) + - ; 1/3 fri +8) mtg 


Comme 0(1) =o (logz), lorsque z + oo, la démonstration du théoreme 
est ramenée a celle de 
+9 


[r+ ag =o (logs) (e-+00), 
a 
presque partout. Cette dernitre a été donnée par M. Hardy dans son 
mémoire cité plus haut. Pour étre complet, nous nous permettons de la 
reproduire. Elle repose essentiellement sur le fait, démontré par Lebesgue*), 
que presque partout dans l’intervalle — co < y< + co 
ris 
(3) (8) — fi p(&)| dé = 08) (E-+0) 
v 


lorsque o(&) est définie par 


p(&) = F(y+é) + F(y—&) — 2F(y). 


Si nous remarquons que 
+0 


FQ) {ae - 011) 





*) Cf. H. Lebesgue, Legons sur les séries trigonométriques (Paris, Gauthier-Villars, 
1906), p. 15; Ch. J. de la Vallée-Poussin, Cours d’Analyse infinitésimale, 2° édition 
(Paris, Gauthier-Villars, 1912), t. 2, p. 115, 116. 
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2=@ a 


nous aurons encore 
i F(y+s) "ag f [F(y+8)+Fy—p) atta 
= 0(1) + f [Fy+8) + Fy) —2Fy)) ma 


= 0(1) + face tas, 


Or, par décomposition de l'intégrale et par estimations tres simples com- 
binées avec une intégration par parties, nous obtenons successivement, en 
tenant compte de (3), presque partout 


1 1 


forts ta eg 2 o(: figcpiat 4 


ope) 
= o(r0(2)) + 0[2?—» +f va 


ole 


= 0(1) + of?) |+ of'y "og 


= O(1) + o(log z) = o(logz). 


Par conséquent, presque partout, 
[rote a = 0 (log 2) (2+ 00). 
“3 


Remarquons que le théoréme de Lebesgue et par conséquent la derniére 
partie de la démonstration exigent seulement que F'(y + ) soit intégrable 
dans —d<§E<+0. 
§ 3. 
La sommation de Cesiro de / f(x) cos xyde. 


L’extension aux intégrales du procédé de sommation de Cesaro est 


immédiate. Nous dirons que I'intégrale J f(z) cos xydz (convergente ou 
0 
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non) est sommable par les moyennes de Cesaro d’ordre J, ou plus sim- 
plement est sommable (Cd) lorsque 


z 


lim f (1 - =) f(2) cos zydx 
caey 7 


existe et est finie. Cette limite représente la valeur (Cd) de l'intégrale 


J f(z) cos zydz. En particulier donc, lintégrale précédente est som- 
0 
mable (C0) si 


lim {fle cos zydz 


aieedl | | 


converge. 


Il est clair que si_{ (2) dz est sommable (C0), elle est sommable 
0 


(C1) et a méme valeur. En effet 


Jo- *) p(x) dz = J ve)az -- fxg (@) dx; 


0 


il suffit done de montrer que l’existence de la limite pour z= oo du 
premier terme du second membre a pour conséquence 


lim + | xp(x) dx =0. 


2=@ 
i) 
Or, on a 
s Ve 


es , 1 if 
: Jep(oae ". + f+ g I 
1) t) Vs 
Mais, d’aprés le second théoreme de la moyenne 
} 


Ve Ve 
Jeg(a)dx <Vz | o(x)dz O<E<Ys, 


[2p ada <Ve fo(a)dz|+2\fo(adz) Vest<s. 
Ve Vr b 


Done 


Ve & 


3 feral sye(J +f )vae+| fotwae| 
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Les deux premiéres intégrales du second membre sont bornées, quel que 


soit 2; quant a la troisiéme elle tend vers zéro avec — puisque § tend 
vers oo avec z. On a donc bien 


lim * | x(a) dx =0 
0 


lorsque lim | { p(a) dz existe et est finie. 
s=OQ 


On peut établir pour les intégrales de Fourier un théoreme analogue 


au théoreme de Lebesgue sur la sommation (C1) des séries de Fourier. 
Il s’énonce: 


Soit f(a) une fonction de carré intégrable dans Vintervalle (0, co) et 
F(x) sa transformée de Fourier. 


L’intégrale 
V2 f{F@ cos ry dx 
0 


converge (C1) vers f(y) en tout point ou 
If(y+8) + f(y—§) — 2F(y)| 
est pour § = 0 la dérivée de son intégrale indéfinie. 
En particulier donc, elle converge (C1) vers f(y) en tout point ou f(y) 
est la dérivée de son intégrale indéfinie et en tout point de continuité de f(y). 
Sa convergence (C1) est uniforme dans tout intervalle fini de continuité 
de f(y). 


Considérons en effet l’expression 


T fh 2 
Vi J (0-2) Fe) om zyas 


et introduisons la fonction 


zx 
G(2) = (0-4) cos zy, OS r<z, 
0, e<4r<oo 
dont la transformée de Fourier g(x) est, d’aprés (1) 


g(x) = Vy: fo ~ *) cos Ex cos Eydé 
0 


1 ry tot ery sin*z & z| 
tr zZ yz (@+y)? 7 (@—y)? P 
Mathematische Annalen. LXXVI. 21 
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La formule (2) appliquée 4 ces fonctions nous donne 


| sin® g - ory sin?z~ _” 


/3 | 
V: fe-3) re onzyde 2 fro |s ar a @—y* | %- 


Si nous convenons de définir f(z) pour 2 négatif par la condition 
f(—2) = f(2) 

nous pouvons mettre le second membre de la relation précédente sous la 

forme 


sin* £§ 


+ ° t— + 
2 sin“ Zz 2 9 é 2 
2 Ste eage 2 RJ tot+ dp at 


Une estimation analogue a celle que nous avons faite au § 2 pour des 
intégrales étendues aux mémes intervalles (— oo, —d) et (0, +00) nous 
—d +e 
montre que J et J sont uniformément bornées en y, z. Par suite de la 
) 


présence du facteur les termes correspondants tendent uniformément 


vers zéro, lorsque z-»+ co. Tout revient done a l'étude de la limite pour 
z=oco de 


0 —ain 


7 
sin? zs sin* — 


2 fos godt —% ify +8) +fly-B) ps at. 


Or, c'est & l'étude de cette méme limite que l’on est conduit en étudiant 
la sommation (C1) des sériés de Fourier. Cette étude, abordée pour la 
premiére fois par Fejér, a été poursuivie par Lebesgue.*) Lebesgue a 
montré que non seulement cette limite est égale 4 f(y) en tout point de 
continuité de f(y) et qu’elle est uniforme dans tout intervalle fini de con- 
tinuité de f(y), mais encore qu'elle est égale a f(y) en tout point od 


lim + f fiy+8) + fy—¥) — 2fty)\ ak = 0, 
g=0 § » 


*) H. Lebesgue, Recherches sur la convergence des séries de Fourier [Math. Ann. 
64 (1905), p. 251—280, p. 274]; Sur les intégrales singulitres [Annales de Toulouse 
(3) 1 (1909), p. 25—117, p. 88—90]. Cf. encore Ch. J. de la Vallée-Poussin, Cours 
d’Analyse infinitésimale, 2° édition (Paris, Gauthier-Villars, 1912), t. 2, p. 163. 
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par conséquent en tout point od f est la dérivée de son intégrale in- 
définie, c'est & dire presque partout. Comme nous avons établi que l’on a, 
uniformément dans — co < y< + co 


z é a 
= o sin*— 
tim V= f (1-2) F@) cosayde = tim * [[fy+8)+/-B]-p* a8, 
0 Pen 0 

il en découle que les résultats de Lebesgue s’étendent sans autre aux in- 
tégrales de Fourier; le théoreme énoncé se trouve donc complétement 
démontré. 

F(x) étant la transformée de Fourier de f(x), f(x) est inversement 
la transformée de Fourier de F(x). Par conséquent, d’aprés le théoreme 
précédent, presque partout ‘ 


t 
° 


~ Bien rr 
F(«) = V =tim | (1 — r) {(&) cos Exdé. 
0 
Substituant cette valeur de F(x) dans 
f(y) = V= lim f (1 —=) F(a) cos xydx 
ame! 
nous obtenons presque partout 
s t 
f(y) = = lim faz . lim fre (1 — *) (1 = *) cos x& cos zydé. 
2 es = 00 ‘ 


Cette relation a lieu en particulier en tous les points de continuité de f(y). 
Elle montre que la formule intégrale de Fourier 


f(y) = 2 faz fre cos z— - cosxydé 
0 0 


a un sens, pour toute fonction de carré intégrable dans (0, co) lorsqu’on 
somme les intégrales qui y figurent par les premi@res moyennes de Cesaro. 

Il est clair que dans toutes ces considérations nous pourrions rem- 
placer cos zy par sin zy et obtenir des résultats analogues. On déduirait 
encore, par exemple, que 


+ {aa { f(&) cosx(t—y) dé 
° 6 
converge presque partout vers f(y) (en particulier en tout point de con- 


tinuité de f) lorsqu’on somme (C1) les intégrales simples qui y figurent. 
21* 
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On étendrait de méme sans nouvelle difficulté essentielle la théorie 
de la convergence (Cd) (0<d<1) des séries de Fourier aux intégrales 
de Fourier étudiées dans ce travail. Les résultats seraient analogues. 


§ 4. 
La sommation (C0) de J f(x) cos xy da. 
0 


Le théoreme démontré au § 3 nous permet d’exprimer une condition 
nécessaire et suffisante pour la convergence (CO) de l’intégrale de Fourier. 
On a, en effet, 


VE fre) cos xydx = Vi fii —=) f(x) cosxydz 


+ L VE fsrte) cos rydz. 


La premiere intégrale du second membre converge presque partout vers F'(y), 
F désignant la transformée de Fourier de f. D’autre part, lorsqu’une in- 
tégrale converge (CO), nous avons démontré qu’elle converge (C1) vers 
la méme limite. Nous pouvons done conclure: 

La condition nécessaire et suffisante pour que l’intégrale 


VE fre cos rydz, 
9 


dans laquelle f(a) est de carré intégrable dans (0, 00), converge (C0) 
presque partout vers la transformée de Fourier de f(z), est que l'on ait 
presque partout ~ 

lim : faf(2) cos zydz = 0 

1=e8 0 


ecest a dire } 


Jxfla) cos rydz = 0(2) (¢-+ 00). 
0 
Par suite, pour démontrer le théoreme qui fait l'objet principal de 


2 
cette note, @ savoir que - {f(2) cos zydx converge (CO) presque partout, 


si J f(x)? log*zdz a une valeur finie, il nous suffira de montrer que sous 


cette hypothése 
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fetta) cos rydax = 0(z) _ (@ 00), 


Désignons, & cet effet, par g(x) la fonction 

(2) 0, 0O<2<a,a>l1 
Z\= 
° f(a) logz, a<a<oo. 


g(x) est, par hypothése, de carré intégrable dans (0, oo). Par suite, d aprés 
le § 2, presque partout 


S9(2) cos zydx = o(log z) (2+ 00). 
t) 


En procédant d’une maniére analogue 4 M. Hardy, nous obtenons presque 
partout, 


ft@ cos rydax = iz,9@) cos xydax 


-_ fot cos ty dt ~ fis . (2) foo cos tydt 
= — o (log z) + fo (mes) o (log x) dx 
= 0(2) + fo(a)ae = 0(2). 
L’hypothése: fi@? log’ «dz finie, a done comme conséquence 
0 


faf(2) cos zydz = 0(z) (2+ 00) 
0 


presque partout. V2 fi f(x) cosxzydz converge done (CO) presque par- 
0 


tout vers la transformée de Fourier de f, c’est & dire vers une fonction 
de carré intégrable dans (— oo, + oo). 

Le théoreme est encore vrai si l’on remplace dans l’intégrale de 
Fourier coszy par sinzy. Il contient comme cas particuliers les résultats 
de ma premiere note.*) 


* loc. cit. *), p. 315. 
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On peut se demander si l'on peut pour d'autres représentations in- 
tégrales que celles de Fourier obtenir des théorémes de convergence de 
méme nature. La réponse est affirmative. En transposant aux représen- 
tations intégrales la méthode de Hobson relative & la convergence des 
séries de fonctions orthogonales*), je démontrerai ailleurs que 


lim |f 7a) o(ey)az 
converge presque partout hong <y< co sous la seule hypothése: 
: | a) log* adx 
finie, lorsque @(z, y) est os fonction permettant comme cos zy la re- 


présentation intégrale d’une fonction arbitraire, (zx, y) étant assujetie a 
quelques conditions particuliéres que je ne précise pas ici. 


*) Cf. ma Note: Sur la convergence des séries de fonctions orthogonales [Comptes 
Rendus 157 (2° semestre 1913), p. 589—542]. 
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Uber die Konvergenz des Picardschen Verfahrens der sukzessiven 
Approximation bei gewdhnlichen Differentiaigleichungen. 


Von 


E. Trerrrz in Aachen. 


Picard hat gezeigt, daB man eine Differentialgleichung erster Ordnung 
q —— 

so = f(x,y) 

mit der Anfangsbedingung y=—b fiir 2=—a in folgender Weise durch 

sukzessive Approximation integrieren kann. Bildet man 


Yuri = b+) fay,) ae, 


wo die erste Niiherung y, willkiirlich gewiihlt werden kann, so konvergieren 
in geniigender Nihe des Punktes =a, y =} die Funktionen y, mit 
wachsendem » gegen eine Grenzfunktion, die die Differentialgleichung be- 
friedigt. Voraussetzung der Konvergenz und der Eindeutigkeit des Ver- 
fahrens ist dabei, dab f(x,y) in der Umgebung des Anfangspunktes end- 
lich bleibt und der Lipschitzschen Bedingung: 
f(t) — F@¥2)| < Nl — Ys 

geniigt, wo N eine hinreichend groB zu wiihlende Konstante bedeutet. 

Was die Konvergenz des Verfahrens angeht, so sind die urspriinglich 
von Picard gegebenen unteren Grenzen fiir das Intervall von z, in dem 
das Verfahren konvergiert, von Lindeléf und anderen erweitert worden.*) 
Eine Erginzung zu diesen Betrachtungen liefert der folgende Satz, den 
ich hier beweisen will: 

Man fiihve als unabhingige Variable in der Differentialgleichung 


*) Man vergleiche den Artikel von Painlevé, Enc. d, math. Wissensch, I A 4a, 
8. 198—200. 








328 E. Trerrrz. 


+ 


die Bogenliinge s der Integralkurve ein, indem man die Gleichung in der Form: 
d , d - i 
(I) i. = 9(2, ¥), 2 = h(z,y), (g?+h?—1) 


schreibt. Setzt man dann von den reellen Funktionen g(x,y) und h(x, y) voraus, 
daB liings jeder Kurve in der xy-Ebene die Integrale 


(IIa) f9(a,y) -ds und | h(z,y)-ds 
existieren, 
so konvergiert das Picardsche Verfahren solange als die Lipschiteschen Diffe- 
renzenquotienten : 
(IIb) G(X, Yr) — 9(%s Ys) jiat h(x, y,) — h(x, ys) 
V(@, — 2,)*+ Y:— 9)? V(@,— 2)? + (¥,— y,)" 
fiir eine beliebig kleine, aber endliche Umgebwng der Integralkurve endlich 
bleiben (Lipschitzsche Bedingung). Der Satz gilt unveriindert auch fiir 
Systeme von Differentialgleichungen. 
Hierzu ist zu bemerken, dab die Bedingungen (IIb): 
9 (2,41) — 9(%242)| < N- V(xy—2,)? + (Yo—m)*, 
h(a,9;) — h(2gy2)| << N- V(a.—2,)? + (ye — 4) 
etwas mehr verlangen als die Lipschitzsche Bedingung, wie sie oben for- 
muliert war; wahrend oben die Veriinderlichkeit der fiir die Integralkurve vor- 
geschriebenen Richtung blof fiir variables y bei konstantem x eingeschrinkt 
wurde, beschrinken wir sie jetzt fiir variables y und x. Wesentlich ist 
aber, daB wir diese Bedingung nicht mehr fiir ein von vornherein gegebenes 
endliches Gebiet zu stellen brauchen, sondern blo8 noch fiir die unmittel- 
bare Umgebung der Integralkurve. 
Die Bedingung (Ila) ist notwendig, um die Existenz der Niherungs- 
kurven zu sichern, sie bedeutet keine wesentliche Einschrankung.*) 
Um den genannten Satz gleich in der allgemeinsten Form zu be- 
weisen, schreibe ich das System von p Differentialgleichungen: 


Zz 2 . 
ds _ f(z, Y, 2,U,-**,W), 


dy 


ds _ g(x, Y; 2, Uy", w), 


© a : 
de WZ, Y, 2, U, **-, W) 


*) Ist namlich fiir einen Punkt der Integralkurve die Bedingung (Ila) nicht er- 
fillt, so ist jedenfalls auch die Lipschitzsche Bedingung (IIb) nicht erfiillt; fiir Punkte 
auBerhalb der Integralkurve kiénnen wir aber nétigenfalls g(a,y) und h(x,y) durch 


geeignete stetige Funktionen ersetzen, ohne dadurch an der Integralkurve etwas zu 
andern. 
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in vektorieller Form, 


= ai a(é), 

indem ich unter ¢ im p-dimensionalen Raum den Radiusvektor vom An- 
fangspunkte des Koordinatensystems zu dem Punkte mit den Koordinaten 
Z, Y, 2, U, +++, w verstehe. 6(#) ist dann ein Einheitsvektor, der in jedem 
Punkte des Raumes die Richtung angibt, die dort fiir die Integralkurve 
vorgeschrieben ist. 

Die Lipschitzsche Bedingung lautet in vektorieller Form: 

|o(t,) — B(F,)|< Nt, —#,). 
Die Konstante N, deren Endlichkeit nach unserer Behauptung eine hin- 
reichende Konvergenzbedingung ist, wollen wir als Lipschitzsche Konstante 
bezeichnen. 

Die Anfangsbedingungen nehmen wir in der Form ¢ =0 fir s=0 
an, was keine Einschrinkung der Allgemeinheit ist. 

Wir werden nun den Konvergenzbeweis in der Weise fiihren, dab 
wir zunichst in bekannter Weise fiir ein geniigend kleines Gebiet in der 
Umgebung des Anfangspunktes die absolute Konvergenz des Verfahrens 
beweisen. Dann beweisen wir weiter: Konvergiert das Verfahren absolut 
fiir einen Wert s = s,, so konvergiert es auch noch fiir alle Werte s zwischen 
s, und s,+ 4, wo 6 blob von dem Werte der Lipschitzschen Konstanten 
in der Umgebung des Punktes s, abhingt. Damit ist der behauptete Satz 
bewiesen. Denn es laBt sich, solange die Lipschitzsche Bedingung erfiillt 
ist, eine untere von Null verschiedene Grenze fiir 6 angeben; die absolute 
Konvergenz kann also in keinem Punkte aufhéren, wo nicht die Lipschitzsche 
Bedingung verletzt ist. 


Wir beweisen also zuniichst die Konvergenz fiir die Umgebung des 
Nullpunktes. Es ist 


i, = o(,)ds, 
0 


= =| o(t,) ds, 
0 
also 
t.4,—#,—f (0€,)—8€,_,) ds. 
0 


Ersetzen wir rechts den Integranden durch seinen maximalen Absolutwert, 
so erhalten wir unter Benutzung der Lipschitzschen Bedingung: 


|o(t,) - o(¢,_1)| < N- lt.- a ) 
Max |t,,.,—¢,|<s-N- Max |t,—?,_,]|. 
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Wihlen wir das Intervall nun so klein, daB s-N ein echter Bruch @ 
wird, so folgt: 

Max |7,,,—#,| << Max |?,—7,_,| 

< # Max ?,—?, |, 
woraus die absolute und gleichmaBige Konvergenz der Reihe 
t =t y+ (¢,—t,) + (@,—#,) +->> 

in bekannter Weise folgt, und zwar fiir jedes Intervall, das ganz im Innern 
des Intervalles 0 <s< W liegt. 


Nun wollen wir die Konvergenz in einem erweiterten Gebiet beweisen. 
Sei S(s=s,) ein Punkt der Integralkurve im Innern des ermittelten Kon- 
vergenzgebietes, fiir den also die absolute Konvergenz des Verfahrens fest- 
steht. Ist dann in der Umgebung des Punktes S die Lipschitzsche Be- 
dingung erfiillt, so gibt es eine Zahl P und ein zugehériges o derart, dab 
innerhalb der Kugel, die wir mit dem Radius 6 um S schlagen, fiir je 
zwei Punkte 7, und ¢,: 

| 5(é,) a o(t,)| < P\t,— t, | 
ist. 

Schlagen wir ferner um den Punkt S eine Kugel mit dem beliebig 
kleinen Radius ¢ <6, so miissen von einem gewissen », sagen wir n=h, 
ab die Punkte s—=s, fiir alle Naherungskurven ¢, (x >h) im Innern 
dieser Kugel liegen. 

Bilden wir nun die sukzessiven Approximationen 


F=f o,)ds =f o@,)ds +f o,)ds, 
0 0 4 


indem wir uns auf das Intervall von s, bis s,+ 6 beschriinken, so kénnen 
die Endpunkte aller Kurven /, fir »>h offenbar nicht auBerhalb der 
Kugel liegen, die wir mit dem Radius «+0 um sg, schlagen, denn die 
Punkte s = s, liegen fiir » >/ in der Kugel mit dem Radius ¢ und von 
diesen kénnen die Punkte s = s,+ 4 héchstens den Abstand d haben, da 
die Bogenlinge zwischen zwei Kurvenpunkten stets griéBer sein muB als 
ihr Abstand. Nehmen wir also d<o6—e, so miissen fir n>h alle 
Niaherungskurven zwischen s = s, und s = s,+ 6 innerhalb der Kugei mit 
dem Radius 6 um den Punkt S liegen. Es gilt deshalb: 
\o(t,) —B(t,,_1)| << P\t,—t,_,) 
und wir erhalten: 


tat a t= { (ee, a o(t,_,)}ds +f (oG,) per v(t, _1)} ds, 


0 
Max |?,,,—¢,| <f,(%) + P- d+ Max |f, —#,_,|. 
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f, (80) 7 S (e@) 06,1 } ds| , |. 41(89) — 2, (59) |. 
n 
ist dabei der Absolutbetrag der Differenz der n*" und n+ 1" Niaherungs- 
kurve bei s=s,. Es ist oben gezeigt worden, daB die Reihe 
J af.- > Sse ad 
absolut konvergiert. 
Wahlen wir jetzt 6 so klein, dab #= P-0 ein echter Bruch wird, 
so folgt aus der obenstehenden Formel: 
Max |t,,,—¢, |= Max basa “ , 
Max t,,2—¢,4:| Max |t,,:-t, +f, 
mon ltnes — ba42| SO? Max tal + fii t fises 
Max tramsi—!agm SO” Max ‘aes ty| +O" —"fias 
+ 8 fussto > + Ofisnit hen: 


Summieren wir hier von h bis h +m, so erhalten wir: 


A+™m m—1 m— 


PA be Lis De Max |7,,,—#,| 4 +h the +- 


Ree? Ook 
0 


Hier vergréBern wir die rechte Seite, indem wir die tiber # zu nehmen- 
den Summen von 0 bis oo nehmen; es ist also 


h+m h+m 
Li a 1 . 
ltngt—fn1S ¢ Max | braie t, + * 2k. 
h A+1 


Da nun Sf, absolut konvergent ist, so folgt, daB auch S(é,—#,_,) 
im Intervall von s=s, bis s=s,+ 0 absolut und gleichmibig konver- 
gent ist. 

Das ist nun genau, was wir beweisen wollten. In der Tat, solange 
unsere Voraussetzung iiber die Lipschitzsche Bedingung erfiillt ist, liBt 
sich fiir P eine endliche obere Grenze und fiir das zugehérige 6 eine von 
Null verschiedene untere Grenze angeben. Daraus folgt dann fiir d der 
von Null verschiedene Minimalwert 

és 
3, = = r 


max 


Es kann also keinen Punkt geben, wo die absolute Konvergenz aufhért, 
es sei denn, daB die Lipschitzsche Bedingung verletzt ist, was zu be- 
weisen war. 
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DaB die so gewonnene Funktion auch wirklich der Differentialglei- 


chung geniigt, folgt genau wie bei Picard aus der gleichmiBigen Kon- 
vergenz des Verfahrens. 


Zum Schlusse méchte ich folgendes bemerken: Unser Beweisverfahren 
ist offenbar nicht daran gebunden, daB man als unabhiingige Variable ge- 
rade die Bogenliinge der Integralkurve einfiihrt. Man kann den Beweis mit 
einer geringfiigigen Modifikation auf den Fall iibertragen, daB irgendeine 
Funktion der Bogenliinge g(s) als Parameter gewihlt wird, vorausgesetzt, 
dab oe nirgends Null werden kann. DaB diese Bedingung wirklich not- 
wendig ist, erkennt man, wenn man z. B. x als unabhingige Variable 
nimmt. In diesem Falle kann man die Konvergenz nicht mehr beweisen, 
und zwar aus folgendem Grunde. Es kann z. B. bei einer Differential- 
gleichung erster Ordnung 2 = f(x,y) vorkommen, daB irgendeine der 
Niherungskurven durch einen Punkt hindurchgeht, in dem f(x, y) so stark 
unendlich wird, daB das Integral J f(a, y) dx nicht mehr konvergiert; dann 
ist es aber offenbar tiberhaupt nicht mehr méglich, die nichste Niherung 
oberhalb dieses Wertes von x zu bilden*). Praktisch**) hilft man sich in 
diesem Falle damit, daB man z als Parameter beibehilt, solange die Nei- 
gung der Niherungskurven gegen die x-Achse nicht zu steil wird. Dann 
dreht man das Koordinatensystem und nimmt das neue z als Parameter, 
bis auch hier die Niherungskurven zu steil gegen die z-Achse werden. So 
fihrt man fort. Das ist nun offenbar gerade eine EHinfiihrung eines Para- 


meters x in der Weise, dab = nirgends Null wird. Damit ist also auch 


die Konvergenz des iiblichen graphischen Verfahrens in jedem wiinschens- 
werten Umfange bewiesen. 


*) Diesen Umstand benutzt,Painlevé, um ein Beispiel zu konstruieren, fiir das 
das Konvergenzintervall des Picardschen Verfahrens kleiner ist, als das Konvergenz- 
intervall der Taylorentwicklung. Siehe Bull. Soc. Math. 27 (1899), 8. 152. 

**) Vgl. C. Runge, Uber graphische Lisungen vor Differentialgleichungen erster 
Ordnung, Jahresber. D. Math.-Ver. 16 (1907). 
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Uber gewohnliche Differentialgleichungen mit Singularitaten und 
die dazugehérigen Entwicklungen willkirlicher Funktionen. 


Von 


Emu Hie in Wiirzburg*). 


Die folgenden Untersuchungen schlieBen sich an das erste Kapitel 
der gleichnamigen Arbeit von Weyl**) an. Es sei in der Differential- 
gleichung 


(1) ae + (4? + q(s))u = L(u) + Bu =0 


1=4,+%id,, 4,+0 und q(s) fiir s>0 eine reelle stetige Funktion. y(s) und 
#(s) seien zwei partikuliire Integrale von (1), welche so gewahlt sind, dab 


‘d d#(s) 
(2) n(0) - 0, ( x0 am 1, (0) = 1, i )oom 0 


ist. Als Greensche Funktion G,(s,¢), welche fiir s = 0 verschwindet, fir 
s=a einer reellen Randbedingung 


(3) [ cos jG,(s, t) + sinj £ G,(s, f)| —0 
geniigt, erhilt man den Ausdruck 

G(s, t) = y(s) B, (t), wenn s<t , 
4 a\ a = 0 
“ = 4(t) B, (s), wenn od S,3% 
wobei 
(5) B,, (8) un (8) + 1,4 (8), l, = l, + il, 


ist und £, (s) die Randbedingung (3) erfiillt. Weyl***) deutet /, als einen 
Punkt der komplexen Zahlenebene /, + il,; durchliuft dann j in (3) die 
Werte von 0 bis 2, so durchliiuft 7, einen Kreis vom Radius 


(6) r= : 


a a 
41,4, f n\*ds 
0 


*) Herr O. Haupt in Karlsruhe unterstiitzte mich bei der rechnerischen Durch- 
fiihrung der asymptotischen Darstellungen. 
*) Math. Ann. 68, 8. 220f. **) 1. c. S. 225. 
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Dieser Kreis enthilt alle anderen zu einem gréBeren Intervalle ge- 
hérigen Kreise in seinem Innern. Wiichst a in das Unendliche, so nihern 
sich die Kreise einem Grenzkreise oder Grenzpunkt. Im Grenzkreisfalle 
sind alle Integrale von (1) im Intervalle 0 co absolut quadratisch inte- 
grierbar, so daB man die gewéhnliche Theorie der Integralgleichungen an- 
wenden kann. Speziell ergibt sich die Tatsache, daB man, wenn man fiir 
einen einzigen komplexen Wert von 4* auf den Grenzkreisfall kommt, 
dieses fiir jedes komplexe 4* geschieht.*) 

Im Grenzpunktfall existiert dagegen nur eine einzige Lisung 
(7) Bi(s) = #(s) + Ln(s), 
welche im Intervalle Oco absolut quadratisch integrierbar ist. Die ent- 
sprechend (4) vermittelst 6,(s) gebildete Greensche Funktion G(s, ¢) fiihrt 
auf eine singulire Integralgleichung, deren ziemlich komplizierte Theorie 

\ \ ioe heranzieht. Wir wollen zeigen, wie einfach man ohne diese Theorie die 
» \ gewiinschten Entwicklungen direkt aus dem Cauchyschen Residuensatz**) erhiilt. 





§ 1. 
Hilfsformeln. 

Es sei f(s) eine reelle Funktion, die im Intervalle 0 co zweimal stetig 
differenzierbar ist und fiir s = 0 verschwindet. Ist ferner fiir eine feste 
komplexe Zahl u = uw, + ip, 

(8) Lif) + w*f = —g(s), 


so seien f(s) und |g(s)| im Intervall 0 co quadratisch integrierbar. Dann ist 
(9) f(s) =| G(u*; s, A g(t dt, 
0 


wobei G(u*; s, ¢) die zum Intervalle 0 co gehérige oben definierte Greensche 
Funktion der Differentialgleichung L(u) + u*u = 0 ist. 
Um (9) zu beweisen, wihlen wir G,(u*; s,¢) so, daB entsprechend (3) 


¥ 2. ¥ 
no 2g 400 ayes]. = 


ist. Dann wird 


a 


(10) f(s) =f G,(w'; , g(t) at 
, ‘ 


={G (u*; s, t) g(t) dt + (l,— Lf x (s) (t) g(t) dt. 
0 0 


*) Le. S. 238. 


**) Vgl. auch Hellinger, Neue Begriindung der Theorie der quadratischen Formen, 
J. f. Math. 136, § 9. 
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Da L innerhalb des Kreises vom Radius r, liegt, so ist 


(11) bE en 


a ’ 
2u,u, f\n tat 
0 


J ' y\?dt wird aber mit wachsendem a in dem vorliegenden Grenzpunkt- 


0 

falle unendlich, es folgt daher aus der Schwarzschen Ungleichung, dab 
der zweite Summand in (10) mit wachsendem a nach 0 konvergiert, so dab 
(10) in die zu beweisende Gleichung (9) iibergeht. Analog zeigt man, dab 


(12) G(A*;s, t) = G(u*; s,t) + (a vw [oa 8, t) G(u*; t, t) dt 


und 
(13) ri -f4 a nn gat —f G (a2; s, t) f(t) dt 


ist. Aus (12) ergibt sich vermittelst der Newmannschen Reihe, dab G (2*; s,t), 
speziell auch L, fir alle Werte 2° mit von O verschiedenem positiven 
imaginaren Teile eine analytische Funktion von 4° ist, so daB wir den 
Cauchyschen Satz anwenden kénnen. 


2 ¢ 
§ 2. 


Asymptotische Darstellungen.*) 


Wir denken uns in (Ga; s, t) g(t) dt die reelle GréBe s fest und a 
0 


um eine endliche feste Zahl gréBer als 2s. Dann gestattet die von Weyl 

herriihrende geometrische Interpretation des Grenzpunktfalles eine bequeme 

asymptotische Darstellung dieses Ausdruckes fiir groBe Werte von ||’. 
Es ist nimlich fiir jeden Punkt des zum Intervalle Oa gehérigen 


Kreises analog zu (11) 
1 


(14) [t,—-Li< : , 
24,4, f |n\*at 
0 
ferner ist 
(15) n=, sin 4s + 5, + R(s) ce", 


wenn 4, >0 und R(s)) unterhalb einer endlichen, von 4 unabhingigen 
Grenze liegt; fiir eine solche GréBe wollen wir im folgenden generell M 


*) Will man das Entwicklungstheorem nur fiir 4mal stetig differenzierbare 
Funktionen, so kann man die asymptotischen Darstellungen fast vollstindig umgehen. 
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einfiihren, so daB M in den folgenden Ungleichungen als Symbol fiir ver- 
schiedene GréBen dient. Um 


(16) | f G(a%;s, t)g(t) at — |p) 7 n(t) g(tat + n(s),f Bilt) g(t at 


abzuschiitzen, fiihren wir zunichst B(s, 2, a) als Liésung von (1) ein, welche 
die Form (5) hat und in a@ verschwindet, so daB also 


d p(s, 4, —1 
(8, 4, a),=a= 9, ( Pes ‘) - 


ds ~~ 4(a) 
und 
fila-s) _ on e-9 4 RG) ga(a-s) 
ti ee a Se Pa 
te glen = R,(@e** 
ist. 


Ist also 0 < 4, <1, so ist 


M 
B(s, i, a) < i,’ 
ist 1 < d,, so ist 
B(s, 4,a) < Me-**. 


Ferner ist, wenn wir statt 6,(s) voriibergehend #,(s, 4) schreiben, 


| B(s, A, a) a B:(s, A)| _ \t.— || 9(s) | 
i __n(s)a* 
sin2i4,a  sin2i,a , Ria) 4.4) |’ 
28,4, | — -_ * =” #1 
also 
\l_—L\!\4(s)|< tL , wenn A, <1, 
1 
1) 7 a(2a—s) 
<ans , Wenn A, > 1 ist. 
e "4 
Es sei nun { g(t) *dt <1, dann wird 
; = } 
| “n(t)g(t) at < "n(t) Sat ™ wenn 4, <1, 
* : a "3 
n) 
4a8 
a <i yr Wenm dy > 1, 

Es folgt also 

(17) |Bx(s)f n(g(t) dt| <<, wenn a, <1 ist, 

’ ry 1“2 


M , 
< , wenn 4, >1 ist. 
a, Vay : 


1 
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Um den zweiten Summanden in (16) abzuschitzen, benutzen wir die 








Ungleichung*) 
(18) fete 4)|*dt s ——*. 
: 84,74, fir tat 
also ist 
(19) |n(s) f Bx(6 2) 9 at) <—1™9___ <0, wenn 4, <1, 
Vani V finitae 
° <i’ wenn A, >1. 
Es ist also schlieBlich 
(20) f G (42; s, t) g(t) dt| l<in wenn 4, < 1, 
M 
: 1. 
< iyi’ wenn A, > 


Dabei ist M eine endliche, von 4 unabhingige GréBe, die im Laufe 


der Abschiitzung als Symbol fiir ganz verschiedene GréBen dieses Cha- 
rakters geschrieben wurde. 


Der Cauchysche Residuensatz. 
Wir betrachten in der komplexen 1-Ebene ein Quadrat Qs von der 


Seitenliinge S, dessen Seiten zu den Achsen 4, A, parallel sind, speziell sei 
fiir die Ecke As 


1 

















(21) = dm e**. 
| : Dg Cs 
Es ist 
(22) | G(u; s, t)g(t) dt 
f) ms 
1 Rl 
” tal, ff ou s, t) g(t dt, Ag . . 
@s 





Wiichst S, so konvergiert der Beitrag, den die Seiten BsCs und Cs Ds 
zu dem Integrale der rechten Seite von (22) liefern, nach 0, so daB also, 
wenn wir den Weg Ds As Bs mit Ws bezeichnen, 


*) Lc. 8. 228 vor Gleichung (30). 
Mathematische Annalon. LXXVL 22 
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Bln? Te 2. 
(28) Jou :5, (6) dt — lim 4 tf 2. J GOA; 5, t) g(t) at 
wird. Analog ist 
1 di 1/92. 
(24) 0 = lim ani) 3 Fad OG s, t) g(t) at, 


also folgt durch Addition von (23) und (24) unter Benutzung von (9) 
und (13) 


(25) f(s) — lim aif Boe, f Gat; 5, a(t) at 


—tim gt, | f eee +f 24 aa f G(a*: s, fiat). 
Ws 


f(s) ist reell, es kommt also in (25) nur der rein imaginiire Teil der Inte- 


grale in Betracht. Da nun, wenn Rh(z) den reellen Teil einer Funktion 
h(z) bedeutet, 


(26) lim Roni) ae 7 af 
S=e Ws 
so folgt 


(27) f(s) — lim® > fz aa f Gar, t) f(t) dt 


= lim ® i faal (u(t) #(s) — (8) n(s)) F( at 


S=o@ 


+ (9), (9@ + Ln(d) rae]. 
Nun ist 


(28) lim® wi 2 da fnew — #(t) n(s)) F@ at| =0. 


S=a $ 


Um dieses zu zeigen, ist noch der imaginire Teil u, der Funktion 


u, + iu, = 4(t) O(s) — &(£) u(s) 
abzuschitzen. Es ist 


a? 
a + (q(8) + A? — A,*) uy + 24, 4,4, = 0 
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und (u,(@),_,= 0, (3) 


Integrale der Differentialgleichung = + (q(s) + 4,?—4,")u =0, 


=0, also, wenn v und w zwei partikulire 
t=s 


t 
1 


yo —— —z— 34,4, / (w(t) 0(6) — w0(6) v(t) u,() de, 
wi) 3° — °@ Fe a 
wobei nach (21) 4,4,< Se~*?. Da nun die Funktionen v, w, u, von dem 


Uharakter e** sind, so folgt durch eine leichte Rechnung (28). Also ist 
schlieBlich *) 


29) f(s) = tim 8. Fan(s) f (0 + Ln) M0 aaa. 
Ws 0 


*) Den Polen von L entsprechen gewdhnliche Eigenfunktionen, die man, sofern 
dieses zweckmiiBig erscheint, in bekannter Weise isolieren kann. 





Erica Sriemxe. 





Uber positive Lésungen homogener linearer Gleichungen. 
Von 


Ericn Sriemxke in Berlin. 


Eine reelle GréBe a nenne ich positiv, wenn a > 0 ist, nicht negativ, 
wenn a>0 ist. Mehrere GréBen nenne ich nicht negativ, wenn keine 
negativ ist, positiv, wenn auberdem mindestens eine positiv ist, durch- 
weg positiv, wenn jede positiv ist. Dann ist 

ay by + a,b, +--+ + 4,b, 
positiv, wenn d,, a,,--- 4a, positiv, b), b,,---b, durchweg positiv sind. 
Umyekehrt gelten die beiden folgenden Sitze, auf die ich durch Unter- 
suchungen fiber unendliche Moduln gefiihrt worden bin: 

I. Wenn in keiner linearen Verbindung von gegebenen homogenen line- 
aren Gleichungen die Koeffizienten positiv sind, so haben die Gleichungen 
eine durchweg positive Lésung. 

Il. Wenn in keiner linearen Verbindung von gegebenen homogenen line- 
aren Gleichungen die Koeffizienten durchweg positiv sind, so haben die Glei- 
chungen eine positive Lisung. 

Wenn die Gleichungen keine Liésung haben, so lat sich jede lineare 
Funktion von 2, 2,,--- 2, aus ihren linken Seiten zusammensetzen, also 
auch eine mit (durchweg) positiven Koeftizienten. 

Wenn die Gleichungen nur eine Lésung haben, },, b,,---b,, so sei 
etwa b, > 0. Dann lassen sich aus ihnen die Gleichungen 

byt, —b,% = 9, --- Ox, —b, a, =O 
zusammensetzen. Wiire b, < 0, so hiitte die erste Gleichung positive Koef- 
fizienten. Daher ist ), > 0, b, >0,---b,>0. 

Fir den Fall von zwei Unbekannten ist damit der Satz I bereits be- 
wiesen. Angenommen er sei auch schon fiir » Unbekannte als richtig 
erkannt. Ist nun diese Anzahl m + 1, so unterscheide ich zwei Fille: 


1) Aus dem System P der m+ 1 gegebenen Gleichungen folge eine 
Gleichung der Form 


Uy = % — 4,2, —---—a,z, = 0, 
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worin 4,,---4@, positiv sind. Dann ersetze man eine der Gleichungen 
durch u, = 0 und setze den Wert x, = a,x2,+---+ 4,2, in die tibrigen 
Gleichungen ein. Dadurch gehen sie tiber in ein System @Q von m Glei- 
chungen u, = 0,---u,,=—0 zwischen den n Unbekannten z,,--- z,. Die 
m+ 1 Gleichungen u, = 0, u, = 0,--- u,, =O sind den m + 1 gegebenen 
Gleichungen P vollig aquivalent. 

In keiner linearen Verbindung der m Gleichungen des Systems Q 
sind die Koeffizienten positiv. Nach dem Induktionsschlu8 haben daher 
die Gleichungen @Q eine durchweg positive Lésung x, = b,,--- 2, =b,. 
Aus u, = 0 folgt weiter 

Ly = bo = a,b, +---+ a,b, >0. 
Daher haben auch die m-+1 Gleichungen P eine durchweg positive 
Lésung. 

2) Keine lineare Verbindung der Gleichungen P habe die Form 
u, = 0. 

Wir kénnen den Beweis auf den Fall beschrinken, wo die Glei- 
chungen P mehrere Lésungen haben, dann besitzen sie auch eine solche, 
worin 2, = 0 ist. Setzt man nun z, = 0, so erhilt man aus P ein System 
R von m+ 1 Gleichungen zwischen » Unbekannten 2,, --- 2,. 

Keine lineare Verbindung a,x, +---+a,2,—0 der Gleichungen R 
hat positive Koeffizienten. -Denn in der analogen Verbindung 

Ay%y + 4,%, ++--+a,27,=—0 
der Gleichungen P sind a,,--- a, positiv. Daher kann nach der Voraus- 
setzung tiber P nicht a,>0 sein. Es kann aber auch nicht a,< 0 sein, 
weil sonst diese Gleichung die Form a,u, = 0 hiitte. 

Nach dem InduktionsschluB haben daher die Gleichungen R eine 
durchweg positive Lésung 2, =¢,,---z,=c,. In Verbindung mit z,=—¢c,=0 
ergibt sich daraus eine Liésung der Gleichungen P. 

Es kann aber nicht in jeder Lésung dieser Gleichungen z, = 0 sein. 
Denn sonst wire z= 0 eine lineare Verbindung der Gleichungen P mit 
positiven Koeffizienten. Daher haben die Gleichungen P eine Lésung 
d,, d,,---d,, worin d,> 0 ist. Folglich haben sie auch die Lésung 


by = Cy + Edy, b, = ¢, + ed,,---b, =e, + ed,. 
Ist ¢ positiv und hinlinglich klein, so ist jeder dieser » +1 Werte positiv. 


Aus dem Satze I folgt unmittelbar der Satz II. Die gegebenen Glei- 
chungen seien 


(1) Ag 9% + Og,% +--+ +4,,%, = 0 (a=0,1,2,---). 
Ein vollstandiges System ihrer Lisungen sei 
(2) bso bars c= Din (6 =0,1, 2,---). 
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Dann bilden umgekehrt die GréBen 


(3) Geo, Fat» *** Fan 
ein vollstiindiges System von Liésungen der Gleichungen 
(4) bso% + 55% +-°> + bs .%p = 0. 


Angenommen keine lineare Verbindung der Gleichungen (1) habe durch- 
weg positive Koeffizienten. Dann wird in Satz Il behauptet, daB sie eine 
positive Lésung haben. Im andern Falle hitte niimlich keine lineare Ver- 
bindung der Gleichungen (4) positive Koeffizienten. Daher wire nach Satz I 
eine lineare Verbindung der GréBen (3) durchweg positiv, d. h. eine lineare 
Verbindung der Gleichungen (1) hiitte durchweg positive Koeffizienten. 

Man kann die bewiesenen Siitze noch etwas schiirfer formulieren. Ist 
die Gleichung 2, = 0 eine Folge der Gleichungen (1), so will ich 2, eine 
singuléve Unbekannte nennen, im andern Falle eine reguldre. Sind die 
Unbekannten siimtlich singular, so pflegt man zu sagen, die Gleichungen 
besitzen keine Lésung. 

Ill. Wenn in keiner linearen Verbindung von gegebenen homogenen 
linearen Gleichungen die requldiren Unbekannten positive Koeffizienten haben, 
so besitzen die Gleichungen eine Liisung, worin die Werte dieser Unbekannten 
durchweg positiv sind. 

IV. Wenn in keiner linearen Verbindung von gegebenen homogenen 
linearen Gleichungen die reguléren Unbekannten durchweg positive Koeffi- 
sienten haben, so besitzen die Gleichungen eine Lisung, worin die Werte dieser 
Unbekannten positiv sind. 
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Einige Satze tiber ebene, ein- und mehrteilige Elementarkurven 
vierter Ordnung. 


Von 


C. Juew in Kopenhagen. 


Die nachstehenden Sitze enthalten diejenigen Eigenschaften der Ele- 
mentarkurven vierter Ordnung, welche fiir das Verstindnis der folgenden 
Arbeit: ,Uber die auf einer Elementarfliche dritter Ordnung liegenden 
Gerade“ nétig sind. Fir die einleitenden teilweise ganz einfachen Siitze 
in § 1 habe ich die Beweise ganz unterdriickt. Ich verweise in dieser 
Beziehung auf die ausfiihrliche Darstellung in einer Arbeit: ,,inleitung 
in die Theorie der ebenen Elementarkurven dritter und vierter Ordnung“, 
welche neuerlich in den Abhandlungen der kéniglich-diinischen Akademie 
der Wissenschaften erschienen ist*). Daselbst handelt es sich indessen nur 
um einteilige Kurven, so daB die hier tiber mehrteilige Kurven vierter 
Ordnung gegebenen Siitze neu sind. Fiir diese Siitze habe ich die Beweise 
ausfiihrlicher mitgenommen. 


§ 1. 
Einleitende Sitze. 


Die in dieser Arbeit betrachteten Kurven sind ebene Elementarkurven. 
Eine Elementarkurve ist eine aus einer endlichen Zahl von Konvexbégen 
zusammengesetzte Kurve, die aber auch ins Unendliche gehen kann. Sie 
sol] auBerdem iiberall, mit Ausnahme einer endlichen Zahl von Punkten, 
eine bestimmte mit dem Bertihrungspunkte sich stetig andernde Tangente 
haben. Wenn nicht anders ausdriicklich gesagt wird, nehmen wir doch 
die Kurve ohne die genannten Ausnahmepunkte ,,Winkelpunkte* an. Die 
Kurve soll endlich — wenn nicht anders ausdriicklich gesagt wird — 
kein Geradenstiick enthalten. 


*) D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab. Skrifter, 7. Reekke. Naturv. og mathem. 
Afdeling XI, 2 (April 1914). 
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Ein innerer Punkt eines Konvexbogens ist ein gewdhnlicher Kurven- 
punkt. Nicht gewéhnliche oder singulire Punkte kénnen nur da auftreten, 
wo zwei Konvexbogen zusammenstoBen. Man sieht, daB es auf einer Ele- 
mentarkurve neben gewéhnlichen Punkten nur drei Arten von singuliiren 
Punkten geben kann, die man, mit den gebriuchlichen Namen, als In- 
flexionspunkte, Dornspitzen und Schnabelspitzen bezeichnet. 

Es kénnen zwei Elementarbogen auch so zusammenstoBen, daB ein 
Winkelpunkt entsteht. Man erhiilt so, wie leicht ersichtlich, drei Arten 
von Winkelpunkten, die wir hinreichend deutlich als Dorne, Schnibel und 
Hiite bezeichnen kénnen. 

Einen Winkelpunkt kann man in ersichtlicher Weise durch einen 
kleinen Konnexbogen 6 abrunden. Durch die Abrundung, die beliebig 
klein gemacht werden kann, treten in der unmittelbaren Nihe des Winkel- 
punktes 2, 1 oder 0 Inflexionspunkte auf, je nachdem der Winkelpunkt 
ein Dorn, ein Schnabel oder ein Hut ist. Eine Elementarkurve kann be- 
liebig viele, auch unendlich viele Doppelpunkte haben. Ist O ein solcher 
Punkt (mit getrennten oder zusammenfallenden Tangenten), kann man auf 
einem der durch O gehenden Bogen anfangend einen Teil der Kurve 
durchlaufen, bis man wieder in O gelangt. Den durchgelaufenen Zweig 
nennen wir einen zu O gehérigen Pseudozweig; der tibrige Teil ist der 
zum ersteren komplementare Pseudozweig. Sind die Tangenten in O ge- 
trennt und ist O ein gewdhnlicher Punkt auf den beiden durch O gehen- 
den Bogen, so wird O entweder auf den beiden zu O gehérigen Pseudo- 
zweigen ein Schnabel, oder aber er wird auf dem einen Zweig ein Hut, 
auf dem anderen ein Dorn sein. Die Anderungen, welche eintreten, wenn 
O auf dem einen oder auf den beiden durch O gehenden Bogen ein In- 
flexionspunkt ist, sind ersichtlich. 

Fiir gewisse Anzahlbestimmungen ist ein Satz erfolgreich, den ich 
den elementaren Korrespondengsatz nenne. Er liSt sich kurz so formulieren: 

Durchléuft ein Punkt M stetig und in einem bestimmten Sinne eine 
stetige, einteilige und rektifizierbare Kurve und durchléuft ein von M ab- 
hiingiger Punkt N (einmal oder mehrmal) stettg dieselbe Kurve, im ent- 
gegengesetzten Sinne, und entspricht einem beliebigen Punkte der Kurve p 
oder q Punkte N resp. M, je nachdem er als ein Punkit M oder N auf- 
gefapt wird, dann fallen entsprechende Punkte p+ q mal miteinander 2u- 
Dieser Satz ist in der Tat eine Folge des sehr bekannten Satzes, dab 
eine immer wachsende stetige Funktion jeden Zwischenwert einmal und 
nur einmal annimmt. 

Fiir den Gebrauch des Satzes ist die Bemerkung von entscheidender 
Bedeutung, daB man nur an einer Stelle und dort auch nur mit einem 
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Paar von entsprechenden Punkten den Bewegungssinn zu _betrachten 
notig hat. 

Eine Elementarkurve hat seiner Definition zufolge nur eine endliche 
Zahl von Punkten mit einer Geraden gemein. Die héchste Zahl von 
Schnittpunkten nennen wir die Realitdtsordnung, oder einfacher, wenn wie 
hier kein MiBverstindnis aufkommen kann, die Ordnung der Kurve. Ana- 
log definiert man die Klasse einer Kurve. Das Auftreten von zusammen- 
fallenden Lisungen macht hier, wo nur die drei oben genannten Arten 
von singuliren Punkten auftreten, keine Schwierigkeiten. 

Zwei Elementarkurven kénnen beliebig viele auch unendlich viele 
Punkte miteinander gemein haben. Man hat aber die folgenden bekannten 
von v. Staudt herriihrenden Sitze: 

Wenn zwei unpaare Elementarkurven einander in einer paaren Zahl 
von Punkten schneiden, dann miissen sie jedenfalls wenigstens noch einen 
Punkt miteinander gemein haben, 
und 

Wenn zwei Elementarkurven, von welchen wenigstens die eine paar ist, 
einander in einer unpaaren Zahl von Punkten schneiden, dann miissen sie 
jedenfalls wenigstens noch einen Punkt miteinander gemein haben. 

Es ist in jedem einzelnen Fall nachzusehen, wie man zusammen- 
fallende Punkte zu zihlen hat. 

Man hat noch den folgenden, ebenfalls von v. Staudt herriihrenden Satz: 

Die Zahl der Inflexionspunkte einer Elementarkurve ist paar oder un- 
paar, je nachdem die Kurve paar oder unpaar ist. 

In diesem Satze wird eine Schnabelspitze als ein inflexionspunkt ge- 
rechnet. 

§ 2. 
Siitze tiber Elementarkurven dritter und vierter Ordnung. 


Die Elementarkurve dritter Ordnung kann wesentlich als bekannt 
vorausgesetzt werden*). Sie ist entweder einteilig oder zweiteilig; im letzten 
Falle ist der paare Zweig ein Oval und der unpaare Zweig hat drei In- 
flexionspunkte. Aus einem Punkte P eines unpaaren Zweiges gehen zwei 
auBerhalb P beriihrende Gerade an denselben Zweig, und auBerdem noch 
zwei an das Oval. Aus einem Punkte P des Ovales kann aber keine 
auBerhalb P beriihrende Gerade gehen. 

Hat die Kurve einen Doppelpunkt O, so muB sie einteilig sein. Von 
den zum Doppelpunkte gehérigen Pseudozweigen ist der eine ein Oval 
mit einem Winkelpunkt als Hut; der unpaare Pseudozweig hat einen nicht 
in O liegenden Inflexionspunkt. Aus einem Punkte P des unpaaren Pseudo- 


*) a. a. O. S. 26—80. 











346 C. Juut. 


zweiges gehen zwei auBerhalb P beriihrende Gerade, von welchen die eine 
und nur die eine das Oval beriihrt. 

Fallen die Tangenten in O zusammen, so entsteht in O eine Spitze. 
Die Kurve hat wieder einen und nur einen Inflexionspunkt, aber aus einem 
beliebigen Punkte P der Kurve geht nur eine auBerhalb P beriihrende 
Tangente. 

In den obigen Sitzen wird —- mit leicht verstiindlicher Ausdrucks- 
weise — ein Nachbarpunkt eines Inflexionspunktes als von diesem ver- 
schieden angenommen. 

Indem wir jetzt zu den Kurven vierter Ordnung iibergehen, werden 
wir erst beweisen: 

1. Eine einteilige Elementarkurve vierter Ordnung ohne Doppelpunkte und 
Spitzen hat wenigstens eine Doppeltangente: 

Es kann dieser Satz durchaus nicht als evident betrachtet werden. 
Wenn er aber bewiesen ist, dann gibt es Geraden welche die Kurve nicht 
schneiden, und man kann offenbar — jedenfalls nach Ausfiihrung einer 
projektiven Transformation — die Kurve als ganz im Endlichen liegend 
annehmen, und die iibrigen hier genannten Sitze fiber diese Kurve wer- 
den wesentlich evident. 

Versuchen wir also anzunehmen, daB die Kurve keine Doppeltangenten 
hat. Es ist dann ersichtlich, daB jede Tangente der Kurve dieselbe in 
zwei getrennten auBerhalb des Beriihrungspunktes fallenden Punkten P, 
und P, schneiden wird — es wird hierbei wieder ein Nachbarpunkt eines 
Inflexionspunktes als von diesem verschieden betrachtet.*) 

Es sei nun M ein Punkt, der auf einem solchen von zwei Inflexions- 
punkten W, und W, begrenzten Bogen « liegt, der keinen weiteren In- 
flexionspunkt enthilt; die Kurve mu8 Inflexionspunkte haben, sonst wiire 
sie zweiter Ordnung. Geht M stetig und in einem bestimmten Sinne auf 
« von W, nach W,, so wird jeder der Punkte P sich stetig iindern und 
immer in demselben Sinn, weil « keinen Inflexionspunkt im Jnnern ent- 
halt. Man sieht aber, daB beide im entgegengesetzten Sinne von M laufen 
miissen: naihert M sich dem Punkt W,, so wird/niimlich einer der Punkte P, 
sagen wir P,, sich W, im entgegengesetzten Sinne niihern; ebenso sieht 
man, daB M und P, im entgegengesetzten Sinne laufen. Man lasse nun 
M, in demselben Sinne wie vorher laufend, den Punkt W, iiberschreiten, 
um auf einen neuen singularitatsfreien Bogen «,— W,W, einzutreten — 
wo W, entweder ein neuer Inflexionspunkt oder auch mit W, identisch ist. 
Bei dem Ubergang iindert P, seinen Sinn, nicht aber P,. Es laufen also 


*) Analoge Voraussetzungen werden wir auch ohne es ausdriicklich zu sagen, in 
Ghnlichen leicht erkennbaren Stellen im folgenden machen. 
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jetzt nicht P, und P, beide im entgegengesetzten Sinne von M. Dies 
enthilt einen Widerspruch gegen das obige, denn «, und a, sind in der 
hier in Betracht kommenden Beziehung gleichwertig. Die Voraussetzung, 
daB die Kurve keine Doppeltangente hat, ist also unzulissig. 

Wir kénnen uns also stets, ohne der Aligemeinheit zu schaden, eine 
Kurve vierter Ordnung ohne Doppelpunkte als im Endlichen liegend 
denken. Die Beriihrungspunkte A und B mit einer Doppeltangente ¢ zer- 
legen dann die Kurve in zwei Bogen « und #, welche beide auf derselben 
Seite von ¢ liegen, und von welchen der eine — sagen wir « — inner- 
halb des durch 8 und das Geradenstiick AB begrenzten Gebietes liegt; 
wir nennen « den zu ¢ gehérigen imneren Bogen. 


2. Es ist nun aus einer Figur ziemlich evident, daf ein innerer Bogen 
immer zwei und nur zwei Inflexionspunkte enthdlt, und 


3. daB séimtliche Inflexionspunkte einer Elementarkurve vierter Ordnung 
ohne Doppelpunkte und Spitzen sich in ,,Inflexionspaaren“ auf inneren Bogen 
verteilen miissen.*) 

Es ist wesentlich darauf aufmerksam zu machen, daB eine Wende- 
tangente eines inneren Bogens AB nicht durch einen der Punkte A oder 
B gehen kann; eine solche Gerade miiSte nimlich die aus 6 und AB 
gebildete Begrenzung in wenigstens noch einem Punkte schneiden und 
wiirde dann mehr denn vier Punkte mit « + 6 gemein haben. 

Wir gehen nun zu den Kurven mit Doppelpunkten tiber und erkennen 
leicht, daB aus einem Doppelpunkte A einer einteiligen Kurve vierter 
Ordnung entweder zwei oder auch keine Tangenten gehen, welche auBer- 
halb A bertihren. Es folgt der Satz aus dem Korrespondenzsatze, indem 
man diejenigen zwei Punkte einander zuordnet, welche mit A in einer 
Geraden liegen. Man sieht aber sogleich, daB der Satz wie der Beweis 
auch dann giiltig bleibt, wenn A kein Doppelpunkt ist, sondern ein aufer- 
halb der Kurve liegender Punkt mit der Eigenschaft, daS jede durch M 
gehende Gerade die Kurve hiéchstens in zwei auBerhalb A liegenden 
Punkten schneidet. Wir werden einen solchen Punkt einen uneigentlichen 
Doppelpunkt nennen (im Gegensatz zu einem gewdhnlichen oder ,,eigent- 
lichen* Doppelpunkte). Hat die Kurve einen uneigentlichen Doppelpunkt, 
so wird sie deren natiirlich unendlich viele haben, welche ein oder mehrere 
Gebiete fiillen werden. 

Man hat also: 

4. Aus einem Doppelpunkte O — gleichviel ob er eigentlich oder un- 
eigentlich ist — gehen zwei oder keine Tangenten an eine einteilige Kurve 
vierter Ordnung. Ob diese andere Doppelpunkte hat oder nicht, ist gleichgiiltig. 


*) Ausfiihrliche Beweise finden sich a. a. 0. 8S. 30—33. 











348 C. Jvxt. 


Es gilt der Satz auch, wenn O eine Spitze ist; wenn aber die Kurve 
noch weitere Spitzen O,--- hat, dann bleibt der Satz nur richtig, wenn 
man die Verbindungsgeraden 00O,--- den aus 0 gehenden Tangenten 
hinzurechnet. 

Eine Doppeltangente wird entweder einen Zweig zweimal oder auch 
zwei getrennte Zweige beriibren. Man hat nun: 

5. Zwei Zweige einer Kurve vierter Ordnung ohne Spitzen, welche keinen 
Punkt miteinander gemein haben, werden vier Tangenten oder auch keine 
miteimander gemein haben. 

Es seien die zwei (selbstverstiindlich paaren) Zweige « und f gegeben. 
Gehen aus keinem Punkte von « Tangenten an #, dann haben @ und ~ 
keine Tangenten miteinander gemein. Gehen aber aus einem Punkte von 
« Tangenten an #, dann muB dasselbe fiir jeden Punkt von « der Fall 
sein, weil a weder von # noch von einer Wendetangente von f geschnitten 
wird. Weil « + # vierter Ordnung ist, sind alle Punkte von a@ uneigent- 
liche Doppelpunkte von £6. Aus einem beliebigen Punkte M von « gehen 
also — wenn Doppeltangenten von «+ 8 vorhanden sind — zwei Tan- 
genten an f. Es schneide nun eine durch M gehende Tangente an § den 
Zweig « auBer in M noch in einem Punkte N. Die Abhingigkeit M—N 
ist 2—2deutig, und haben « und # eine Tangente miteinander gemein, 
welche in A und B beriihrt, dann sieht man, daB in der Nihe von A 
der Punkt M und einer der entsprechenden Punkte N im entgegen- 
gesetzten Sinne laufen. Die Bedingungen fiir den Gebrauch des elemen- 
taren Korrespondenzsatzes sind demnach erfiillt, und es miissen M und N 
viermal zusammenfallen, womit der Satz bewiesen ist. 

Es ist ganz gleichgiiltig, ob « und 6 Doppelpunkte haben oder nicht. 

Aus (1) folgt, daB eine einteilige Kurve vierter Ordnung ohne Doppel- 
tangenten und Spitzen wenigstens einen Doppelpunkt haben muf. Man 
hat aber noch den weitergehenden Satz: 

6. Eine einteilige Kurve vierter Ordnung ohne Doppeltangenten und 
Spitzen muB wenigstens zwei Doppelpunkte haben; die zwei Doppelpunkte 
kénnen jedoch in einem Selbstberiihrungspunkte zusammenfallen. 

Weil die Kurve wenigstens einen Doppelpunkt A hat, kann man sie 
in zwei von A ausgehende Pseudozweige « und f zerlegen. Wir nehmen 
nun eine Abrundung der hervortretenden Winkelpunkte vor, und nennen 
die zwei jetzt getrennten-Zweige a* und *. 

Sind nun «* und f* beide unpaar, dann miissen sie, wenn die Tan- 
genten in A getrennt sind, einander schneiden, d. h. a + 6 hat wenig- 
stens einen von A verschiedenen Doppelpunkt. Sind sie aber beide paar, 
dann miissen sie entweder zweiter oder auch vierter Ordnung sein. Es 
kann aber hichstens der eine zweiter Ordnung sein, wenn nicht A auf 
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den beiden durch A gehenden Bogen ein Inflexionspunkt ist — ein Fall, 
den wir bis auf weiteres auslassen. Es kann nimlich héchstens der eine 
von den zwei auf @ und # in A auftretenden Winkelpunkten ein Hut sein, 
so daB durch die Abrundung wenigstens ein neuer Inflexionspunkt auf 
«* + 6* auftreten muB; der entsprechende Zweig kann also nicht zweiter 
Ordnung sein. Ist z. B. a* vierter Ordnung, wird diese eine Doppeltan- 
gente haben miissen, wenn sie keinen Doppelpunkt hat. Diese kénnte 
nach Aufhebung der Abrundung, wodurch e* + #* in a+ itibergeht, 
wenn sie tiberhaupt verschwindet, nur in eine aus A an «+ 8 gehende 
Tangente iibergehen. Wenn sich keine soleche Tangente findet, dann ist 
der Satz bewiesen. Riickstindig ist nur der Fall, daB a* und #* beide 
paar sind, und daB aus A zwei Tangenten an a + 6 gehen. Dann hiitten 
aber a* und #* wenigstens eine Tangente gemein, welche einer der aus 
A zu a+ gehenden Tangenten benachbart wiire. Es bitten aber dann a* 
und 6* noch drei andere Tangenten miteinander gemein (§ 5), und von diesen 
kénnte durch Aufhebung der Abrundung héchstens die eine verschwinden. 
Die Forderung, daB a + 8 keine Doppeltangenten haben muB, laBt sich 
also nur erfiillen, wenn « + 8 wenigstens zwei Doppelpunkte hat. Der 
ausgelassene Fall, niimlich daB A ein Inflexionspunkt auf den beiden 
durch A gehenden Bogen ist, sei durch die Bemerkung abgemacht, dab 
auftretende Doppelpunkte nicht. durch eine beliebig kleine Verschiebung 
eines Inflexionspunktes beeinfluBt werden kénnen. 

Ta. Sind A und B zwei eigentliche Doppelpunkte einer einteiligen Kurve 
vierter Ordnung, und gehen aus diesen Punkten nicht gleichviele Tangenten, 
welche auBerhalb A und B beriihren, dann hat die Kurve noch einen von A 
und B verschiedenen eigentlichen Doppelpunkt. 

Man verbinde nimlich einen beliebigen Punkt M der Kurve mit A 
und mit B durch Gerade, welche bzw. nochmals in N und N’ schneiden 
mégen. Wenn nun z. B, aus A keine Tangenten gehen, dagegen zwei 
aus B, dann laufen entsprechende Punkte M und N in demselben, 
Mj und N’ dagegen im entgegengesetzten Sinne. Weil demnach ent- 
sprechende Punkte M und N’ im entgegengesetzten Sinne laufen, miissen 
sie zweimal zusammenfallen, womit angezeigt ist, daB auberhalb A 
und B ein — und nur ein — eigentlicher Doppelpunkt zu finden ist. Der 
SchluB gilt nicht, wenn die Doppelpunkte A und B nicht ausdriicklich als 
eigentliche vorausgesetzt werden, weil dann die Gerade AB die Kurve in 
zwei Punkten schneiden kann, in welche die zwei eben genannten ent- 
sprechenden Punkte N und N’ zusammenfallen werden. Wenn aber die 
Gerade keinen Punkt auSerhalb A und B mit der Kurve gemein hat, 
dann kénnen N und N’ nur in einem neuen Doppelpunkt zusammen- 
treffen, d. h.: 
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7b. Der Satz Ta bleibt auch noch giiltig, wenn die Doppelpunkte A 
und B nicht als eigentliehe vorausgesetzt werden, wenn noch die Bedingung 
hinzugefiigt wird, dag die Gerade AB keinen Punkt auferhalb A und B 
mit der Kurve gemein hat. 

8. Hat eine einteilige Kurve vierter Ordnung @ ohne Spitzen zwei und 
nur zwei eigentliche Doppelpunkte A und B mit getrennten Tangenten, dann 
gehen aus jedem von diesen Punkten zwei Tangenten an o. 

Die zwei von A ausgehenden Pseudozweige seien g und w; nachdem 
die in A auftretenden Winkelpunkte abgerundet sind, nennen wir sie o* 
und ~*, Sind nun @ und wy beide unpaar, also dritter Ordnung, dann 
muf B ein Schnittpunkt von m und wy sein, und es gehen aus diesem 
Punkte, weil keine Spitzen vorhanden sind, zwei Tangenten an g*. Die 
eine und nur die eine von diesen kann mit BA zusammenfallen, wenn 
die Abrundung von @ aufgehoben wird. Also gehen infolge der §§ 4 und 7a 
zwei Tangenten aus A und ebenso zwei aus B an ao. 

Sind aber g* und y* beide paar, dann kann B nicht ein Schnitt- 
punkt von g* und y* sein, denn dies wiirde einen neuen Doppelpunkt 
von @ mit sich fihren. B mu deshalb entweder auf m oder auf y ein 
Doppelpunkt sein, es sei auf m. Die zwei von B ausgehenden Pseudo- 
zweige von @ seien g, und g,, und nach der Abrundung in B ,* und g,*. 
Von diesen wird der eine, sagen wir ,*, nicht durch A gehen, und fiir 
diesen mu A ein uneigentlicher Doppelpunkt sein. Aus A gehen nun 
zwei Tangenten an g,*, denn sonst wiirde jede durch A gehende Gerade 
zwei Punkte mit g,* gemein haben, und dies ist jedenfalls fiir die o, 
in A beriihrende Tangente unzulissig. Von den aus A an g,* gehenden 
Tangenten kann nun héchstens die eine mit AB zusammenfallen, wenn 
die Abrundung von g,* in B aufgehoben wird, so dab wenigstens eine 
Tangente aus A an g, geht. Aber dann gehen infolge (4) und (7a) zwei 
Tangenten an @ aus A sowie auch aus B. 

Eine mehrteilige Elementarkurve vierter Ordnung kann beliebig viele, 
auch unendlich viele Zweige haben. Wir machen jedoch die Voraussetzung, 
daB die Zahl der Zweige endlich ist. Jeder Zweig kann zweiter oder dritter 
oder vierter Ordnung sein. 

Man hat nun den Satz: 

9. Hat eine einteilige oder mehrteilige Kurve @ vierter Ordnung ohne 
Spitzen zwei und nur ztbei Doppelpunkte A und B (mit getrennten Tan- 
genten), dann gehen aus A und aus B an @ entweder gleichviele Tangenten, 
welche auBerhalb A und B beriihren, oder es gehen aus dem einen Doppel- 
punkte vier Tangenten, aus dem anderen keine Tangente. 

Ist die Kurve einteilig, so zeigt der vorstehende Satz 8, daB aus A und 
aus B immer zwei Tangenten an @ gehen. 
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Hat die Kurve die getrennten Zweige a, 8, y,---, ist es erstens nicht 
miglich, daB A ein Schnittpunkt zweier Zweige a und f, B ein Schnitt- 
punkt zweier anderen Zweige y und ¢ sein kann: Wenn nimlich « und 6 
sich nur in A, und y und @ sich nur in B schneiden, dann miissen alle 
diese Zweige unpaar sein, aber dann wiirden auch z. B. « und y sich in 
einem neuen Doppelpunkte von @ schneiden. In derselben Weise sieht. 
man, daB A und B nicht die zwei Schnittpunkte eines Zweiges « mit 
zwei anderen Zweigen 6 und y sein kénnen. Endlich ist es auch nicht 
méglich, daB A ein Doppelpunkt eines Zweiges «, waihrend B ein Schnitt- 
punkt zweier anderen Zweige # und y ist. Es miiBten dann 6 und y beide 
unpaar, « aber paar sein. Wenn nun aus A zwei Tangenten an « gehen, 
dann wiirde jede von diesen wenigstens sechs Punkte mit a + 6+ y ge- 
mein haben, und dasselbe wiirde fiir jede durch A gehende Gerade der 
Fall sein, wenn aus A keine Tangente an « geht. 


Es bleiben also nur die folgenden vier Fille zu betrachten: 


a) A und B sind Doppelpunkte desselben Zweiges a, 

b) A und B sind die Schnittpunkte zweier Zweige « und 8, 

c) A ist ein Doppelpunkt auf einem Zweig «, B ein Doppelpunkt. 

auf einem anderen Zweig £, 

d) A ist ein Doppelpunkt auf einem Zweig «, B ein Schnittpunkt 

von « mit einem anderen Zweig £. 

a) Aus A sowie aus B gehen infolge (8) zwei Tangenten an @, der 
wie die anderen Zweige 8, y,--- paar sein muB. Fiir alle die letztgenannten 
miissen A und B beide uneigentliche Doppelpunkte sein. Aus A gehen 
also entweder zwei oder auch keine Tangenten an f; wenn aber das letz- 
tere der Fall wire, dann wiirde jede durch A gehende Gerade zwei Punkte 
mit 6 gemein haben und die Gerade AB wiirde wenigstens sechs Punkte 
mit « + 6 gemein haben. Weil wir in diesem SchluB 6 mit y, 6,--- und 
A mit B umtauschen kénnen, folgt, daB aus A sowie gleichzeitig aus B 
2s Tangenten an @ gehen, wenn @ s Zweige hat. 


b) Die Zweige « und B miissen beide paar sein. In diesem Falle kann 
keine Tangente an @ weder aus A noch aus B gehen, denn eine solche 
wiirde offenbar mehr denn vier Punkte mit m gemein haben. Die Kurve 
kann auBber « und # keinen weiteren Zweig enthalten. 

c) Die Zweige « und # sind wieder paar. Man sieht ganz wie im 
ersten Falle, daB aus A sowie auch aus B zwei Tangenten an jeden Zweig 
«, B, y,-+- gehen miissen, so daB aus A und aus B 2s Tangenten gehen, 
wenn die Kurve s Zweige hat. 

d) In diesem Falle miissen @ und # beide unpaar, weil sie nur einen 
Punkt miteinander gemein haben, also dritter Ordnung sein. Jede durch A 
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gehende Gerade schneidet a + in vier Punkten; deshalb hat @ keine 
andere Zweige als « und 6. Aus dem Doppelpunkte A auf « kann selbst- 
verstiindlich keine Tangente an «, aber auch keine Tangente an # gehen, 
denn diese wiirde mehr denn vier Punkte mit « + 6 gemein haben. Der 
Schnittpunkt B von « mit 6 kann nicht auf der Schleife von @ liegen, 
denn dieselbe miibte als Kurve zweiter Ordnung (mit einem Winkelpunkte) 
noch einen Punkt mit 6 gemein haben. B liegt also auf dem unpaaren 
Pseudozweig von a, und aus B gehen deshalb zwei Tangenten an « sowie 
auch zwei Tangenten an £. 

10. Hat eine einteilige oder mehrteilige Kurve @ vierter Ordnung ohne 
Spitzen nur einen eigentlichen Doppelpunkt A, und ist B ein uneigentlicher 
Doppelpunkt, dann gehen entweder aus A und aus B gleichviele Tangenten 
an @, oder auch gehen aus A vier Tangenien, aus B keine Tangente. 

Der Doppelpunkt A ist entweder ein Doppelpunkt eines paaren 
Zweiges «, oder auch ein Schnittpunkt zweier unpaaren Zweige » und y; 
alle anderen Zweige miissen jedenfalls paar sein. 


Im ersten Falle gehen aus A zwei Tangenten an a, denn sonst wiirde 
jede durch A gehende Gerade, also auch AB, zwei von A verschiedene 
Punkte mit « gemein haben, was der Definition des uneigentlichen Doppel- 
punktes widerspricht. Aber auch aus B gehen zwei Tangenten an a. 
Zerlegen wir niimlich « in die zwei von A ausgehenden Pseudozweige «, 
und @,, und bilden wir daraus durch Abrundung der in A auftretenden 
Winkelpunkte die Kurven «,* und «,*. Es wird nun eine der Geraden BA 
naheliegende Gerade | die Kurve «,* beriihren miissen; sonst wiirde / auch 
mit «,* einen A naheliegenden Punkt gemein haben miissen, so dab sie 
mit «,* nur einen Punkt gemein haben kénnte, und das ist unméglich, 
weil «,* nur paar sein kann. An «,* geht also aus B eine und deshalb 
zwei Tangenten, und von diesen muB die eine auch a, beriihren. Weil 
demnach aus B eine Tangente an «, + a, geht, dann miissen zufolge (4) 
zwei Tangenten vorhanden sind. Fiir alle tibrigen Zweige sind A und B 
uneigentliche Doppelpunkte, und es kann nieHt jede durch A (oder durch B) 
gehende Gerade mit irgendeinem dieser Zweige Punkte gemein haben. Des- 
halb gehen durch A sowie auch durch B zwei Tangenten an jeden Zweig 
der Kurve. 


Im zweiten Falle sind m und y beide dritter Ordnung, und es gehen 
aus A zwei Tangenten an g und zwei an y. Die Kurve kann auber » 
und ~ keinen weiteren Zweig haben, denn eine Gerade, welche B mit 
einem Punkte des neuen Zweiges verbindet, wiirde mehr denn zwei Punkte 
mit der Kurve gemein haben. Aus demselben Grunde sieht man, daB aus 
B keine Tangenten an @ oder an w gehen kénnen. 
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Endlich hat man noch: 

11. Sind A und B zwei wneigentliche Doppelpunkte einer einteiligen oder 
mehrteiligen Kurve @ vierter Ordnung ohne Spitzen, und hat die Gerade AB 
keinen Punkt mit der Kurve gemein, dann gehen aus A und aus B gleich- 
viele Tangenten an o. 

Ein beliebiger Zweig von @ kann nicht von jeder durch A gehenden 
Geraden geschnitten werden, weil die Gerade AB keinen Punkt mit dem 
Zweig gemein hat. Deshalb gehen aus A — und ebenso aus B — zwei 
Tangenten an jeden Zweig von o. 


Kopenhagen, Februar 1914. 


Mathematische Annalen. LXXVI, 23 








Pu. Frank und G. Picx. 


Distanzschatzungen im Funktionenraum. I.*) 
Von 


Pu. Frank und G. Pick in Prag. 


Die Gesamtheit der reellen, im Intervall von =O bis 2 = 1 inte- 
grablen Funktionen der reellen Verinderlichen x betrachtet man als 
»Punkte* eines Funktionenraums**). Die Funktionen g = g(x), welche 
der Normierungsbedingung 


Jf gaz =] 
0 


geniigen, liegen auf der ,,Einheitssphire‘ dieses Raums. Beschrinkem 
wir uns ferner auf positive Funktionen, so kommt nur jener Teil der 
Einheitssphire in Betracht, welcher dem ,,ersten“ Oktanten der Kugel des 
gewohnlichen Raums entspricht. Die sphirische Distanz zweier normierten 
Funktionen g, y ist der kleinste positive Winkel #, der durch die Gleichung 


1 
cos # =| gpvdz 
0 


definiert ist. Fiir positive Punktionen wird also diese Distanz den Betrag 
90° (5) nicht tibersteigen. 

Beschranken wir uns aber weiter auf kondexe Funktionen, so erfiillen 
sie nur einen Teil jenes Ausschnitts, und es erhebt sich die Frage, wie 


groB héchstens der sphirische Abstand zweier solchen konvexen Funk- 
tionen ist. Die Antwort lautet: der fragliche Abstand wird héchstens 


60° (=). Dem Beweise dieses Satzes und verwandter weitergehender Siitze 


*) Vgl. zwei vorliufige Mitteilungen C. R. de I’Ac. d. sc. 158 (1914), p. 104 und 
p. 549. 

**) Uber den von Pincherle eingefiihrten Terminus Funktionalraum vgl. dessen 
Referat II A 11 ,,Funktionaloperationen und -Gleichungen* in'der Enzykl. der math. 
Wissenschaften. 8. auch Kowalewski, C. R. 151 (1910), p. 1338. 
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ist die folgende Abhandlung gewidmet. Entkleidet man die Siitze der Rede- 
weise der Geometrie der Funktionen, so sind sie zu charakterisieren als 
Aussagen iiber die Schranken, innerhalb deren das Integral 


1 


[vax 
0 


normierter, positiver, im iibrigen noch auf verschiedene Weise niiher be- 
stimmter Funktionen g,  variiert. 


§ 1. 
Die Sphirik des Funktionenraums. 


Betrachtet man die integrablen*) Funktionen der von 0 bis 1 ver- 
ainderlichen GréBe x als Punkte eines Funktionenraums, so ist das Distanz- 
quadrat zweier Funktionen f, g definiert durch 


S(f—gaz. 
0 


Sieht man die identisch verschwindende Funktion als Anfangspunkt an, 
so wird man von den normierten Funktionen g, die also die Bedingung 


fgar-1 
0 


befriedigen, kurz sagen, daB sie die Einheitssphiére um den Anfangspunkt 
erfiillen. Es ist dann weiter nahegelegt, das Integral 


1 
| gydz 
ty 
als Kosinus der sphdrischen Distanz der beiden normierten g,w zu defi- 
nieren, also 


1 
cos (g, v) =| pyar. 
0 


Orthogonale Funktionen haben die sphiirische Distanz 90° (3) : 
Sind , w irgend zwei linear unabhiingige Funktionen, so wird man 
r= upt+ovy 
mit beliebigen Parametern u,v als eine Funktion ansehen, die mit o, 


*) Auch die Quadrate der Funktionen sollen integrabel sein, was natiirlich im- 
plizit durch die Normierungsbedingung vorgeschrieben wird. 


23* 
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normiert, so wird also x auf dem durch g, ~ bestimmten ,,Hauptkreis“ 
der Einheitssphiire liegen. Man hat dann aber 


u? + 2uv cos (g, #) + v? = 1. 


Wir zeichnen in einer Ebene einen Kreis mit dem Radius 1, und deuten 
u, v als Koordinaten in einem System mit dem Anfangspunkt im Mittel- 
punkt und dem Achsenwinkel (gy, w). Dann ist die obige 
Gleichung die Gleichung eben dieses Kreises, und wenn 
wir x den Punkt mit den Koordinaten (u,v) zuordnen, 
so ist die definierte sphiirische Distanz zweier Funk- 
tionen 
L=UP+TVY, L=—HP + YY 

gerade durch den (kleinsten) Bogen zwischen den ent- 
sprechenden Punkten gegeben. Mit den Distanzen auf 
einem Hauptkreis der Einheitssphire, den wir also als einen Kreis im ge- 
woéhnlichen Sinn auffassen diirfen, kann demnach gerechnet werden, wie 
mit Bogen auf einem wirklichen Kreis. 

Wir lésen fiir spiitere Zwecke die Aufgabe: Auf dem Hauptkreis 
durch g, % soll die Funktion x aufgestellt werden, welche von » die ge- 
gebene sphirische Distanz # hat und auf demselhen von @ ausgehenden 
Halbkreis liegt wie ~. Die zweite Bedingung verlangt, daB in 


L=up+vy 


v positiv ist. Man hat nun, wenn (9, ») = #, gesetzt wird, 





Fig. 1. 


cos 7 = u + v cos Dp, 


1 = u? + 2uv cos #, + v’, 
woraus 
sin + __ sin (#, — #) 
™ gin &, ? - oe * 
also - 
gp -sin(#,— #) + w- sine 
a, 2. ) 
folgt. (Ersetzt man hierin # durch — @, so erhalt man die Funktion mit 
der gleichen Distanz von @ auf dem anderen Halbkreise.) 
Insbesondere ist die zu @ orthogonale Funktion dieser Art gegeben 


durch # = . , also 


7_= 


—  p— cos, 

i= sin, 

die Funktion, welche die Distanz zwischen gm und wy halbiert, durch 

a= % , also 
" or. 


Z{= 


i 
2 cos 3 
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Wir betrachten jetzt drei normierte Funktionen g, ~, 7, die nicht 
gerade auf demselben Hauptkreis liegen sollen, und bezeichnen zur Ab- 
kiirzung ihre Distanzen mit 


(¥,z)=a, (4,9)—b, & v)—Cc. 


Fassen wir die beiden von g ausgehenden, nach y, 7 verlaufenden Haupt- 
kreise ins Auge und bestimmen auf jedem die zu  orthogonale auf der 
Seite von w oder x gelegene Funktion (Fig. 2). Die sphiirische Distanz 
dieser beiden Funktionen wollen wir als Winkel A der Kreisbogen ow 
und @ 7 ansehen. Nun sind diese Funktionen, wie wir vorhin ermittelt 
haben, 

~—gpoose 4—peoosb 

sine ? sinb ” 

also ergibt sich 


1 
_ _— b 
cos A= f* pcosc x4— cos ds 
t) 


sin ¢ sin b 


cos a — cosc cos b — cosh cose + cos c cos b 
—_ ; . 3 
sin ¢ sin b ? 


d. h. 
cos @ = cos b cos c + sin b sin c cos A. 


Da nun aus dem Kosinussatz der sphirischen Trigonometrie ihre an- 
deren Formeln und iiberhaupt alle Sitze iiber (Eulersche) sphirische 
» Dreiecke hergeleitet werden kénnen, so gelten alle 
Distanzgleichungen und Distanzungleichungen der ge- 
wohbnlichen Sphiirik unverindert auch 
\s fiir die Distanzen auf der Sphiire des £ 
Funktionenraums. 
Fiir spitere Zwecke verzeichnen 
wir hier eine Formel, welche die b 
Fig. 2. Lange m, der Mittellinie eines sphi- Fig. 3. 
rischen Dreiecks durch die drei Seiten 
ausdriickt (Fig. 3). Wendet man auf beide Teildreiecke den Kosinussatz an, 
so erhalt man leicht 


coy 


cela 


cos b + cose 
cos m, = Ss. 


a 
2 cos 
2 


§ 2. 
Sitze tiber die sphirische Distanz konvexer Funktionen. 


Es sei jetzt g(a) eine konvexe (genauer: nicht konkave), positive, 
normierte Funktion. 2, <2, < a, seien drei Argumente des Inter- 
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valls 01. Die Eigenschaft, konvex zu sein, wird ausgedriickt durch die 
Relation 
1 x, p(x) 
1 2, (a,)| <0. 
1 xy p(s) | 
(Wir wollen iiberhaupt von drei Punkten (z,, y,), (%, Ye), (%g» Ys), mit 
2, <%, <4, sagen, daB sie konvex liegen, wenn 
1 4, % | 
1 a ¥, <9.) 
\1 23 Ys 
In jedem Punkte der Kurve 
y = 9(2) 
laBt sich (mindestens) eine Stiitzgerade zeichnen, ,,iiber“ der kein Punkt 
der Kurve liegt (Fig. 4). 


V3} vi 
Betrachten wir die Gesamtheit aller al 
dieser konvexen Kurven naher, so bemerken 
wir sofort zwei iiuBerste solche Funktionen, ,; ly 
ee eine die méglichst steil vom Nullpunkt an 


ansteigt, und wegen der Normierung im 
Punkt (1, V3) endigen muB: die Funktion 
0 , V3, und eine méglichst steilen Falls: 

Fig. 4. (1—2) V3 (Fig. 5). Der Kosinus der sphi- ’ . 


rischen Distanz dieser beiden Funktionen ist 

















1 


2? 


1 
3 f x(1—2)de = 
0 
die Distanz selbst also 60° oder = Es liegt die Vermutung nahe, daf = 
der gripte Wert ist, den die sphiirische Distanz zweier konvexen Kurven 
tiberhaupt erreichen kann (Satz I). 
Die betrachteten speziellen Funktionen gehéren zur Klasse der linearen 


Funktionen »*), die offenbar einen einzigen Hauptkreis erfiillen, da sie 
jedenfalls in der Form 


gm Atuc—u-2V3+0-(1—2) V3 
darstellbar sind. Insbesondere entstehen aus dieser Formel die positiven 
unter ihnen, wenn u und v nicht negativ sind. Die Normierungsbedingung 
lautet hier 
wu? + uv + v? = 1. 


*) Mit @, w,--- sollen lineare Funktionen, mit @,@,--- solche, deren Bild- 
kurve aus zwei geradlinigen Stiicken besteht, bezeichnet werden. 
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Durch « =v erhilt man die Funktion, welche den Bogen der positiven 
Funktionen ¢ halbiert. Es ergibt sich die Funktion 


g=1, 
von welcher die Enden des Bogens also die Entfernung 30° oder _ haben. 
Man wird vermuten, dap = die gripte Entfernung ist, die eine beliebige 
konvexe Funktion von der Funktion 1 haben kann (Satz Ia). 
Beschriinken wir uns nun schlieBlich auf monotone, etwa auf zuneh- 
mende (genauer: nicht abnehmende) konvexe Funktionen. Die geradlinigen 


unter ihnen erfiillen den Hauptkreisbogen zwischen den Funktionen 2 V3 
und 1. Den Mittelpunkt dieses Bogens bildet nach § 1 die Funktion 


1+ v3 . 
V2+y¥3 
Man wird vermuten: II) Die sphdrische Distanz zweier steigender Funk- 
tionen ist hichstens gleich 30° (=) . 
Ila) Die Distanz zwischen einer beliebigen steigenden Funktion und der’ 
Funktion ***VS ist hochstens gleich 15° 7.) 
V2+yV3 
Es ist hier wie immer die Rede von konvexen, positiven, normierten 
Funktionen, was wir nicht jedesmal ausdriicklich beisetzen wollen. 
Der Beweis der in diesem Paragraphen vermutungsweise aufgestellten 


Siitze und ihrer Verallgemeinerungen ist das eigentliche Ziel der nach- 
folgenden Auseinandersetzungen. 


§ 3. 
Orientierung tiber die Lage der Kurven y = g(x) in der xy-Ehbene. 


Die positiven konvexen normierten Funktionen erfiillex den in der neben- 
stehenden Figur schraffierten Ebenenteil. Dab niimlich durch jeden Punkt 
dieses Teils solche Funktionen hindurchgehen, folgt so. ~ 
Man verbinde die Endpunkte des Intervalls 01 der Ab- ~ NAA 
szissenachse mit irgendeinem Punkt der oberen Begren- i HI 
zungsstrecke. Die aus diesen geradlinigen Strecken zu- i 
sammengesetzte Kurve reprisentiert eine positive, konvexe, HT (Ht 
normierte Funktion @, und offenbar geht durch jeden / \ 





Vz 








Punkt des Gebiets (mindestens) eine solche. DaB anderer- Hi | 
seits durch keinen auBerhalb gelegenen Punkt eine Kurve VA 
y = p(«) hindurchgeht, folgt fiir die Punkte des unteren 4 
gleichschenkligen Dreiecks so. Die fragliche Kurve miibte Fig. 6. 
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in dem Punkt eine Stiitzgerade haben. Diese Stiitzgerade selbst aber stellt 
dann eine Funktion f dar, die unternormiert ist, d. h. es ist 


1 


I Pde< 1. 


Um so mehr ist die Kurve unternormiert. Fiir einen Punkt oberhalb 
des Gebiets aber umschlieBt jede durchgehende konvexe Kurve diejenige 


y= fiz), die aus seinen Verbindungsstrecken mit den Enden des Inter- 
valls besteht. Fiir diese aber ist offenbar 


J Paz>1. 


um so mehr fiir die Kurve selbst, die also auch nicht normiert sein kann. 

Wir betrachten jetzt nur zunehmende konvexe Funktionen. Soll die 
Endordinate méglichst groB sein, so miissen wir die Anfangsordinate még- 
lichst klein, die Kurve méglichst wenig konvex, d. i. geradlinig annehmen; 
wir kommen so wieder auf die Funktion z/V3, also auf die Endordinate 
‘V3. Andererseits kann die Anfangsordinate offenbar nicht gréBer als 1 
sein, und wenn sie diesen Wert hat, so ergibt sich die Funktion 1, und 
gleichzeitig der kleinste mégliche Wert fiir die Endordinate: 1. 

Nun wollen wir die Gesamtheit der eben betrachteten Funktionen 
erweitern, indem wir tiberhaupt alle diejenigen positiven, konvexen, nor- 

mierten Funktionen o(z) ins Auge fassen, deren Endordi- 
f° nate mindestens gleich Kins ist: 


gil, 
und unter denen die steigenden Funktionen offenbar simt- 
lich enthalten sind. Insbesondere suchen wir diejenigen aus 
zwei geraden Linien zusammengesetzten Funktionen @ auf, 
welche 0 als“Anfangs-, 1 als Endwert haben. Ist x, y die 
| Ecke einer solchen Funktion bzw. der sie darstellenden ge- 
1 brochenen Linie, so ergibt sich)leicht aus der Normierung 


(9+ 1)(Q—z) =2. 
Die Ecken erfiillen also (Fig. 7) einen Hyperbelbogen, der durch die Punkte 
(0,1) und (1, V3) begrenzt wird; da die Hyperbel die Asymptoten 








Fig. 7. 


§=—t, y=-—1 
hat, so erkennt man, dab dieser Bogen zwischen seiner Sehne und der Ge- 
raden ) = ¢ verliuft. 
Das von diesem Hyperbelbogen nach oben, von vier geradlinigen 
Stiicken nach den Seiten und unten begrenzte fiinfeckige Gebiet (in Fig. 7 
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schraffiert) wird von den Kurven, deren Endordinate mindestens gleich 1 
ist, erfillt. Man erkennt das ganz ahnlich, wie die entsprechende friihere 
Behauptung. 


Analoges wie fiir zunehmende gilt augenscheinlich fiir abnehmende 
Funktionen. 


§ 4. 
Hilfsmittel fir den Beweis. 
Der Beweis der in § 2 aufgestellten Siitze erfolgt so, dab man ibn 
zunichst fiir die Siitze Ia) und Ila) erbringt; aus diesen folgen die 


Sitze I) und I) unmittelbar. Denn, wenn schon feststeht, daB eine be- 
liebige konvexe Funktion von g=1 héchstens den Ab- 


-P 
stand = hat, so kénnen zwei beliebige solche Funktionen g, w , 
untereinander keinen gréferen Abstand als = haben, weil in 
einem sphirischen Dreieck (Fig. 8) die Summe zweier Seiten ¥ 


gréBer ist als die dritte. Noch schiirfer: die obere Grenze . — 
kann nur erreicht werden von zwei Funktionen, welche mit 1 auf dem- 
selben Hauptkreis liegen und zwar auf verschiedenen Seiten von 1 
in méglichst groBer Distanz =. Wir werden sehen, daB nur das Paar 
«V3, (1—«) V3 diesen Anforderungen geniigt. 

Ganz ahnlich verhilt sich die Sache bei der Gesamtheit der mono- 
tonen (zunehmenden) Funktionen. 

Was nun den Beweis der Sitze Ia) und Ila) anlangt, so beruht er 
einerseits auf der Zuziehung von Hilfsfunktionen aus den Klassen @ und @, 
andererseits auf der massengeometrischen Deutung der auftretenden Inte- 
grale. Ist @ eine beliebige positive Funktion, so ist 


1 
M = M(y) =f pax 
0 


die von der Kurve y= (zx) iiber dem Segment 01 bestimmte Fliche, 
kurz die Fliche von g. Ferner ist 


1 
2M,=2M,(~) =| g*dx 


das doppelte statische Moment dieser Fliche in bezug auf die x-Achse.*) 





1 
” Jotdz ist ja auch das durch x dividierte Volumen, das durch Rotation der 


0 
Fliche um die 2-Achse entsteht; beide Deutungen sind durch die Guldinsche Regel 
verkniipft. 
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Da wir  normiert voraussetzen, ist dieses Moment gleich > End- 
lich ist 


1 
M, = (9) a? xy dx 


das statische Moment derselben Fliche in bezug auf die y-Achse. Also ist die 
sphirische Distanz zwischen m und der Funktion 1 gegeben durch M(). 
Die Distanz zwischen g und der Funktion x V3 ist 


M,(y)- V3. 
Endlich ist die Distanz zwischen p und einer beliebigen 


gp=A+ur 
gleich 


§ 5. 
Beweis des Satzes Ia). 


Die Kurve y = 2/3 schneidet die Kurve y = (x) einer beliebigen 
konvexen Funktion @ in einem einzigen Punkt (wobei von den Endpunkten 
nicht gesprochen wird) und zwar von unten nach oben. 











va Die beiden Flaichenteile, die in Fig. 9 mit I, II be- 
f zeichnet sind, haben gleiche Momente in bezug auf die 
i a-Achse, weil V3 und @ beide normiert sind: 
M,(D) = M,(I). 
: Es seien (£,, 7,), (&, m,) die Schwerpunkte von I, Il. Die 
I Punkte 
(0,0), (E1, m1)» Ee» 2) 
o ae 1 sind offenbaér in konvexer, und zwar nicht geradliniger 


Lage. Also ist 
:%— <9. | 

Multiplizieren wir hier mit dem Produkt der Flichen von I und Il, 

so erhalten wir, da ja stets 
M-§=M,, M-4=M, 
ist, zunachst - 
M, (1) Ml) — M,(i) M,() <9, 
also nach Kiirzung durch M,(II) = I/,(1) 
M,(1) < M,(TD), 

woraus folgt 


M,(p) < M,(x V3) 
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Man erhilt auf dem gleichen Wege 
M,(y) > M,({1 —2] V3). 
Betrachten wir nun alle @ mit der Ecke auf der Verbindungsstrecke 
von (0, V3) und (1, V3) (vgl. § 3). Sie bilden ein Kontinuum (Kurven- 


bogen im Funktionenraum), beginnend mit «3, endigend mit (1—x) V3. 
M,(@) indert sich stetig, also muB es ein @ geben, so dab 
M,(¢) = U,(9) 

ist. Wenn @ nicht geradezu mit diesem @ zusammenfillt, so ergibt sich 
eine Figur der Art, daB @ die  iiberragt, nach beiden Seiten, oder aber 
mindestens nach der einen dafiir von @ iiberschritten werden 
mu8 (Fig. 10). Denn von einer Geraden, die an der z-Achse 
beginnt, kann die konvexe Kurve nur einmal geschnitten it 
werden, wenn sie nicht (teilweise) mit ihr zusammenfillt, 
wo sie dann iiberhaupt nicht von einer auf die andere 
Seite iibergeht. Es seien (&,, 1,), (&, 42), (5, 3) die Schwer- 1 
punkte der drei Flichenstiicke 1, II, Ill, und es seien M,, 
M,, M, ihre Flachen. Man hat, da g und @ beide nor- 
miert sind, 











Fig. 10. 


M, 4, — Myr, + M4; = 9, 
und da sie gleiche Momente in-bezug auf die y-Achse besitzen, 
M,é, — M,é, + U,§, = 0. 


Die drei Schwerpunkte liegen konvex; also ist 


18 % 
1 & 1, <9, 
1 § 5 


da Geradlinigkeit ausgeschlossen ist. Multipliziert man die drei Zeilen mit 
M,, M,, M,, und vereinigt entsprechend, so ergibt sich 

(M, — M, + My)(E.4;— §sn2) < 9, 

(Df, — M, + M;)(E,%2 — &2%,) < 9, 
oder mindestens eine dieser beiden Relationen, wenn eine der Fliachen- 
gréBen M, oder M, verschwindet. Nun ist aber 

Eos — Es%e2< 9, & m2 —- fam <9, 
weil (0,0), (&, mg), (&3, 3) und ebenso (0, 0), (5, m1), (Ee, Ny) konvex 
liegen. Also folgt ; 

M,— M,+ M,> 02, 


und daraus 


M(y) > M(%). 
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Der Kosinus der sphiirischen Distanz zwischen g und g = 1 ist 
also gréBer als der zwischen @ und g = 1; die entsprechenden Distanzen 
selbst stehen im umgekehrten GréSenverhiltnis. Um also die von g = 1 
méglichst entfernten konvexen Kurven zu erhalten, miissen wir nur unter 
den betrachteten @ suchen. Alle diese haben aber augenscheinlich den- 
selben Inhalt 


v3 
9? 
also von g = 1 die Distanz - oder 30°. Damit ist der Satz la) und 


somit nach § 4 auch der Satz I) bewiesen. 

Aus diesen Uberlegungen folgt aber noch, daB jene Funktionen @ die 
einzigen sind, welche die gréBtmégliche Distanz * von @ = 1 besitzen. 
Da nun, wenn @ eine solche Funktion bedeutet, die Funktion 

u-l+v-@ 
fiir dieselbe Abszisse eine Ecke hat, wie @ selbst, so kénnen zwei 
jener @ nicht mit g = 1 auf einem Hauptkreis liegen, auber 2/3 und 


(1—) V3, bei denen dies auch wirklich zutrifft. Damit ist auch die im 
§ 4 angegebene Verschirfung des Satzes dargetan. 


8 6. 
Beweis des Satzes Ifa). 


Der Beweis hat im wesentlichen den niimlichen Gedankengang wie 
der vorige, weicht aber allerdings im einzelnen einigermaBen ab. Wir be- 
weisen den Satz Ila) iibrigens gleich von der erweiterten Gesamtheit aller 
konvexen Kurven, deren Endordinate nicht kleiner als 1 ist (vgl. § 3). 
Hier verwenden wir insbesondere die @ mit der Anfangsordinate 0 
ys und der Erfdordinate 1, die in § 3 beschrieben sind. Ihre 

Ecke (rx, ) variiert auf dem dort angegebenen Bogen der 
\ Hyperbel j 

1, (y—x)@+1)=2 





und sie bilden ein Kontinuum (Kurvenbogen des Funktionen- 

raums), begrenzt von den Funktionen z V3 und 1. Vergleicht 
man nun wieder (Fig. 11) eine beliebige zanehmende Funktion 

mit /3 und mit 1, so ergibt sich, genau wie in § 5, 














Fig. 11. . M,(1) < M, (9) < M,(z V3). 


Also muB auch hier ein mittleres @ existieren, fiir das 


M,(@) = ¥,(9). 
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Fiir diese Funktion aber ergibt die SchluBweise des vorigen Paragraphen 
M(y) > M(¢). 

Nun ist der Kosinus der sphirischen Distanz zwischen m und : +eVs 
(vgl. § 2) gegeben durch ss V2+y3 
M (9) + M,(o) V3 
V2+ys 
also geht aus den letzten Relationen hervor, daB dieser Kosinus fiir » 
gréBer ausfillt, als fir @. Somit sind auch diesmal die Funktionen mig- 
lichst groBer Distanz von ¢ = 1+ey% unter den @ zu suchen. Man 

Ve+y¥3 
findet aber 
1 
J ey ee eet ed A ed 
0 2Vs-V2+y3 


Zieht man davon 





i V2 +y3 
oat lee 2 
ab, so erhilt man 


1 

-_ = y—p¢+1+V3)—1—Y3 
[ €Gax— 00s * = 3ya-Vatvi an 
0 P +Y3 
w—peti+v9—*+Y @—pw+s 


2y3-V2+YVi 


? 
da wegen der Normierung 
(yv—r)(9+1)=2 
ist. Es ergibt sich also 
1 
~ x (9 — oy — [V3 —1]x —1) 
9 g dz — cos = = — ~ ~~ eeamate 
J a V8. V24Va-VYa—1) 
Der Hyperbelbogen, auf dem die Punkte x, y liegen, verliuft (vgl. § 3) 
zwischen den Geraden 
y—1=-0, y—[V3—1]r—-1=0 
mit Ausnahme seiner Endpunkte, welche auf der ersten dieser Geraden 
liegen. Die obige Differenz ist also stets positiv und verschwindet nur 
an den Endpunkten. Also ist die sphiirische Distanz zwischen @ und 
pote ha ad stets kleiner als i oder 15° mit Ausnahme der beiden End- 


Ve+V3 
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punkte des Kontinuums der @, 4d. i. fir die Funktionen x3 und 1, fiir 
die sie gleich a ausfallt. Offenbar ist damit Satz Ila) und II) gleich 


in der schirferen Fassung bewiesen. 


§ 7. 

Folgerungen. 
Es ist klar, daB man den in § 6 durchgefiihrten Beweis fast wért- 
lich auf monoton abnehmende konvexe Funktionen tibertragen kann. Auch 


kann durch Einfiihrung von (1—.) statt x der eine Fall auf den anderen 
zuriickgefiihrt werden. Man erhiilt also folgende Sitze: III) Die sphdrische 


Distane zweier abnehmenden Funktionen ist héchstens gleich 30° (=); 


Illa) Die sphiirische Distanz einer beliebigen abnehmenden Funktion wnd 
1+(i—a)V3 
V2+v3 
za konstatieren, daB die gegenseitige Maximaldistanz von 30° nur von 

den Funktionen 1 und (1—<) V3 erreicht wird. 

Die simtlichen Sitze sind offenbar leicht auf jedes andere Grund- 
intervall als 01 zu iibertragen. Was sich dabei iiberhaupt nicht Andert, 
sind die gefundenen Maximalwerte der sphirischen Distanz. Was an Stelle 
der speziellen Funktionen tritt, die in unseren Sitzen vorkommen, ist 


ohne Schwierigkeit zu ermitteln. Wir stellen dies in folgender Tabelle 
zusammen: 


der speziellen ist hichstens gleich 15° (=): Auch ist wieder 


Intervall g = 





0 bis 1 1 2Vs (i—a)V3 1+2V8 1+0—sys 
, Va+ve_ Ve+va 


«bis p 2. @—9V8 G—HV8 | G—«) + @—wV5_B—2) + G—a)VI 

VB—a VB—a® Yp—a® V2+V5-Ve—« |V2+y3-Ve—« 
Betrachten wir nun wieder konvexe Funktionen im Intervall 01, aber 
speziell solche, die symmetrisch zu beiden Seiten von z= ; verlaufen. 


Sind (x), ¥(x) irgend zwei solche (nicht notwendig verschiedene) Funk- 
tionen, so hat man 2 


1 


3 
[ O(a) -¥(x) dx = 2 [ 0(2)¥(a) dz. 
0 0 


1 


Fiihrt man hier durch 


z= 22, 








L 
0 
e 
I 
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eine neue Variable ein, und setzt 
O(22,)= p(z,), ¥(22,)= ¥(a,), 


und 148t schlieBlich den Index wieder weg, so erhilt man 


[(a)¥ (2) dx = f o(2) ¥(2) de. 


Damit ist das Studium dieser symmetrischen Funktionen auf das der 
monoton zunehmenden zuriickgefiihrt. Man hat nur zu beachten, daB die 
einer gegebenen zunehmenden Funktion g(x) entsprechende symmetrische 
Funktion (x) folgendermafen anzusetzen ist: 


g(2x) von z=0O bis r= 


(x) = Sia, 
g(2—2z) vn r= => bis x= 1. 
Die Satze iiber sphirische Distanzen werden demnach hier so lauten: 
IV) Die sphiirische Distanz zweier symmetrischen konvexen Funktionen ist 
hichstens gleich 30° (=), und zwar wird diese Schranke nur erreicht durch 
22V3 
2(1—2) V3 
schen einer beliebigen symmetrischen konvexen Funktion und der speziellen 
2422/3 
V2+yV3 : * . o/% 
+09 yat héchstens gleich 15 ()- 
V2+y3 
Die sechs Sitze 1) bis Illa) sind Spezialfille zweier allgemeinerer 
zusammengehoriger Sitze, zu deren Erérterung wir nun tibergehen. 


die Funktionen 1 und \ IVa). Die sphiirische Distanz zwi- 


§ 8. 

Einschrinkung des Funktionenbereiches durch Randbedingungen. 

Die Randwerte einer konvexen Funktion o(z), das heiBt die Zahlen 
(0), p(1) sind an die Schranke 

(0), p11) S V3 
gebunden. Dies lehrt der Anblick des in § 3 ermittelten Gebietes der 
x, y-Ebene, das von den Kurven 
y = 9(2) 

erfiillt wird. 


Aber weiter: Ist p(0)>p, so existiert fiir g(1) eine hierdurch be- 
dingte obere Schranke unter Y3. Es gibt niimlich eine und nur eine 
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Funktion g(x) mit g(0) =p; fir die Bestimmung von g(1) hat man ja 
wegen der Normierung 


pl)? +p- (1) +p? =3, 


und diese quadratische Gleichung hat fiir p< V3 eine und nur eine nicht 
negative Wurzel, die wir g, nennen wollen (Fig. 12). Ist nun g(0) >p, so 
kann nicht p(1) gleichzeitig >, sein; es wire sonst fiir alle 0<2<1 
dy p(x) > H(z), 
also (x) sicher tibernormiert. Somit ist 
p(1) <4,. 
Genau ebenso ist durch eine gegebene untere Schranke q 
fiir p(1) eine obere, p,, fiir g(0) bedingt. 
Man erhilt sehr bequeme Formeln fiir diese Schran- 
Fig 12. || ken, wenn man die Funktionen @ durch ihre sphirischen 
Abstiinde # von x V3 gegeben denkt. Anfangs- und End- 


ordinate einer so definierten, passend durch g, zu bezeichnenden Funktion 
haben die Werte 





2sin%, 2 sin(=—@) 
und @ ist an das Intervall 
4 
0<e<* 
gebunden. Es gilt also der Satz, daB aus 
g(0)>2sin% stets (1) <2 sin (+ —#) . 
und aus 
p(1) > 2 sin (= —2) stets (0) <2 sin? 
folgt. 7 


Wenn also fiir beide Werte p(0), (1) untere Schranken p, g (< V3) 
a> gegeben werden, und man bestimmt, was dann immer 


miglich ist, zwei positive Winkel #,, #,, kleiner als , 
so dab 
q p=2sin@,, q—2sin(=—9,), 








so existiert, wenn #,< #,, tiberhaupt keine zugehérige 
konvexe Funktion; wenn #,= @,, eine einzige, nimlich 
Ps,; Wenn aber #, >, dann gibt es eine kontinuier- 
liche Mannigfaltigkeit zugehériger Funktionen. In diesem letzten Falle 
ist stets 


Fig. 153. 


P,>P, >? 
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Diese Mannigfaltigkeit konvexer Funktionen bestimmt ein Flachenstiick in 
der xy-Ebene, welches von den entsprechenden Kurven 
y = (2) 
erfiillt wird (Fig. 13). Wir konstruieren die Geraden y = p, (xz) und y= @, (x); 
es ist 
G90) —p—2sin%, G5,(1)—q—2sin(;—4,) 
und andererseits 


Po,(1) = 4, = 2 sin (5-2) > G90) =p, = 2 sin 4,. 


Diese beiden Funktionen begrenzen den Bogen des Hauptkreises der g, 
dessen Punkten Funktionen unserer Mannigfaltigkeit entsprechen. Wir 
wollen nun jene @ suchen, die beiden Randbedingungen 
9) =p, gil) =4 

geniigen. Es sei (r, y) die Ecke der Kurve y= @(x), so gibt die Nor- 
mierung 

(y+p+q) (¥+[p—a)t—p) = 3 —p* — pq —@’. 
Im allgemeinen stellt diese Gleichung eine Hyperbel dar mit den Asym- 
ptoten 

yt+ptq=9, y+ w—ge—p—9, 
von denen die zweite die Verbindungslinie der Endpunkte der Funk- 
tionen @, namlich (0, p) und (1,q) ist, wihrend die erste eine Parallele 
zur z-Achse unter ihr darstellt. Da die Hyperbel durch die Punkte (0, p,) 
und (1,¢,) hindurchgeht, weil die beiden Funktionen Gy und gy ja 
Grenzfille der @ bilden*), so ist klar, daB der in Betracht kommende 
Bogen der Hyperbel zwischen den Geraden 
y+(p—g)t—p=0 und y+ (p,—a)t—p, = 9 

liegt, und nur seine Endpunkte auf der zweiten Geraden hat. 


Ausgeartet ist der Fall g=p, also auch p,=4g, rn ; 
(Fig. 14). Die Bedingung wird da «"% i 
() + 2p) (Y—p) = 3 — 3p? ip il 






oder 





y+ py +p? =3. ’ 


Sie zerfallt in zwei Gerade parallel zur z-Achse, von denen 
aber nur die eine 





y — P, Pig. 14. 
eine Strecke im Gebiet hat, die also den Ort von rx, 9 darstellt. 


*) Das Kontinuum (der Kurvenbogen) der @ hat geradezu ¢ g, wad Gy zu End- 
punkten. , 
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Das fiinfeckige Gebiet*) unterhalb des Ortes der xr, y, rechts und 
links von Teilen der Geraden « = 0, x = 1, nach unten aber von Teilen 
der Geraden y = 95(z), y= @9,(%) begrenzt, wird von unseren Kurven 
tiberstrichen. Da es von diesen Kurven ganz in Anspruch genommen 
wird, zeigen schon die betrachteten @ fiir sich. Daf keine g-Kurve iiber 
das Gebiet hinausreicht, folgt daraus, daB sie dann jedenfalls @-Kurven 
ganz einschlieBen miiBte, also sicher iibernormiert wire. DaB andererseits 
keine g-Kurve nach unten das Gebiet verlassen kann, folgt daraus, dab 
sie dann eine Stiitzgerade besitzen miibte, welche die beiden seitlichen 
Begrenzungsgeraden oberhalb (0, p) baw. (1, q) trifft, und zum Teil unter- 
halb des Gebietes verliuft. Eine solche Gerade aber stellt an sich eine 
unternormierte Funktion dar, um so mehr das vorausgesetzte g selbst. 
Denn eine lineare normierte Funktion unserer Mannigfaltigkeit, also 


UPs, + UPs, 
mit positiven u,v hat fiir jene Abszisse «,, fiir die py (z,) = @»,(x,) wird, 
also fiir die einspringende Ecke des Fiinfecks, den Wert 
(u+v) P»,(%1)- 
Da nun 
u? + 2uv cos(#,—%) +e =—1 
ist, hat man 
(u+v)? = 1 + 2uv(1 —cos(#@,— @,)) > 1, 
woraus das Behauptete folgt; denn man sieht, daB alle linearen Funk- 
tionen der Mannigfaltigkeit oberhalb der einspringenden Ecke des Fiinfecks 
verlaufen. 
§ 9. 
Allgemeine Siitze. 
Die Siatze, die wir nun aussprechen und beweisen werden, beziehen 
sich auf eine Teilmannigfaltigkeit konvexer Funktionen, wie sie soeben 
betrachtet worden ist. Es sei also 


p=2sind,, q—2sin(>—9,),, (#, >), 


und es seien wieder G5, Py, die linearen Funktionen, die bzw. den Be- 
dingungen 
Go,(0)=2sin %, %,(1) = 2 sin(% —9,) 
entsprechen. Dann gilt: - 
V) Der sphiirische Abstand irgend zweier positiven, konvexen Funk- 
tionen, die den beiden Randbedingungen 


y(0)>2sin%, g(1)>2sin(=—4,) 


*) S. Fig. 13 und 14, wo das Gebiet jedesmal schraffiert ist. 
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geniigen, ist hichstens gleich #,— %,, wnd diese obere Schranke wird nur 
von den Funktionen 5, G9, erreicht. 

Va) Der sphiirische Abstand irgend einer positiven, konvexen Funktion, 
die den beiden Randbedingungen (0) > 2 sin ®,, p(1) > sin (F - ®,) ge- 


9, + Po, +, 


niigt, von der Funktion Gy. 5.—- "5s ist hiichstens gleich **—= 
a 1 Vo 
2 = 


2 cos 

Aus dem Satz Va) folgt der Satz V) wieder, wie in den friiheren 
Spezialfillen, weil die Summe zweier Seiten eines sphirischen Dreiecks 
mindestens so groB ist als die dritte Seite. Auch ist zu sehen, daB zwei 
Funktionen die obere Distanzschranke nur erreichen, wenn sie beide von 


P59, den Héchstabstand 5 = Se haben, und zu entgegengesetzten Seiten 


dieser Funktion auf demselben Hauptkreis liegen. 


Um nun Va) zu beweisen, verfahren wir so. Die Distanz der belie- 
bigen Funktion m von 9, ,, ist die Mittellinie des sphiirischen Dreiecks 


2 
mit den Ecken 9, yy, @»,- Bezeichnen wir die Seiten (gy, gy.) und (9, ¢, ) 
zur Abkiirzung mit b und ec, die dritte Seite #,— , kurz mit a, so ist 
nach der Formel am Schlu8 von § 1 die fragliche Distanz gleich 


cos b + cose 





> 
a 
2 cos ry 


wie ja auch leicht direkt festgestellt werden kann. Was 
wir also zu beweisen haben, ist: 


a 
=> cos 


cos b + cose 
2 cos 


oder 





cosh + cose — cosa—12>0. 
Wir untersuchen die Richtigkeit der Behauptung zuniichst fiir eine der 
im vorigen Paragraphen betrachteten Funktionen @. Fiir ein @ mit der 
Ecke x, 9 berechnet man leicht 


P(O+P) r+ (Qp—P) ee +p) 2 


cos b = ; 


bi cia : 
ie eet q) (i—y —@ my A Ba (1—x)%, 


cos¢ = nOTH be r 


(q—P) (29+ P) 
6 
G — 2 
+ wot 9) i—p— (q— mo Ovt 9) (1—p), 


24* 
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wo p,, q, die im vorigen Paragraphen festgesetate Bedeutung haben. Man 
findet ferner 
cos a = cos (@, — 8) =P” +2pq + 2Pde +4490 





Hieraus ergibt sich durch Umformung 
cos 6b + cose — cosa — 1 


{9—(q—p)t—p)} - (p+) (2—D+@twd+tnj}—K. 
6 





Dabei ist 
K = (p,—p) {2(p+p,) + (a+9,)} = — G—4@) ((o+p,) +2 +4,)}- 
Der Ausdruck verschwindet in (0, p,) und (1,g,) wie es sein mu8. Nun 
ist aber (s. § 8) 
- {y—(@—p)t—p) (9+p+4} 
K=K- 3 2 : ’ 
ee ils hy 
da der hinzugefiigte Faktor infolge der Normierung gleich eins ist, und 
hierdurch la8t sich endlich folgende Gleichung gewinnen: 
(*) 6(cosb + cose — cosa — 1) 


a+ Up — P— Pr r / 
aw 9 G—v)E—P) (9 — @—2,)E— P,))}. 


Der Bruch, der vorausgeht, ist wesentlich positiv; denn aus den beiden 
Normierungsbedingungen 

Pp + PQ, + Vp = 3, 

q+ap,+p7 =3 
folgt, da8 q—yp und g, —p, dasselbe Vorzeichen haben. Die Klammern 
aber stellen, gleich Null gesetzt, die Geraden vor, zwischen denen nach 
§ 8 der Hyperbelbogen liegt, auf welchem yr, y variiert. Unser Ausdruck 


ist also fiir alle @ positiv mit Ausnahme der Grenzfunktionen gy und py, 
fiir die er verschwindet. 


Es wird hier p von q verschieden Vorausgesetzt. Ist jedoch 
p=q, daher auch p,=4q,, 
so erkennt man ohne Rechnung, daB der Ausdruck 


cos 6 + cose — cosa —-1 


dann fiir simtliche @ verschwindet. rx, ) variiert dann (§ 8) auf einer 
Strecke parallel zur x-Achse, und es ist leicht zu sehen, daB der Aus- 
druck sich dabei iiberhaupt nicht andert, also, wie stets in den Endpunkten 
der Bahn von rz, y, den Wert Null besitzt. 

Eine allgemeine Funktion g des Bereiches untersuchen wir nun ge- 
nau in derselben Weise, wie es in den §§ 5 und 6 beim Beweis der 
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speziellen Sitze geschehen ist. Durch die analogen Schwerpunktsbetrach- 
tungen finden wir, daB jedenfalls 

U,(G»,) < U,(9) < U,(G»,) ‘ 
ist, woraus wieder die Existenz eines @ folgt, fir das 4% 


M,(¢) = U,(). 








Dann aber muB wieder (vgl. Fig. 16) q 
M(y) > MG) P 
sein. Fiir jede lineare Funktion eT 
y= 1 + px Fig. 16. 
ist aber 


1 
J g-gdz=1M(g) + uM, (9), 
0 


also 
{¢pda >J 9 pdx. 
0 ) 
Damit ist, wenn insbesondere 
a ie G9,+ Po, 
eo ek *—¢? 
— 3 2 cos a aa 


genommen wird, der allgemeine Satz auf den schon erledigten Fail 
der @ zuriickgefiihrt. Auch erkennt man, daB von den Funktionen, die die 


Maximaldistanz “=e von 9,5, erreichen, in jedem Falle nur @» und 
2 

P», die Lage haben, die zur Erreichung der gegenseitigen Distanz #,— #, 

erforderlich ist. 

Bemerkung. Die immerhin umstindliche Rechnung, die zu Formel (*) 
fiihrt, 1aBt sich mit Vorteil durch folgende geometrische Hilfsbetrachtung 
ersetzen. Wir entnehmen den Formeln fiir cos b und 
cos ¢ ohne weiteres, daB 


M(x, y) = cos b + cos e— cosa —1 
ein quadratischer Ausdruck in f¢, y ist, der y* gar nicht, 


x? aber mit dem Koeffizienten at | 
P 
q 





g 


1 
=(p-—D(@Q+94,—P—P,) 
enthilt. Da ferner (Fig. 17), wo immer wir f, ) auf der Geraden 
y=(@—p)t+p 


wihlen mégen, immer dieselbe (hier nicht normierte) Funktion f= f ent- 











Fig. 17. 











374 Pu. Frank und G. Prex. 


steht, so hat lings dieser ganzen Geraden M(x, y) denselben Wert; daher 
ist die Gerade eine Asymptote des Kegelschnitts 
und es ist also identisch 
1 
M(r,»)= - {9 —-@—p)t—p)}({@+4,—p —p,)t + B) —K, 
wobei uns die Werte von #6 und K nicht weiter interessieren. Endlich 
muB diese Hyperbel durch die Punkte (0, p,) und (1, q,) hindurchgehen, 
denn zu diesen als Ecken gehéren die Funktionen @, und gs, wobei 
also entweder 
b=0, c=a 
oder 
b=a, c=0 
ist, also jedesmal 
cos b + cosc — cosa—1 =. 
Andrerseits ist fiir normierte @ stets (§ 8) 


N(z,9) = (9—(@ —v)t—p) {u+p+4a)—B—p’—pq—) =9, 
also ist 
M(t, ») = M(x, 9) — @ - N(x, 9) 

mit beliebigem 9. Hier steht rechts das Polynom eines Biischels von 
Hyperbeln mit einer gemeinsamen Asymptote 

y—(a—p)t—p—9, 
die auBerdem alle durch (0,p,) und (1,q,) hindurchgehen. Wir nehmen g 
so an, daB die Hyperbel zerfillt, sie muB dann in die Asymptote und die 
Verbindungslinie dieser Punkte, also 

» — (4,— P,)t — Pp, = 0 
zerfallen. Wenn man noch auf den Koeffizienten von y* achtet, erhilt 
man die Endformel des Textes~ 

Im Ausartungsfalle p = q ist 9 = 0. 


§ 10. 
Andere Randbedingungen. 


Eine konvexe Kurve hat in jedem Punkte nach vorwirts und riick- 
warts Tangenten, die bis auf-eine abzihlbare Menge von Punkten zu- 
sammenfallen; alle Anderungen des Richtungskoeffizienten beim Dureb- 
laufen der Kurve, stetige sowohl als sprungweise sind negativ (Abnahmen). 
Es sei g’(0) die (vorwirts genommene) Ableitung von g/(z) fiir «=O, 
gy’ (1) die (riickwiirts genommene) fiir z= 1. Dann ist also jedenfalls 


y (0) > g(1). 

















Distanzschiitzungen im Funktionenraum. 375 


gy (0) kann + oo werden, aber nicht unter —YV3 sinken, g’(1) 
kann — co werden, aber nicht tiber + V3 gehen, wie die Betrachtung der 
Tangenten in den Endpunkten im Hinblick auf die Normierung sofort 
lehrt. Beschriinkt man g‘(0) willkiirlich nach oben 

9 (0) Ss, 


so zieht das, so lange s > V3, keine neue Beschriinkung der Randordinaten 
nach sich. Fiir s<Y3 aber ergibt sich eine untere Schranke fiir (0). 
Der Richtungskoeffizient von gy ist nimlich 


2 sin (= —) —2 sin = 273-sin (F- *), 


und, wenn # gerade so bestimmt wird, daB er gleich s wird, so ist klar, 
daB g(O) nicht unter 

2 sin # 
sinken kann. Ganz ebenso ergibt sich aus einer unteren Schranke t>— V3 


fiir g’(1) eine untere solche fiir m(1) von der GriBe 2 sin(7 = #), wobei 
@ aus 

273 - sin (G — #) =t 
auszurechnen ist. 

Es hat sich nun im vorigen Paragraphen ergeben, daB die maximalen 
sphirischen Distanzen innerhalb der betrachteten Funktionenmannigfaltig- 
keiten stets von den zugehérigen linearen Funktionen ¢ geliefert werden. 
Bedenkt man dies, so folgen aus dem oben Gesagten auf Grund von V) 
und Va) sofort die weiteren Siitze: 

VI) Die sphiirische Distanz zweier konvexer Funktionen, die den Rand- 
bedingungen 


y'(0) <s=2Y3-sin(F—,), y'(1)<t—2V3- sin (= — @,) 


geniigen (wobei #,> #, sein muB, und beide diese Winkel * nicht iiver- 
steigen diirfen) ist hichstens gleich #,— ®, und erreicht diese Schranke blog 
fiir die beiden Funktionen ps, und gy. 
Via) Die sphéirische Distanz einer konvexen Funktion, die denselben 
Randbedingungen geniigt, und der Funktion @5, +9, betragt hichstens 
@, — @, ‘ 
we. 
Diesen Siitzen ordnen sich die Spezialsiitze I) bis Ila) noch bequemer 
unter als denen des vorigen Paragraphen. 
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Bemerkung zu der Blissschen Bedingung der Variationsrechnung 
im Fall variabler Endpunkte. 


Von 


Witnetm Weosreicn in Frankfurt a. M. 


Bliss hat gezeigt*), daB fiir das Minimum (Maximum) eines Integrals 
eine neue Bedingung notwendig wird, falls beide Integrationsgrenzen ver- 
ainderlich sind. Er spricht diese Bedingung nur fiir den einen Endpunkt 
aus, zeigt aber, daB sie (bei Unterdriickung des Gleichheitszeichens) hin- 
reichend ist. Hieraus ist zu schlieBen, daB dann die entsprechende Be- 
dingung fiir den anderen Endpunkt von selbst erfiillt ist. Es soll nun im 
folgenden aus dem Erfiilltsein der Blissschen Bedingung fiir den einen 
Endpunkt bei einem reguliren Problem direkt das Erfiilltsein der analogen 
Bedingung fiir den anderen Endpunkt bewiesen werden. 

Das Integral 


2, 
(1) J=f F(a,y,y)da 


nimmt unter den bekannten Stetigkeitsbedingungen einen Minimalwert an 
bei variablem z,, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: die Kurve 
C:y =f (x) geniigt der Differentialgleichung 


’ d 7 
(1) F,—g57%77: } 
— C ist eine Extremale — ; 


entlang der Extremalen C und fiir beliebiges y’ — das Problem ist re- 
gulir —; . 

(11) F+(yv-—y)F,=0 

fiir «= 2, — Transversalitiitsbedingung; dabei beziehen sich y, y’ auf C, 


*) G. A. Bliss, Jacobi’s Criterion when Both End-points are Variable, Math. 
Ann. 58 (1904), S. 70—80. Die Blisssche Bezeichnung ist beibehalten. 
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y, y¥ auf die Kurve D, auf der sich der Endpunkt 1 bewegt (s. Fig. 1); 
die Kurven sollen sich nicht beriihren. Der ,,Brennpunkt d (Abszisse d,) 
von D auf C% liegt rechts von 2, oder 


(IV) d, > 2%. D 
Dabei ist d, die niichste auf x, folgende Wurzel von 


H(az,,2)=0, H ein Integral der Jacobischen Dif- 
ferentialgleichung 


(2) Fyyw' + Fyyu,+ (Fy — Fy) 4 = 9, spa 
das fiir z, nicht verschwindet*). Die geometrische Bedeutung des Brenn- 
punktes ist die, daB in ihm die Extremale C zum erstenmal (in der Rich- 
tung 12) die Enveloppe der Schar der Feldextremalen beriihrt, die von D 
transversal geschnitten werden. 

Es sei hierbei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB nach der Ab- 
leitung dieser geometrischen Bedeutung nur das Stiick der Enveloppe in 


Betracht kommt, das zur Umgebung des Punktes 1 von D gehért (vgl. 
auch das Beispiel). 





Zu diesen vier Bedingungen tritt nach Bliss, wenn beide Endpunkte 
1 und 2 variabel sind, die neue notwendige Bedingung fiir ein Maximum 
und Minimum (als Verallgemeinerung der von Erdmann**) fiir das Liingen- 
integral gefundenen Bedingung) 
(V e <4, 
wo ¢, die niichste anf 2, folgende Wurzel von 
H (x, x) =0***) ist, oder: der , kritische Punkt*) 
e von E“ muB im Intervall 2d liegen. Mit (IV) 
zusammen lift sich (V) folgendermafen aus- 
sprechen: der Brennpunkt d von D darf nicht 
im Intervall: Anfangspunkt 1 kritischer Punkte von E liegen. (Also Reihen- 
folge der Punkte: 12ed, siehe Fig. 2). 

Nun ist zu zeigen, daB auch die analogen Bedingungen fiir den Punkt 2: 





Fig. 2. 


*) O. Bolza, Lectures on the calculus of variations, Chicago 1904, 8. 108. 
**) G. Erdmann, Zur Untersuchung der zweiten Variation einfacher Integrale. 
Zeitschrift fiir Math. u. Phys. Bd. 23 (1878), S. 362 
***) H(ax,,x) ist die H(x,,x) analoge Funktion fir den Punkt 2. 
+) Es scheint zweckmiBig, nicht wie Bliss die den beiden Wurzeln d, und e, 
entsprechenden Punkte d und e kritische Punkte zu nennen, obwohl! ihre geometrische 
Bedeutung dieselbe ist; die von Kolza benutzte Bezeichnung: rechts- bzw. linksseitiger 
Brennpunkt (zum Punkt 1) ist wohl etwas umstiindlich; daher ist hier der der (nichsten) 
Wurzel von H= 0 entsprechende Punkt auf derselben Seite der Kurve wie das Bogen- 
stiick 12 mit Brennpunkt, der auf der anderen Seite als kritischer Punkt bezeichnet. 
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(IV’) a, <4, 
(V’) e jd,’*) 
(Reihenfolge der Punkte: d,'e,’ 12) erfiillt sind. 
H(z,, 2) und H(«,, 2) sind unabhiingige Integrale von (2), wenn die 
(hinreichende) Bedingung 
(V*) e, < d, **) 
erfiillt ist; denn dann ist H(z,,e,)+ 0, da ja erst d, die erste Wurzel 
von H(x,,2)=0 nach 2, ist, wihrend H(2,,e,)=—0 ist. Nach dem 
Sturmschen Satz: 
Sind von 
u”+pu+qu=0 
u, und u, Fundamentalintegrale, so werden, wenn p und q endlich und 
stetig sind, die Nullstellen von u, durch die von u, voneinander getrennt, 
der auf (2), H(x,,2) und A(2,,) anwendbar ist, folgt unmittelbar, dab 
die Wurzeln d,’, e, von H(z,,2) = 0 durch e,’ voneinander getrennt sind, 
d. h. e,° >d,’ (V™); da aber e,’ << 2, als kritischer Punkt, so ist a fortiori 
d,’< 2, (1V™). 
Wird in (V) auch das Gleichheitszeichen zugelassen, so ist 
H(a,, 2) = C- H(2,, 2), 
also ist auch e,’=d,'(V’), und da wieder ¢,’< 2,, so ist auch d,’<z, (IV’). 
Als aus der Anschauung leicht zu bestiitigendes Musterbeispiel, das 
sich mit Benutzung der geometrischen Deutung fast ohne Rechnung lésen 
laBt, dafiir, daB die Bedingungen (I) bis (IV) und (IV’) nicht geniigen, 
diene die Aufgabe: die kiirzeste Linie zwischen einer Ellipse und einem 
umschriebenen konzentrischen Kreis zu finden: 


(1) I= {Vitytdz. 
Die Extremalen sind Gerade, denn aus 


, } 

d y sail 
(I) dx V1 +y'? a= VJ 
folgt y’=«, also y=ax-+f. Das Problem ist reguliir, da 

1 

J“ toe” sey 
fiir beliebiges endliches y’. Die Transversalitiitsbedingungen (III) fiir beide 
Endpunkte gehen iiber in die Orthogonalititsbedingungen 


*) Wenn einer der Punkte nicht existiert, fillt die zugehérige Bedingung fort. 
**) * bedeutet Unterdriickung des Gleichheitszeichens. 
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(U0 l+y?+(7-y) y =0, 
) V O-") ja 


oder 

yjy=-1. 
Da also die Extremalen auf D und F senkrecht stehen miissen, kommen 
nur die vier Abstiinde auf den (Verliingerungen der) Achsen der Ellipse 
in Betracht, von denen wir infolge der Symmetrie nur A, A, und WM, 
zu beriicksichtigen brauchen (siehe Fig. 3). 

Die Enveloppe der Extremalen senkrecht 
zm E reduziert sich auf den Mittelpunkt des 
Kreises, die Enveloppe der zu D orthogonalen 
Extremalen ist die Ellipsenevolute, die von der 
Extremalen C (zu A,) in e’ und von © (zu Y,) 
in e’ beriihrt wird. Da beide Extremalen nur 
je einen Punkt mit den Enveloppen gemein- 
sam haben, fallt ein Paar der Bedingungen 
weg; die Reihenfolge der Punkte ist fiir 
A, Ay: d'e’ 12, also wie (IV’) verlangt, A, A, 
ist daher ein Minimum. Fiir &, YU, aber ist 
die Reihenfolge e’d'12, weshalb weder ein Minimum noch ein Maximum 
existieren kann. ‘ 

Niihme man hier e”, den iiberhaupt niichsten Beriihrungspunkt der 
Extremalen mit der ganzen Enveloppe, so wiirde dieser bei nicht zu flacher 
Ellipse zwischen Mittelpunkt und Nebenscheitel liegen, die notwendige 
Reihenfolge wiire also vorhanden und damit wiiren alle (hinreichenden) 
Bedingungen erfiillt, obwohl tatsdchlich kein Minimum existiert. 
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Ober die Lichtfortpflanzung in parallel-geschichteten Medien. 
Von 


W. Benrens in Gittingen.*) 
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Einleitung. 


A 
Ein fundamentaler Satz der Optik der nicht absorbierenden Medien 
ist das sogenannte Fermatsche Prinzip.**) Man spricht es gewéhnlich so 
aus: die Lichtenergie pflanzt sich lings der fixtremalen eines wohl defi- 
nierten Variationsproblems — wir wollen diese Kurven Fermatsche Kurven 
nennen — fort. Aber diese Form des Fermatschen Prinzipes bedarf noch 


*) Diese Arbeit hat (von einigen unwesentlichen Anderungen abgesehen) im 
Dezember 1913 der Géttinger Philosophischen Fakultiit als Habilitationsschrift vor- 
gelegen. 

**) Vgl. etwa P. Drude, Lehrbuch der Optik, 3. Aufi., Leipzig 1912, 8, 9—13. 
Hier werden Prinzip des ausgezeichneten Lichtweges und Prinzip der schnellsten An- 
kunft unterschieden und das letztere als Fermatsches Prinzip bezeichnet; wir nennen 
das erstere so. . 
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einer Erginzung: es fragt sich, ob sich die Lichtenergie restlos oder nur 
teilweise lings dieser Kurven fortpflanzt. Wir unterscheiden deshalb das 
Fermatsche Prinzip in seiner umfassenden Form: die Lichtenergie pflanzt 
sich restlos lings der Fermatschen Kurven fort, und das Fermatsche Prin- 
sip in seiner beschriinkten Form: die Lichtenergie pflanzt sich nur teilweise 
lings der Fermatschen Kaurven fort. Im letzten Fall gibt der Rest der 
Lichtenergie zur Bildung der sogenannten reflektierten Welle Veranlassung. 

Wenn man als Grundlage der Optik eine Differentialgleichung des 
Lichtvektors, also etwa die Maxwellschen Gleichungen annimmt, dann ist 
das Fermatsche Prinzip ein Theorem; man hat also — wenn nétig, unter 
Zuhilfenahme von gewissen Voraussetzungen — die Energiestrémung des 
elektromagnetischen Feldes zu untersuchen und festzustellen, ob diese einer 
der beiden Formen des Fermatschen Prinzipes geniigt oder nicht. Diese 
Untersuchung ist bislang zwar als notwendig empfunden*), aber die 
Durchfiihrung beschriinkt sich auf die allerersten Ansiitze. 

Was geleistet ist, ist folgendes. Erstens wird das Fermatsche Prinzip 
in seiner beschrinkten Form in jedem Lehrbuch der Optik**) bewiesen 
fiir den Fall, daB zwei Medien von verschiedenen elektromagnetischen 
Konstanten liings einer Ebene aneinander stoBen, und unter einfachen An- 
nahmen iiber die auftretenden elektromagnetischen Erregungen (zeitlich 
und raumlich unendliche, ebene, harmonische Wellen). AuSerdem spricht 
P. Drude in den eben zitierten Sitzen ohne Beweis die Ansicht aus, daB, 
wenn iiberhaupt fiir das inhomogene Medium eine der beiden Formen 
des Fermatschen Prinzipes gilt, es jedenfalls die beschrinkte ist. Zwei- 
tens wird dagegen das Fermatsche Prinzip in seiner umfassenden Form 
in Arbeiten von P. Harzer, J. Boussinesq und H. Seeliger, die in dem 
von R. Straubel verfaBten Artikel ,,Dioptrik in Medien mit kontinuierlich 
veranderlichem Brechungsindex*“ des;,,Handbuches der Physik“ von A. Winkel- 
mann***) zitiert sind, unter verschiedenen, dort genauer angegebenen 
Voraussetzungen durch Niherungsverfahren ohne Restabschitzung wahr- 
scheinlich gemacht. 


*) P. Drude a. a. O. S. 292: ,,.--- Der konsequente Weg (die optischen Eigen- 
schaften eines inhomogenen Mediums zu untersuchen) ist, die (Maxwellschen) Diffe- 
rentialgleichungen ..., ‘welche auch fiir inhomogene Medien gelten, zu integrieren, 
wobei « als Funktion von 2, y, z gegeben sein muS. Auf diesem Wege wiirden sich 
sowohl die Bahnen der Lichtstrahlen, als auch die Intensitiiten der im Inneren eines 
inhomogenen Mediums notwendig auftretenden Reflexionen berechnen. Aber selbst 
bei den einfachsten Annahmen fiir ¢ ist dieser Weg kompliziert und ist bisher nicht 
betreten worden.“ 

**) Vgl. etwa P. Drude a. a. O. 8. 265—270. 

***) Bd. 6, 2. Aufl., Leipzig 1906, S. 485—502. 
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Der erste Teil der vorliegenden Arbeit beweist: das Fermatsche Prin- 
zip in seiner beschrinkten Form gilt im Falle eines parallel-geschichteten 
Mediums unter einfachen Annahmen iiber die auftretenden Erregungen 
und unter gewissen Einschriinkungen tiber das Verhalten der elektro- 
magnetischen Funktionen (Dielektrizitiitskonstante*) und Permeabilitit) im 
Unendlichen. Die Lichtenergie pflanzt sich also in einem solehen Medium 
nicht, wie die letztgenannten Arbeiten wahrscheinlich machen, restlos 
lings der Fermatschen Kurven fort, sondern es existiert in Ubereinstim- 
mung mit der Drudeschen Ansicht im allgemeinen stets eine reflektierte 
Welle. Die refiektierte Welle ist also nicht auf Medien beschriinkt, deren 
elektromagnetische Funktionen Unstetigkeiten aufweisen oder nicht mono- 
gene analytische Funktionen sind, sie ist keine Ausnahme, sondern die 
Regel. Sie ist in unserem Falle sehr einfach konstituiert: sie pflanzt sich 
ebenfalls lings gewisser Fermatscher Kurven fort, und zwar lings der- 
jenigen Kurven, die aus denen der durchgehenden Welle durch Spiegelung 
an einer zur Einfallsebene und zu den Ebenen von konstantem Brechungs- 
index senkrechten Ebene hervorgehen: es ist also genau so wie im Falle 
einer Unstetigkeitsebene. 

Im zweiten Teil der Arbeit werden die quantitativen Verhiiltnisse 
naher betrachtet. Wir fassen zuniichst die Intensitiiten der durchgehenden 
und der reflektierten Welle als Funktionen der Frequenz der Strahlung 
auf: sie lassen sich — unter etwas modifizierten Voraussetzungen — in 
bestiindig konvergente Reihen nach Potenzen dieser GréBe entwickeln und 
durch Reihen nach fallenden Potenzen derselben asymptotisch darstellen. 
Diese Tatsachen lehren, daB fiir kleine Frequenzen das Medium sich nahezu 
wie eine Unstetigkeitsebene verhialt, daB dagegen fiir grofe Frequenzen 
die Intensitaét der reflektierten Welle verschwindet und zwar verhiiltnis- 
miBig stark verschwindet; die Giite dieser Naherungen laibt sich ohne 
groBe Miihe abschiitzen. Die beiden auf Seite 381 erwihnten speziellen 
Fille erscheinen also hier als die beiden Auslaufer einer kontinuierlichen 
Reihe; auBerdem verstehen wir hiernach die, oben erwihnten Arbeiten, 
die die Giiltigkeit des Fermatschen Prinzips in seiner umfassenden Form 
beweisen wollen: es sind Niherungen, die fir groBe Frequenzen gelten. 
Zweitens fassen wir das Medium selbst als veriinderlich auf und erhalten 
so Entwicklungen, die fiir geniigend langsam veriinderliche Medien kon- 
vergieren. Endlich fihren~ wir zwei spezielle Fille an, in denen sich 
fiir beliebige Frequenzen alle Einzelheiten des Problems mit Hilfe von 
Besselschen Funktionen darstellen lassen. 

Der Anlaf zu der vorliegenden Arbeit waren die Arbeiten von D. Hil- 


*) Man miiBte natiirlich eigentlich sagen ,,Dielektrizitiitsfunktion". 
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bert iiber elementare Strahlungstheorie*), in der das Fermatsche Prinzip 
in seiner umfassenden Form zugrunde gelegt wird. Die Berechtigung 
dieses Vorgehens wird in der dort entwickelten rein phiinomenologischen 
Theorie naturgemaB axiomatisch gefordert. Wollte man dagegen von den 
Maxwellschen Differentiaigleichungen ausgehen, so miiBte man nach dem 
vorigen die Berechtigung dieses Verfahrens besonders beweisen. Dabei 
wiiren zwei Standpunkte méglich. Entweder man geht darauf aus, die 
Formeln der Strahlungstheorie als exakt giiltig zu beweisen: dann muB 
man zeigen, dab man bei der Betrachtung eines stationiiren nicht ins Un- 
endliche reichenden Strahlungszustandes so tun kann, als ob die reflek- 
tierten Wellen nicht vorhanden wiiren. Oder man faft die Formeln der 
Strahlungstheorie als nur fiir hohe Frequenzen oder langsam verinderliche 
Medien giiltige Nédherungen auf: dann hat man zu beweisen, daB unter 
diesen Voraussetzungen das Fermatsche Prinzip in seiner allgemeinen Form 
eine brauchbare Niherung darstellt. Wie schon gesagt, machen die in 
dem Straubelschen Artikel zitierten Arbeiten das wahrscheinlich, und die 
vorliegende Arbeit beweist es im Fall des parallel-geschichteten Mediums 
unter einfachen Voraussetzungen tiber die auftretenden elektromagnetischen 
Erregungen. 


1. Definition des Mediums. 


Wir betrachten den einfachsten Fall eines elektromagnetisch inho- 
mogenen Nichtleiters, das parallel-geschichtete Medium. Es mégen also Dielek- 
trizititskonstante « und Permeabilitit w nur von einer Koordinate, etwa x 
abhiingen, wahrend die Leitfahigkeit o verschwinden soll. Die letztere 
Annahme machen wir nur der Einfachheit halber; die im Folgenden ent- 
wickelten Methoden lassen sich ohne Schwierigkeit auf den Fall einer 
von Null verschiedenen, mit x verinderlichen Leitfihigkeit i‘ibertragen. 
Wir setzen nicht von vornherein » = 1, wie man es in der elektromag- 
netischen Lichttheorie gewéhnlich tut, um gewisse niitzliche Symmetrien 
nicht zu stéren. Uber die Funktionen « und uw machen wir folgende, durch 
die Physik nahe gelegten Annahmen. Sie sind fiir alle (reellen) x nicht 
kleiner als 1, ferner sind sie fiir alle # stetig und stiickweise zweimal 


*) Begriindung der elementaren Strahlungstheorie, Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu 
Gottingen, Math.-phys. Klasse 1912, 8. 773—789. Begriindung der elementaren Strahlungs- 
theorie, Phys. Zeitschr. 13 (1912), S. 1056—1064. Begriindung der elementaren Strahlungs- 
theorie, Jahresber. d. D. Math.- Ver. 22 (1913), S. 1—20. Bemerkungen zur Begriindung 
der elementaren Strahlungstheorie, Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen, Math.-phys. 
Klasse 1913, 8S. 409—416. Bemerkungen zur Begriindung der elementaren Strahlungs- 
theorie, Phys. Zeitschr. 14 (1918), S. 592—595. Zur Begriindung der elementaren 
Strahlungstheorie (Dritte Mitteilung), Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Géttingen, Math.- 
phys. Klasse 1914, S. 275—298. 
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stetig differentiierbar, das heiBt bis auf endlich viele Punkte, die Knick- 
stellen von ¢ und uw, zweimal stetig differentiierbar, in diesen aber wenig- 
stens vorwirts und riickwirts zweimal stetig differentiierbar. Wir miissen 
dann noch Voraussetzungen machen iiber das Verhalten dieser Funktionen 
im Unendlichen; da es uns nicht daran liegt, diese méglichst einzu- 
schrinken, so fordern wir Folgendes: die Funktionen 
1 1 
ame * und B=—u **), 

die fiir alle z zwischen 0 und 1, die untere Grenze aus-, die obere ein- 
geschlossen, veriinderlich sind, sollen fiir lim 2 — + co (endliche) Grenz- 
werte besitzen (¢ und mw besitzen dann auch Grenzwerte, die aber unend- 
lich groB sein kénnen), ferner sollen ihre ersten und zweiten Ableitungen 
dabei gegen Null konvergieren und absolut integrabel sein. Hieraus folgt 
insbesondere, dab jede der Funktionen a, f, «’, 8’, «”, 8” **) fiir die aus allen 
(reellen) x bestehende Punktmenge beschriinkt ist. Die gleichen Voraus- 
setzungen sollen gelten fiir den Grenziibergang lim z = — co. Diese Be- 
dingungen schriinken die Funktionen ¢ und uw, vom physikalischen Stand- 
punkte aus gesehen, nur wenig ein. 

Die elektromagnetische Theorie lehrt, daB in einem Medium von kon- 
stantem « und uw die Fortpflanzungsgeschwindigkeit q des Lichtes gleich 


ii - ist, wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Ather (¢ =u = 1) bedeutet. 
eu 

Den Quotienten » =< = Yeu bezeichnet man als Brechungsindex. Wir 
wollen diese Bezeichnung auch von Anfang an fiir unser inhomogenes 
Medium benutzen: daB diese GréBe m = n(x) hier ihren Namen mit Recht 
triigt, werden wir spiiter beweisen. 


2. Fermatsche Kurven. 


Wir wollen auch fiir unser Medium sofort die Fermatschen Kurven 
definieren. Wir beschranken uns in Riicksicht auf die spiiteren An- 
wendungen auf diejenigen Kurven, die in der xy-Ebene (oder einer dazu 
parallelen Ebene) verlaufen. Sie sind definiert dadurch, da fiir sie das 
Integral b b 


Jane [VeVi + (fae 


bei vorgegebenen Grenzen a und 6 ein Extremum wird. Dafiir ist not- 
wendig und hinreichend das Bestehen der Lagrangeschen Gleichung 


*) Unter einer gebrochenen Potenz und einer Wurzel aus einer positiven Zahl 
ist im folgenden stets deren absoluter Betrag verstanden. 
**) Striche bedeuten Ableitungen nach z. 














Lichtfortpflanzung in geschichteten Medien. 385 


( dy 
d — dz 
dz | Vee — sss)" 
V+) 
Wir denken uns die Kurve mit einem Durchlaufungssinne versehen und 
bezeichnen den Winkel ihrer Tangente gegen die z-Achse mit #: 


nm 3a 
—_9<*%Sty 
dann lautet diese Gleichung 
d pa, 
a (Veusin #)=0, 
also 


Veusin? = m 
oder 


deu—sisal 


Vee *’ 
‘wo m eine Konstante ist. Wir setzen abkiirzend 
l=—Veucost, [= eu — m’. 
Die Kurve selbst erhalten wir daraus durch Integration von 


dy ™m 
dx 1’ 


y= J fae. 


Alle za einem bestimmten Werte m gehérigen Kurven entstehen also aus 
einer durch eine Verschiebung parallel zur y-Achse. Die Funktion 4 ist 


beschrinkt: ihre obere Grenze sei G. Wir werden dann im folgenden 
nur solche Parameterwerte m betrachten, fiir die die untere Grenze von 


1— . , also die Zahl 1 — m*G gréBer als Null ist. Fiir jeden solchen Wert 


m<z 


sie ist also gegeben durch 


tiberdeckt die Fermatsche Kurve die ganze x-Achse einfach, und der 
- Winkel @ der Kurve gegen die z-Achse liegt immer auBerhalb eines 
gewissen Winkelraumes, der die positive und negative y-Richtung ein- 
schlieBt. Diese Beschrinkung kommt auf nichts weiter hinaus, als dab 
wir die Erscheinung der sogenannten totalen Reflexion ausschlieBen. 
Auch das geschieht nur, damit wir einen bestimmten und zwar den 
interessantesten Fall vor Augen haben, nicht etwa weil die im Folgenden 
entwickelten Methoden nicht auch dafiir ausreichten. Die Fermatschen 
Kurven im Falle des homogenen Mediums sind gerade Linien. 


Mathematische Annalen. LXXVI. 25 
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Zwei Fermatsche Kurven, die zu demselben Parameterwert m gehéren, 
deren | aber entgegengesetzt gleich sind, nennen wir konjugiert. Die eine 
kann man sich stets aus der anderen durch Spiegelung an einer durch die 
a Achse gehenden, zur zy Ebene senkrechten Ebene und durch Umkehrung 
des Durchlaufungssinnes hervorgegangen denken. 


3. Homogene Welle im homogenen Medium. 


Um eine Grundlage fiir das Folgende zu gewinnen, sagen wir zuniichst 
einige Worte iiber eine zeitlich und riumlich unendliche, ebene, harmo- 
nische Welle § (wir sagen kurz ,homogene Welle“) in einem homogenen 
Medium. Das ist eine bestimmte sehr einfache Lisung der Maxwellschen. 
partiellen Differentialgleichungen der Elektrodynamik*) 


o€ - 
sae curl § = 0, 


div ¢€ = 0, 


(1) 


cr) 
(2) ea te curl E = 0, 
div nH = 0 


in dem Falle, daB « und pw konstant sind. Nehmen wir — was wir durch 
Drehung des Koordinatensystems um die z-Achse immer erreicben kénnen 
— an, daB die Fortpflanzungsrichtung dieser Welle der xy-Ebene (der 
»Hinfallsebene“) parallel ist, so kann man sie stets zerlegen in zwei gleich- 
gerichtete homogene Wellen §, und §,, deren elektrischer bzw. magneti- 
scher Vektor senkrecht zur Einfallsebene ist, die, wie man sagt, in bzw. 
senkrecht zu der Einfallsebene polarisiert sind. Die Lésung §, lautet 


Pris 

€.—0, . $.-+ Visine F, 

(3) €,=—0, $,=- V; cos & F, 
€,— F, $.-0. ! 


Dabei ist abkiirzend gesetzt 
F=Acosv(§+74—t—o), 


oder wenn wir a 
Acosv(§—@)=B, Asinv(§—a)=—C 
setzen, 
F = B cosy (y — t) — C sin (y — 2), 


*) Bezeichnungen nach M. Abraham, Theorie der Elektrizitét, Bd. 1, 4. Aufl., 
Leipzig und Berlin 1912. 
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und £, 7 sind definiert durch die Gleichungen 
1+ 1 , 
E=——Veucos?-2, n= Veusing -y. 
Unter Benutzung der schon eingefiibrten Bezeichnungen / und m 
l—Veucos?, m= Veusin? 


kénnen wir sie auch so schreiben: 
1 1 
gE — 7 lz, q= ry my. 


Die Konstante A ist maBgebend fiir die ,,Intensitit J“ der Welle: darunter 
versteht man das Doppelte des durchschnittlichen Energiestromes, das 
heiBt das doppelte zeitliche Mittel des Betrages des Strahlvektors 


c 

(4) S—~* [€g], 
also die GréBe % J 

c é c & 

‘ Vv: rd ae (B+ C’). 
Als ,,Phase“ der Welle fiir ein bestimmtes z, y, 2, ¢ bezeichnet man 
den Winkel, dessen Kosinus gleich der Wurzel aus dem Quotienten des 
Betrages des entsprechenden Strahlvektors und der Intensitiéit der Welle 


ist, also die GréBe 
+v(E+y4—t—o@,) + 2kx. 


Die Konstante # ist maBgebend fiir die ,,Richtung“ der Welle, @ ist ihr 
»Hinfallswinkel“, das heiBt der Winkel des Strahlvektors gegen die z- 
Achse, den wir iibrigens ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als zwi- 


schen 0 und =; die Grenzen eingeschlossen, gelegen annehmen kénnen*). 


v ist die ,,Frequenz“ der Welle, die Vermehrung der Phase fiir ein be- 
stimmtes x, y in der Zeiteinheit. 

Die zweite Fundamentallésung %, ergibt sich aus {}, einfach dadurch, 
daB wir ¢ durch w, w durch «, € durch § und § durch — € ersetzen. 
Um diese einfache Beziehung zwischen den beiden Fundamentallésungen 
za haben, haben wir uns von der Annahme pu = 1 freigehalten. 

Endlich bemerken wir noch, daB sich nicht nur die Feldvektoren 
von %, sondern auch der Energieskalar 


(5) W=H f(eE+ uh do 


*) Durch eine Umklappung des Koordinatensystems (um die z-, y- bzw. z-Achse, 
je nachdem @ im vierten, zweiten oder dritten Quadranten liegt) liBt sich das immer 
erreichen. 

25° 
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und der Strahlvektor © linear aus den entsprechenden Gréfen der Felder 
%, und %, zusammensetzen, und zwar ist, wenn 


o — C8. + CBs 


W= ¢? W,+ c W,, 
S — 0S, +096, 


ist: 


4. Homogene Welle im parallel-geschichteten Medium. 


Wir nehmen nun ¢ und pw als Funktionen von x an und beschiftigen 
uns zuniichst mit der Frage, was haben wir dann unter einer homogenen 
Welle zu verstehen, oder genauer gesagt, unter einer homogenen Welle §,, 
die in der zy-Ebene einfallt und in der xy-Ebene polarisiert ist? Die ent- 
sprechende senkrecht zur zy-Ebene polarisierte Welle %, erhalten wir 
einfach dadurch, daB wir 


(6) é durch w, w durch ¢, € durch §, H durch —€ 
ersetzen. 

Diese Frage |aBt sich natiirlich nur durch eine Definition beantworten: 
ebenso wie im Falle des homogenen Mediums kann nur eine Definition 
den Begriff der homogenen Welle feststellen. Wir werden aber selbst- 
verstindlich danach streben, diese Definition so natiirlich und ungezwungen 
wie méglich zu gestalten. Da liegt nun Folgendes sehr nahe. Wir schneiden 
das Feld %, mit einer beliebigen Ebene 2 =, und betrachten es nur 
fiir die Punkte dieser Ebene; wir denken uns ferner das inhomogene 
Medium weg und durch ein homogenes Medium von den elektromagneti- 
schen Konstanten ¢ (x) und u(z,) ersetzt und fragen nun: gibt es in 
diesem homogenen Medium eine in der zy-Ebene einfallende, senkrecht 
zur xy-Ebene polarisierte Welle ,, die fiir alle Punkte der Ebene z = 2, 
zu allen Zeiten mit %, tibefeinstimmt? Dann und nur dann, wenn das 
der Fall ist, und zwar der Fall ist fir alle 2, wollen wir sagen, das 
Feld %, ist eine homogene Welle. Dieser Begriff ist, wie man sofort sieht, 
wirklich eine Erweiterung des Begriffes der homogenen Welle im homo- 
genen Medium. 

Zur Rechtfertigung dieser Definition diene noch folgendes. Wir be- 
trachten wieder das Feld §, und denken uns das inhomogene Medium 
rechts von «= 2, durch ein homogenes Medium von den Konstanten 
é(z,) und w(2z,) ersetzt und das Feld %, links festgehalten. Wir werden 
das Feld %, doch nur dann als homogene Welle bezeichnen wollen, 
wenn man an das linke Stiick von %, nach rechts hin eine homogene 
Welle %, stetig ansetzen kann. Diese Forderung ist aber genau mit unserer 
Definition identisch. 
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Es ist sehr leicht, diese Definition, die fir das Folgende natiirlich 
grundlegend ist, analytisch zu formulieren. Ein Feld §, ist eine homogene 
Welle von den obigen Eigenschaften, wenn es sich auf die Form (3), 
also auf die Form 


€,—0, 5. = > F, 
7 la, 
(7) E,=0, ,--<F, 

€,—F, 9, = 0, 


F = Boosy(™ y—t)—Csinv (“y—2), 
L=—Veucos?, m—Veusin? 


bringen laBt, wo ¢, uw, #, l, m, B, C Funktionen von ~ sind. 


5. Eine homogene Welle und die Maxwellschen Gleichungen. 


Eine homogene Welle im homogenen Medium geniigt den Maxwell- 
schen Gleichungen; wir werden also fragen, ob das auch fiir das inhomo- 
gene Medium gilt. Wir wollen die Antwort vorweg nehmen: die Frage 
ist im allgemeinen zu verneinen. Wir wollen das nun im einzelnen unter- 
suchen. . 

Wir setzen also die Maxwellschen Gleichungen fiir das Feld %, (7) 
an und finden durch einfache Differentiation, daB sie dem folgenden 
Gleichungssystem fquivalent sind: 


D= (F104 92 — 2m yC) coe (ty 1) 


+ (tp #— 29% sino 2-1) 0, 


Der Fall €,= 0 kommt nicht in Betracht, weil dann § 


, identisch ver- 


schwindet; also mub = verschwinden, das heiBt, m muB gleich einer 


Konstanten ¢, sein. Wenn also eine Welle %, den Maxwellschen Glei- 
chungen geniigt, dann muB sie sich auf einer Fermatschen Kurve fort- 
pflanzen. a! 


Aber noch mehr: es muB aus demselben Grunde verschwinden, 


_+ 
dz 








em AA AAAS AAA Are 
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also : muB gleich einer zweiten Konstante d, sein. Aus den beiden Glei- 
chungen 
m=c,, l=dwu 
kénnen wir aber wegen 
P+ m= eu 
t und m eliminieren und erhalten: 
(8) 62+ diu* = ep. 


Wir sehen also: die Fortpflanzung einer Welle %, ist nicht in jedem 
Medium méglich: es muB zwei Konstanten ¢c, und d, geben, sodaB zwi- 
schen den Funktionen ¢ und w die Gleichung (8) besteht. Wenn diese 


Bedingung erfillt ist, dann gibt es vier Fermatsche Kurven, die der Be- 


at 


dingung a = 0 geniigen. Sie sind. definiert durch 

m=+c¢, l=+dm. 
Die Kombinationen (+ +) und (— —) unterscheiden sich nur durch den 
Durchlaufungssinn, ebenso die Kombinationen (+ —) und (— +); die 
Kombinationen (+ +) und (+ —) gehen dagegen auseinander durch Spie- 


gelung an der xz-Ebene hervor, ebenso die Kombinationen (— +) und 
l 





he 
(——). Mehr als vier Kurven Fs = 0 gibt es nur im homogenen Medium: 
ist namlich 
(9) cf + diy? = eu, 

e? + du? = ép, 
so folgt: 

( — «.*) + (dé — d.*) up? = 0, 
“; — ¢* 
—— Z_ a? . 


also « —const., und aus jeder der beiden Gl¢ichungen (9) folgt dann 


a+ 


= const. Wir nennen solche Fermatschen Kurven 3 = 0 ausgezeichnete 


Fermatsche Kurven, und zwar, weil der elektrische Vektor dabei bevor- 
zugt ist, ausgezeichnete Fermatsche Kurven erster Art. Entsprechend de- 
finieren wir, von einer Welle 9, ausgehend, die ausgezeichneten Fermat- 
schen Kurven zweiter Art; die Bedingungen lauten hier: 


m=-+ ¢,, l=—+ du, 
c2 + d,te? = en. 
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Wir haben also gefunden: in jedem mnichthomogenen Medium gibt es ent- 
weder keine oder vier ausgezeichnete Fermatsche Kurven erster Art, und 
entweder keine oder vier ausgezeichnete Fermatsche Kurven gweiter Art; not- 
wendig dafiir, dap eine Welle %, oder %, sich in dem Medium fortpflanzen 
kann, ist, daB sie sich lings einer ausgeseichneten Fermatschen Kurve erster 
oder zweiter Art fortpflanset. 

Wir suchen nun alle Wellen %, auf, die sich auf einer solchen aus- 
gezeichneten Fermatschen Kurve erster Art fortpflanzen. Die Bedingung 


lautet einfach: 
D=0. 


Diese Gleichung spaltet sich in zwei 
v,, , @B 
c IC + ae 
v dC 


Wir schreiben sie so: 


Cu 7 ta, 
vl dc 
ss)?” Ga~? 


und erhalten daraus durch Elimination von C und B fiir B und C die 
Differentialgleichung: 

a’ d| d P 
(10) eet ot He 
Diese Gleichung wird sehr einfach, wenn wir eine neue unabhiingige Ver- 
anderliche & einfihren (sie entspricht genau der im Falle des homogenen 
Mediums benutzten GréBe &) 


(11) p= fide. 


Wir wollen dabei die schon friiher gemachte Voraussetzung einfiihren, 
daB die untere Grenze von 1 -" gréBer als Null ist; dann folgt, da 


¢>1, w&1 ist, daB & gleichzeitig mit x wichst und abnimmt, und daB 
lim §=-+co und lim§=-+ ov ist, daBalso auch z fiiralle & eine eindeutige, - 


z=+e r=-@ 
stetig differentiierbare Funktion von & ist. Die obige Gleichung erhiilt 
dadurch folgende Form: 
a? 
d if + v*f =0. 


B und C sind also einfach lineare Kombinationen von cosvé und sinvé. 
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Wir kénnen also die allgemeinste Welle }, nun vollstiindig hinschreiben: 
sie hat die Form (7), wo 

(12) B=Acosv(§é+o), C= Asiny(— + a) 

ist; A und @, sind dabei Konstanten. 

Wir wollen noch einige Bemerkungen iiber ausgezeichnete Fermat- 
sche Kurven (einer bestimmten, etwa der ersten Art) machen. Besonders 
einfach sind diese Kurven, wenn « und yw einander proportional sind, 
dann fallen nimlich je zwei zusammen in den im einen oder anderen 
Sinne durchlaufenen, senkrecht einfallenden Strahl. In der Optik setzt 
man gewohnlich « = 1: dann gibt es, wie man leicht sieht, bei stetig ver- 
ainderlichem « tiberhaupt keine ausgezeichneten Fermatschen Kurven. Da- 
gegen gibt es bei unstetigem « ausgezeichnete Fermatsche Kurven, aller- 
dings nicht erster, aber zweiter Art. Denken wir uns also den Fall, wo 
lings einer Ebene x = 0 zwei Medien von den Dielektrizititskonstanten 
é, und ¢, aneinanderstoBen, dann lauten die Bedingungen: 

Vé, sin #, = Ve, sin 9, 


cos #, = - cos #,. 


Ve Ve 
Durch Elimination yon @, findet man hieraus: 
é? sin*® d, + «2 cos*#, = &, & 
oder indem man tg #@, einfihrt: 
ef tg’, + 8 = &,6,(1 + tg*,), 





also: 
Fig. 1. tg? t, = —gtas = ; = n°, 

Fiir diese Strahlen ist also der absolute Betrag des Tangens des Einfalls+ 
winkels gleich dem relativen Brechungsindex des zweiten Mediums gegen 
das erste. Dieser Winkel ist aus der Optik her wohl bekannt, es ist der 
sogenannte Polarisationswinkel: es wird dort gezeigt, daB ein Strahl, der 
unter ihm auffallt und senkrecht zur Einfallsebene polarisiert ist, ohne 
Reflexion durch die Unstetigkeitsebene hindurchgeht. Das, was wir also 
aus Stetigkeitsgriinden von vornherein erwarten, trifft wirklich zu, und 
wir kinnen die auf ausgezeichneten Fermatschen Kurven sich fortpflanzenden 
Wellen als Verallgemeinerung einer wohlbekannten Erscheinung der elemen- 
taren Optik (Nichtreflexion eines senkrecht zur Einfallsebene polarisierten, 
unter den Polarisationswinkel auffallenden Strahles) auffassen. 


6. Zwei homogene Wellen und die Maxwellschen Gleichungen. 
Wir betrachten nun eine beliebige Welle %., die sich nicht auf einer 
ausgezeichneten Fermatschen Kurve fortpflanzt, die also sicher nicht den 
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Maxwellschen Gleichungen geniigt. Da erweist sich folgende Fragestellung 
als fruchtbar: liBt sich die Welle §, durch eine zweite Welle §," so 
erganzen, daB das ganze Feld 

B= 84+ 8 
den Maxwellschen Gleichungen geniigt? Dabei schlieBen wir natiirlich die 
triviale Erginzung §” — — 3 stets aus. 

Wir beschaftigen uns zunichst damit, notwendige Bedingungen fir 
die Méglichkeit einer solchen Ergiinzung aufzustellen. Das Ergebnis wird 
lauten: notwendig dafiir ist, dab %’ sich auf einer Fermatschen Kurve, 
%, auf der konjugierten Fermatschen Kurve fortpflanzt.*) Analytisch for- 
muliert lauten diese Bedingungen: 


dm” 
dz 


dm 
an ies. 


m’ aoe m”, say ‘ania a 


0, 


Um diese Behauptung zu beweisen, gehen wir mit dem Ansatz (7) 
zunichst in die Gleichung 
» od, 2, 2, 
et tts 7 je" 
ein. Wir erhalten dadurch: 


(— 710-42 + 740) cos» ("y— 
+(—21B+ 90429" yB) sin (™y—2) "0. 





Dabei soll das Zeichen |+”) andeuten, daB in den Ausdruck links zu- 
nichst die der Welle %/ entsprechenden GréBen 1’, m’, B’, C’ und dann 
die GréBen 1”, m’’, B”, C” einzusetzen sind, und da8 die so entstehenden 
beiden Ausdriicke zu addieren sind. 


Wir halten nun z und ¢ fest und lassen y sich fdndern: die obige 
Gleichung hat dann die Form: 


Pty) + yQ(y) = 9, 


Py) =>! pe», 
Q(y) — Dae 


ist. Dabei sind die «, reell: wir kénnen ferner annehmen, dab «,> «,,, 
ist. Wir schlieBen hieraus, dab P(y) und Q(y) identisch in y verschwinden: 


wo 





*) Zeichnen wir § statt € aus, so gilt derselbe Satz, weil die Fermatschen 
Kurven gegeniiber den Vertauschungen (6) invariant sind. 
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es lBt sich niimlich sehr leicht nachweisen, daB alle p, und q, identisch 
verschwinden. Zu dem Zwecke multiplizieren wir die Gleichung mit e~*%” 
und lassen y dann auf der negativen imaginiaren Achse ins Unendliche 


riicken. = hat dann den Grenzwert Null, Q(y) den Grenzwert q,, also 


ist gq, = 0. Daraus folgt aber, daB yQ(y) dabei den Grenzwert Null hat, 
anderseits hat P(y) dabei den Grenzwert p,, also ist auch p,=0. In der- 
selben Weise schlieBt man weiter g,=— p,—=—0 usw. 

Wir beschiftigen uns nun mit der Gleichung Q(y) = 0: vom Faktor 
= abgesehen, lautet sie: 
(13) “@(Ccosv(™y —t) + Bsiny(y—t))*” =0. 
Wir differentiieren diese Gleichung nach y und ¢ and erhalten, wieder 
vom Faktor = abgesehen: 


(14) m Gm (C cosy (™y —t) + B’siny(™y—2))"" —0. 
Wir zeigen nun zuerst, die beiden GréBen 

= (c” cosy(™ y — t) + B’ sin v(™ y— ‘)), 
(15) dm’ 


— (C”cosy(™-y—t) + B’cosy(™ y— t)) 


sind identisch gleich Null. Nehmen wir nimlich an, mindestens eine von 
ihnen verschwinde nicht identisch, dann folgt aus den Gleichungen (13) 
und (14) 
m’ = m"” = m. 

Die Gleichung (13) spaltet sich dann in die beiden folgenden: 

dm , ” dm , ” 

da (© + 0") =0, dz (PB + B’) = 9. 
Es folgt also, da = wegen des vorausgesetzten Nichtverschwindens min- 
destens einer GréBe (15) nicht verschwinden kdnn: 


C'+C”"=0, B+ B’=0. 
" €/4+ €/"=0. 


Das bedeutet aber: 


Der gesamte elektrische Vektor € ist also identisch gleich Null. Nach 
der zweiten Maxwellschen Gleichung ist dann § von ¢ unabhiingig: nach 
dem Ansatz (7) fiir $’ und ” ist das aber nur méglich, wenn § = 0 
ist. Es ist E= §—0: es liegt also der triviale Fall §; —— § vor, 
den wir von vornherein ausgeschlossen haben. Die beiden GréBen (15) 
verschwinden also wirklich identisch. 
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Da die Welle % nicht identisch verschwindet, also mindestens eine 


der beiden GréBen C’ und B’ nicht identisch gleich Null ist, schlieBen 
wir aus der Gleichung 


a (C cosy (™y _ t) > B’ sin (™ y —~ t)) =0 
das Bestehen der Gleichung: 
=0, m’ = const. 


Die Welle %, pflanzt sich also lings einer Fermatschen Kurve fort. Aus 
der Gleichung: 


= (c” cosy (™ y -- t) + B” sin v(my ~ t)) =0 
folgt weiter entweder: 


dm” ” 
za = 0, m” —= const. 


oder: 
C” = B”=0. 


Der letzte Fall ist aber ausgeschlossen, weil dann §." gleich Null wire, 
&, also allein den Maxwellschen Gleichungen gentigte; es war aber das 
Gegenteil vorausgesetzt. Also pflanzt sich auch die Welle §” lings einer 
Fermatschen Kurve fort. 
Unser nichstes Ziel ist nun, den Zusammenhang zwischen den GréBen 
U’, m’ und den GréBen 1”, m” zu ergriinden. Zu dem Zwecke ziehen wir 
nun simtliche Maxwellschen Gleichungen heran. Man iiberzeugt sich 
durch einfaches Differentiieren davon, daB sie folgendem Gleichungssystem 
Aquivalent sind: 
D’ + Dd” =0, 
m’ D’ + m’ D” == 0, 
r al 1” ae 
. , uw , ”- u ” = e 
7 - tm t se + az ©. 0; 
dabei ist wieder abkiirzend gesetzt: 
— d m v dC\ . m 
D=(? 1C + $=) cos (™y —t) +(? 1B —5-) sinv(™y — t): 
Hieraus folgt nun leicht m’ =m”. Wire nimlich m’+ m”, dann wire 


D’=0, D’=0 
und 
Ge, te 
ads * + dz "= 0. 
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Die letzte Gleichung wiirde sich aber wieder in zwei spalten, wie man 
leicht sieht, wenn man sie nach y und nach z differentiiert, némlich in 

r ae 

w= % gE ~% 

a 
Da €'+0, so folgte 7— f =0, %, pflanzte sich also lings einer aus- 
gezeichneten rat Kurve fort. Das ist gegen die Voraussetzung, 
also ist wirklich m’ = m”. 

Hieraus folgt aber nun sofort, daB entweder 1’=1” oder 1’ = — I” 

ist. Anderseits gilt aber sicher die erste Gleichung nicht, weil dann 

al | 
(€/+€,)-0 - 
wiire, also, da nicht die triviale Erginzung %.’ = — %; vorliegt, z ver- 
schwinden wiirde. %, wiirde sich also auf einer ausgezeichneten Fermat- 
schen Kurve fortpflanzen, gegen die Voraussetzung. Es ist also /’=—/” =1, 
und damit ist die Notwendigkeit der oben ausgesprochenen Bedingungen 
volistandig nachgewiesen. 

Wir wollen nun zeigen, daB es zu je zwei konjugierten, nicht aus- 
gezeichneten Fermatschen Kurven Wellenpaare §, und %," gibt, die sich 
langs ihnen fortpflanzen und zusammen den Maxwellschen Gleichungen 
geniigen, und zwar wollen wir alle solchen Paare angeben. Die Be- 
dingungen dafir lauten: 

D'+ D”=0, 


a 


‘(D’ ~ Hoe ®(€/-€E")= 
Diese Gleichungen a darh und nur dann erfillt, wenn die Faktoren 
von cos v (0 y— t) und sin y (6 oy t) gleich Null sind; die beiden letzten 
Gleichungen sind also den folgenden vier gleichwertig: 


(C'— 07) + 4B +B) _ 9 


e dz 


v U(B’— B”) mas d(C’ + Cc”) — 


dz 


c dz 
- al (B’—B”) 
+o )+— a = 0, 
l 
, d—(c’—C") 
*— (B+ B’)— p = @. 





(17 
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Durch Elimination der GréBen C’— C” und B’— B” erhilt man hieraus 
fiir die Funktionen p = B’ + B” und » = C’ + C” die Differentialgleichung: 
@f diogudf , v* 
de! de dat a" f—0. 


Diese Differentialgleichung ist mit der Gleichung (10) identisch. Wir 
fihren die neue unabhingige Verinderliche 


1 [las 
0 


l 
d log — 
a d 
(16) wet ag ag + MFO. 


ein und erhalten: 


Wir kénnen nun das gesamte Feld §, = $, + §, vollstindig hinschreiben: 


€,.=0, §.-—T(@ cosv(n—t)—yp sinv(y—d), 
1 d dg . 
(17) €,=0, §,=- (= nf cosv(y—t)+ : ir sinv(y—t)), 


€E,=—peosv(y—t) —vsinv(y—1),. H, = 0. 
Dabei ist, wie bei der homogenen Welle im homogenen Medium, abkiirzend 
1 
y= my 
gesetzt. 


Ferner ist es leicht, die Felder %, und §,” einzeln vollstindig hinzu- 
schreiben. Wir haben, wenn wir 


m=Veusin?, 1 =Vencos® 


einfiihren : 
i: E=0, $= Visinar, 
(18) €’=-0, §/= -y: cos # F’, 
Cf=F’, §,/=9. 
8: €=0, H- Visin@—o)F’, 
(19) 


E-0, $= ~V/ cos (x — 0) F, 
G-F", 97-0. 
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Dabei ist abkiirzend gesetzt: 


’ 1 id 1 1 . 
F’=3(9 +5 ae) 8 ¥(n —) — 5 (¥— +42) sin »(y —2), 
(20) ‘ 
v 


é 
F"=5(9- 4) cos vy (4 — t) — 2 (¥+- 2) sin v(n — 2) 


oder, wenn wir 


1 dy 
=? 
g+-— > dt A’ cos vo’, 


y— aor 24’ sin vg 
und 
-it- 2A” cosy 9”, 
id a. ” 
+ 54,724 sin ve’, 
also 
4A? — (p + 2S%)'+ (y— ie), 
P dé vdé 
” 1 dw 1dg@ 
44"— (9 — ap) + (+ 5 a8) 
setzen: 


F’ = A’ cos v(o' + 4 — 2), 
F"= A” cos v(9"+ 4 — t). 
Die Intensitaten der beiden Wellen sind durch 


raVea, PS Ven" 
gegeben, wiahrend ihre Phasen 

vetn—, v(e"+y—t) 
sind. Ihre Frequenzen sind“hatiirlich v. 

Wir fassen die bisher gewonnenen Ergebnisse so zusammen. Datfiir, 
daB eine homogene Welle den Maxwellschen Gleichungen geniigt, ist not- 
wendig, daB sie sich auf einer ausgezeichneten Fermatschen Kurve fort- 
pflanzt. Die allgemeinste solche Welle ist durch die Gleichungen (7) 
und (12) gegeben. Eine homogene Welle, die diese Eigenschaft nicht be- 
sitzt, l4Bt sich dagegen unter gewissen Bedingungen durch eine zweite 
homogene Welle so erginzen, daB das gesamte Feld den Maxwellschen 
Gleichungen gentigt. Notwendig dafiir, daB ein solches Paar von Wellen 
den Maxwellschen Gleichungen geniigt, ist, daB sie sich lings zweier kon- 
jugierten Fermatschen Kurven fortpflanzen; das allgemeinste solche Wellen- 
paar ist durch die Gleichungen (18), (19) und (20) gegeben. Dabei be- 
deuten g und y zwei Lésungen der Differentialgleichung (16). 
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Uber diese Funktionen » und y miissen wir noch eine Bemerkung 
machen, die sich auf die eventuellen Knickstellen von wu bezieht. In diesen 
Punkten kann man stetige Differentiierbarkeit von gp und w verlangen, 
aber auch nicht mehr. Der elektrische Vektor von §, ist dann, wie die 
Gleichungen (17) lehren, an einer solchen Stelle stetig differentiierbar, der 
magnetische dagegen nur stetig. Die Maxwellschen Gleichungen lassen 
sich also an einer solchen Knickstelle von w nicht erfiillen, weil die GréBe 
eurl § an einer solchen Stelle nicht existiert. Aber das ist auch nicht 
nétig, die Maxwellschen Gleichungen gelten naimlich nur unter der Vor- 
aussetzung der Existenz dieser GréBe. Die eigentlichen Grundgleichungen 
der Elektrodynamik sind nimlich gewisse Irtegralgesetze. Aus diesen 
folgen unter der Annahme, daB curl € und curl § existieren und stetig 
sind, die Maxwellschen Gleichungen; in solchen Punkten aber, wo diese 
Differentialquotienten, wie in unserem Falle, an einer Ebene Spriinge 
haben, fordern sie nur Stetigkeit der Tangentialkomponenten von € und 
und der Normalkomponenten von ¢«€ und w§. In unserem Falle fordern 
sie also (wegen der Stetigkeit von ¢ und uw) nur Stetigkeit von € und §. 
Dieser Forderung ist aber dann und nur dann geniigt, wenn g und yw an 
den Knickstellen von wu stetig differentiierbar sind. 

Wir wollen endlich noch einen neuen Begriff einfiihren, der sich fir 
das Folgende als zweckmiaBig erweist. Wir haben bisher stets von der 
Intensitit J einer homogenen Welle gesprochen und darunter das doppelte 
Zeitmittel des Betrages des Energiestromes verstanden, der durch eine zur 
Strahlrichtung senkrechte Fliche vom Inhalt 1 flieBt. Statt dessen wollen 
wir nun eine andere zweckmiBigere GréBe einfiihren, die wir in Er- 
mangelung eines Namens als Intensitit J* be- 
zeichnen wollen. Zu dem Zweck betrachten wir 
eine unendlich diinne Réhre, deren Wand in jedem 
Punkte von der Richtung des Strahlvektors be- 
rihrt wird: eine solche Réhre ist fiir die Energie- 
strémung eine undurchlissige Wand. Die Réhre 
hat wechselnden Querschnitt, wenn wir ihn wie _ 
iiblich normal zu ihr messen; dagegen ist ihr 
Querschnitt konstant, wenn wir sie mit den 
Flaichen » = const., also senkrecht zur z-Achse schneiden. Das kommt 
daher, daB die Richtung des Vektors S nur von 2 abhiingt. Und nun 
bezeichnen wir als Intensitit J* einfach das doppelte Zeitmittel des 
Energiestromes, der durch die auf den Flichen m = const. gemessene 
Flaicheneinheit hindurchgeht. Diese Intensitiit J* driickt sich sehr ein- 
fach durch die Intensitiit J aus: es ist nimlich 


J*=—J-|cos#|. 





Fig. 2. 
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Wir kénnen auch schreiben 
J*=—2 6. , 
wobei der wagerechte Strich wie iiblich die zeitliche Mittelwertbildung be- 
deutet. Den Formeln fiir J’ und J” treten nun die folgenden 


yen 2 Yeon Atm tA? 
4a u 


4au 
und 
Ja . V: cos@ A” 2=—= el Vg 
x u 4xu 
zur Seite. 


7. Die Funktionen g und w in der Umgebung eines 
beliebigen Pusiktes. 


Wir wollen uns nun etwas naher mit den Funktionen » und yw be- 
sehiiftigen, wollen ihr Verhalten in der Nachbarschaft eines beliebigen 
Punktes §& betrachten und gewisse Abschiitzungen gewinnen, die uns 
nachher niitzlich sein werden. 

Die Funktionen g und w geniigen der Differentialgleichung 
(21) f° —2H'f' + Hf = 9, 
wenn wir, wie im folgenden stets, falls nicht ausdriicklich das Gegenteil 


gesagt ist, mit Strichen die Ableitungen nach £ bezeichnen und abkiirzend 
setzen 
tee. 1 


1 
H = log (*) *— logs * uw‘ cos *#. 


Diese GréBe H wird im folgenden eine groBe Rolle spielen: wir kénnen 
1 1 


sie, wenn wir uns der am Anfange eingefiihrten GréBen « = as B TY 
und der Abkiirzung y = cos~ # bedienen, auch so schreiben 
1 
H = logap-'y’. 
Wir schaffen in bekannter Weise aus der Differentialgleichung (21) das 
zweite Glied fort, indem wir setzen 


joer ly *y, 
dann ist 7 


f =e (F'+ HP), 

f’ = e"(F" + 2H'F’ + (H"+ H")F), 
und wir erhalten folgende Gleichung fiir F: 
(22) F" + (v*+a)F=0, 
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wo abkiirzend 
a= H”— H" 
gesetzt ist. Mit dieser Gleichung beschiiftigen wir uns weiter. 

Wir fassen einen beliebigen im Endlichen gelegenen Punkt , der &- 
Achse ins Auge. Dann gilt folgende Behauptung: es gibt eine und nur 
eine Liésung F, die den Bedingungen 

lim (F — é'**) = 0, 
S=S. 
: F’ , 
ae G4PPSR wes 
Lim ( — a ) 0 
geniigt. Wir wollen kurz sagen: es gibt eine und nur eine Lésung, die 
sich bei &, verhiilt wie ¢”§. 

Wir kénnten diesen Satz aus der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen heriibernehmen: wir wollen ihn aber hier beweisen, indem wir 
eine konvergente Entwicklung angeben, die die von J’ ausgesagten Eigen- 
schaften besitzt, weil wir so gleichzeitig eine Abschiitzung von F’ und 
= erhalten, die wir spiter gebrauchen. 

Wie benutzen dabei ein von E. Picard*) und J. Horn**) verwandtes 
Verfahren der sukzessiven Approximationen. Wir kénnen uns nicht ein- 
fach darauf beziehen, da wir-gewisse Modifikationen daran anzubringen 
haben; da man es auBerdem sehr leicht auseinandersetzen kann, so wird 
das Einfachste sein, es vollstiindig, wenn auch méglichst kurz darzustellen. 

Wir setzen 


F, = &”, 


g § 
—ivé iw& ° 
F. w= : ferar,_,d — S fewiar, as (n > 1). 
& Es 
Wir betrachten die Werte & auf einer bestimmten Seite von §, etwa auf 
der rechten, und wihlen ein £, sodaB 
5 
(23) f adt|< 5 
bi 


ist. Dann ist fiir alle &£ < & < &: 


*) E. Picard, Traité d’Analyse, 2. Aufl, Bd, 3, Paris 1908, S. 412—419. 
**) J. Horn, Uber eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einem 
willkiirlichen Parameter, Math. Ann. 52 (1899), 8. 271—292. 
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| F,| = 1, 
|F,|<Max|F,_,|\- f |ade|< Max |F,_,|-2 (n>1). 


Daraus folgt ohne weiteres fiir alle » 
Max | F,| < “y 


und wir sehen, daB die Reihe 
«o F, 


gleichmaBig fiir das Intervall von £, bis & konvergiert. Weiter ist 


Fo ietrt, 
v 


ct fie étaF,_dt—i on (n>). 
Daraus folgt 


=-1, 


<2) < Max | F , + f lade <Max|F,_,|-% (n>). 
f,*% 


Es ist also fiir alle n: 
F 


v 


(ivy" 
0 


konvergiert also ebenfalls gleichmaBig fiir das Intervall von &, bis &,. 
Und schlieBlich ist 


lA 
| 


wre 
= 


Die Reihe 


Fy’ =-yv ‘Fo, 
(24) . . 


Fa vF, —ivaF,_ (n> 1) 
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also konvergiert auch die Reihe 
gleichmaBig fiir das Intervall von & bis &. Hieraus folgt aber nach 
einem bekannten Satze der Differentialrechnung*), dab 
F=f’, Fo Ff” 
ist, daB man also die Reihe fiir /’ zweimal gliedweise differentiieren darf. 


Weiter sicht man leicht, daB diese Funktion F der Differentialgleichung 
geniigt, die Addition der Formeln (24) ergibt ja 


FF” =—(v*?+a)F. 
Endlich haben wir die Abschitzungen 


: 
aol aati 
| F—et| s-—*_, +, 
1 . 
1— > J lads 
Jf iaag| 
Eases OT, 


1} feat) 
& 


und daraus folgen die Behauptungen fiir den Grenziibergang lim — = é, 
sofort. 

Indem wir tiberall i durch — i ersetzen, erhalten wir eine konjugiert 
komplexe Lésung F’, die den entsprechenden Gleichungen und Unglei- 
chungen geniigt. 

Interessant ist es nun zu bemerken, daB diese Entwicklungen auch 
fiir die Faille §,= + oo gelten, wenn von der gleich zu beweisenden Tat- 
sache Gebrauch gemacht wird, daB die Funktion a nach § = + oo absolut 
integrabel ist. Wir brauchen dann nur zu zeigen, daB die Definition der 
Funktionen F, zulissig ist, daB die Integrale rechts existieren. Das zeigt 
man aber leicht durch vollstindige Induktion: sicherlich existiert namlich 
F, fiir alle € und ist dafiir beschrinkt; nehmen wir nun an, das gilt fiir 
F,, dann zeigt man es leicht fir F,,, mit Hilfe der Ungleichung 


+0 
< Max |F,|- {jad}. 


Max | F, 


n+1. 


*) Vgl. etwa O. Stolz, Grundziige der Differential- und Integralrechnung, T. 1, 
seipzig 1893, 8. 65—68. 


26* 
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Die Existenz der Funktion F (und der Funktion F) in den Fallen 
—,—-+ oo ist tibrigens keine triviale Folgerung der elementaren Siitze 
liber lineare Differentialgleichungen. 

Jedem §, sind also zwei Funktionen F und F zugeordnet, die sich 
dort verhalten wie e’* und e~***. Wir werden diese Funktionen da, wo 
es uns auf den Wert des Parameters —, ankommt, mit F (&,, &) und 
F (&,,&) bezeichnen. 

Wir wollen in Riicksicht auf spiiter noch eine Bemerkung machen. 
Bei festem v konvergieren unsere Entwicklungen gleichmibig fiir eine ge- 
wisse Umgebung von §,. Wir kénnen die Sache aber auch anders auf- 
fassen: wir kénnen stets v so grof wiahlen, daB sie gleichmiBig fiir alle & 
konvergieren, wir brauchen ja nach (23) nur 


+0 
v2 f \adt 


zu wiahlen. Man iiberzeugt sich leicht, daB die Knickstellen von ¢ und a, 
also die Sprungstellen von a keine Schwierigkeiten machen, die Funktionen 
F, F und F’, F’ sind stetige Funktionen von &, erst F”, F” weisen 
Spriinge auf. Wir merken uns endlich noch foigende Abschdtzwng: 


|F|=|Fi< +_——; 
1--> { \adé 


Si 


+s 
<2 fir alle »>2 f adsl, 
+o 


1 


| 
“| 


W 


1 wy i adé | 


+00 
<2 fiir alle v>2/\adé}|, 


die uns spiater niitzlich sein wird. 

Wir haben noch den Beweis zu erbringen, daB a nach § = + oo hin 
absolut integrabel ist. Dabei gebrauchen wir zum ersten Male die Voraus- 
setzungen, die wir iiber das Verhalten der Funktionen ¢ und w im Un- 
endlichen gemacht haben. Es ist 


t 


H = log «p-*y* ; 














Lichtfortpflanzung in geschichteten Medien. 405 


da ferner aus 
oe a = mat pe 
die Gleichung ’ ° 
= — Amat pt (© + z) 


oder 

7 ee 

5 2 (5 +5) O*-1) 
folgt, so haben wir . 

H’ = +5 (2) 
und 


HR” = “+6  (? — 2) + 55 (Ay — by?) + SE F (874 — 87") 


fe (ay! — 5y? + 2). 
Es ist also 


a= = y+ ro — 2)+ = (8 y— By?) + “a (674 — 47") 
+ br Br — 74-2). 


Die Voraussetzungen, die wir tiber die Funktioneu « und f gemacht 
haben, beziehen sich auf die unabhingige Verinderliche z, nicht auf €: 
es wird also zweckmaBig sein, in den letzten Ausdruck statt der Ablei- 
tungen nach & die nach z einzufiihren. Wir haben dabei die Formeln zu 


benutzen: 
i 
ae BY Fe 
da d 


a*f dx\ df 

oe = ct B*y* (5. f+9(% + 3) ae) 
Wir finden also, wenn wir voriibergehend Ableitungen nach 2 durch 
Striche bezeichnen, 
a= Catpty* ( Bis ay - (By*— By') + SF (6 = 4) 


+ 4s (87+ 7*— 6)) 
oder schlieBlich 
a = Cee? By? (al By? + 0B” B(y* — 2) + of *B*(3y4 — 37’) 
+ wap’ B(6y*— 4) + a®B*(3y* + 7? — 6)). 


Und nun sieht man sofort, daB a absolut nach § = + oo oder, was das- 
selbe ist, daB 


(25) 


dg 


° az 


pad acy 1a~-*B- %y-1 
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absolut nach z = + oo integrabel ist. Diese GréBe besteht nimlich aus 
Summanden, von denen jeder ein Produkt von beschrinkten Faktoren ist 
und wenigstens eine der GréBen a’, f’, «”, 6” enthilt. Nun sind aber diese 
vier GréBen nach Voraussetzung absolut nach 2 = + co integrabel, also 


ist es auch aS. Damit ist die Behauptung bewiesen. Wir wollen noch 


bemerken 
(26) lim FE = jim ({ +4 (* — 2)) ca®pty — 0. 


Das fiir uns zuniichst interessanteste Ergebnis der letzten Betrach- 
tungen ist: es gibt zwei Lisungen FF’, die sich im positiv Unendlichen ver- 
halten wie die Funktionen ¢&”= und e-‘’*. Diese beiden Lésungen sind 
sicherlich linear unabhingig; wir kénnen also sagen, im positiv Unend- 
lichen verhilt sich jede Lésang wie eine lineare Kombination von ¢’* und 
e~*’= oder, was dasselbe ist, von cosv& und sinv&. Genauer gesagt, zu 
jeder Lésung F der Gleichung (22) gibt es zwei Konstante cf, cy}, so- 
daB fiir den Grenziibergang lim £ = + co 


F = ct" cosvé + cf sin vé + 0(§)*), 
= = ct* cos v— — ct sinv§ + o(&°) 


ist. Dasselbe gilt natiirlich fir das negativ Unendliche; selbstverstandlich sind 
die zu ein und derselben Lisung gehérenden Konstanten c}* und cr* (k=1, 2) 
im allgemeinen von einander verschieden. 

Gehen wir auf die Differentialgleichung fiir f zuriick, und beachten 
wir (26), dann sehen wir also: es gibt vier Konstante c}*, cf", df”, df*, 


sodapB im positiv orgy die folgenden Gleichungen oilbee 
9= (yF* (ct* cosv— + cf* sinv§ + o(&)), 


y= v-() ere cos v— + di~ sin v§ + 0(€%), 
a— (2) * (eg cos vt — cf sin vé + 0), 


eae () *(as~ cos vf — Ef sin vé + 0(€9). 


Und damit beherrschen wir auch das Verhalten der Wellen §, und §,” im 
itn Unendlichen: bilden wir ihre Intensitiiten J*’ und J*”, so heben 


*) Das Symbol o(§°) reprisentiert eine Funktion, welche bei dem betrachteten 
Grenziibergange von £ verschwindet. Es kann ebenso wie das Symbol const. im Ver- 
laufe derselben Rechnung verschiedene Grifen bedeuten. 
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sich die ersten Faktoren gerade gegen die ersten Faktoren der obigen 
Gleichungen auf, und wir erhalten die einfachen Formeln 


1 T= (> + dg + Ge — dt) + 0(8%), 
(27) 
J*" = (Cf * —dt *)P+(cy * + df *)*) + off). 


Die Intensitiiten der beiden Wellen streben also im positiv Unendlichen be- 
stimmten Grenzwerten zu. Fiir das negativ Unendliche gilt natiirlich das- 
selbe; die Grenzwerte sind aber selbstverstindlich im allgemeinen andere. 
Wir wollen bemerken, daB sich durch diese einfachen Formeln zum 
ersten Male die Einfiihrung des Begriffes der Intensitit J* rechtfertigt. 


8. Durchgehende und refiektierte Welle. 


Wir betrachten von nun an eine besondere Klasse von Wellenpaaren 
%, und §,”. Im allgemeinen transportiert %, Energie aus dem negativ Un- 
endlichen, %,” aus dem positiv Unendlichen ins Endliche. In Riicksicht auf 
die Frage des Fermatschen Prinzips beschrinken wir uns von nun an 
auf soleche Wellenpaare %,’ und §,”, bei denen %,” keine Energie aus dem 
Unendlichen ins Endliche transportiert. Wir haben es dann mit einem 
durch das Medium hindurchgehenden Strahl und einem zweiten Strahl zu 
tun, den wir zweckmiBig als reflektierten Strahl bezeichnen. Wir werden 
also verlangen, dap die Intensitiit von %," im positiv Unendlichen ver- 
schwindet. Dies ist nach der zweiten Formel (27) dann und nur dann der 


Fall, wenn 
? +@ —. gt = — ¢r® 
dye=—cy*, df” Cy 


ist, wenn also die Substitution 

28 (% me Sy ) 

( ) dy wn dy zx 

eine orthogonale rechtsdrehende Substitution ist. g und y sind also durch 
unsere Forderung bis auf eine solche Substitution bestimmt. Eine solche 
Substitution ist aber fiir unser Feld ganz gleichgiiltig: sie kann nimlich, 
wie die Formeln (17) lehren, stets aufgehoben werden durch Multiplikation 
des Feldes mit einem konstanten Faktor und durch eine Verlegung des 
Anfangspunktes der Zeit. Wir kénnen also annehmen, daB die Substitution 


(28) die identische Substitution ist, kénnen also fiir m und w fordern: im 
positiv Unendlichen soll sein 


1 
g—({) ‘(cos vf + 06%), 
1 


v= (2) “(sinvg + 06%). 


(29) 
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Nach den bewiesenen Siitzen lassen sich diese Forderungen erfiillen und 
zwar auf eine und nur eine Weise. Die Beschriinkung auf ein System 
einer durchgehenden und einer reflektierten Welle ist also identisch mit der 
Festlegung der Lisungen gp und wy der Differentialgleichung (16) durch die 
fiir — = + co geltenden inhomogenen Randbedingungen (29). 


9. Energie der beiden Wellen. 


Wir kénnen das Verhiiltnis der Felder §,) und §,’ der durchgehen- 
den und der reflektierten Welle so auffassen: %,, welches allein im all- 
gemeinen nicht den Maxwellschen geniigt, erzeugt ¥,", um den Maxwell- 
schen Gleichungen gerecht zu werden. Auf diese Abhiingigkeit der Felder 
%. und %,” fallt ein weiteres interessantes Licht, wenn wir ihr Verhiltnis 
zum Energiesatze betrachten. Fiir ein Feld %, welches den Maxwellschen 
Gleichungen gentigt, gilt das Energieprinzip: die Energie W der (un- 
endlich klein gedachten) Volumeneinheit nimmt in der (ebenfalls unend- 
lich klein gedachten) Zeiteinheit um soviel zu, wie der Uberschu8 der 
einstrémenden Energie tiber die ausstrémende betrigt. Die Summe der 
Zunahme der Energiedichte in der Zeiteinheit und der Ergiebigkeit des 
Strahlvektors © ist also gleich Null. Unser Feld %, geniigt aber nicht 
den Maxwellschen Gleichungen, wir kénnen deshalb auch das Bestehen der 
en nicht erwarten. In der Tat ist 


4H yen ‘a” 
(30) OM + div = 1 S46,” 6, —€,§,’). 


Das Feld %, geniigt also im allgemeinen tatsiichlich nicht der Energie- 
gleichung: wir machen die Annahme, daf die rechte Seite negativ ist, und 
werden dementsprechend sagen, die zeitliche Zunahme der Energiedichte 
ist geringer, als man nach der Einstrahlung erwarten darf: in dem Volumen- 
element verschwindet Energie. Fiir das Feld %,” gilt entsprechendes: es ist 


aw” So’ — 1 dH wee 
ae + div Om Fae (G9, — €'G,). 
Auch das Feld %,” geniigt also nicht dem Energieprinzip, aber in ihm 
wird Energie erzeugt. Und nun ist das Interessante: in einem Volumen- 


element von %,’ verschwindet gerade soviel Energie, als in demselben 
Volumenelement von §,” ti wird: 


(31) on + OF + div 6’ + div S”=0. 


Wir werden also sagen, das Feld §,' transportiert Energie ins Endliche, 
aber die Konstitution des Mediums gestattet nicht einen restlosen Energie- 
transport, %,' erleidet einen Energieverlust, und dieser Energieverlust wird 
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gerade dazu verwandt, das Feld %,” der reflektierten Welle zu erzeugen, 
in der die Energie wieder ins Unendliche zuriickflieBt. Das Feld §,” er- 
giinzt also das Feld %,’ in zweifacher Weise. Seine linearen GréBen €” 
und §” sorgen dafiir, dab die Mazwellschen Gleichungen erfillt werden, 
seine quadratischen GréBen W” und S” bewirken, daB das Energieprinzip 
gilt. Die mathematische Formulierung der Abhingigkeit der beiden Felder 
ist also sicherlich so schén und einfach, wie man sie nur wiinschen kann. 

Eine sehr einfache Beziehung besteht auch zwischen den Intensititen 
J*’ und J*”; man erhilt sie durch zeitliche Mittelhbildung aus der Glei- 
chung (31). Es ergibt sich niimlich so 


75 (J* —J*”) =0, 
also 
J* == J*” + const. 


Die Intensitéten J*’ und J*” ergiinzen einander also auch in dem friiheren 
Sinne: J*’ wiichst auf Kosten von J*’. J*” verschwindet im positiv Un- 
endlichen, wir kénnen die letzte Gleichung also auch so schreiben 

(32) J*’ = J*" + J*. 

Wieder sehen wir, wie zweckmiBig die Einfiihrung des Begriffes der In- 
tensitat J* ist. 

Wir haben uns im vorigen einer Sprechweise bedient, die streng ge- 
nommen nicht gerechtfertigt ist. Wir haben nimlich so getan, als ob die 
rechte Seite von (30) stets negativ ist. Das ist aber im allgemeinen durchaus 
nicht der Fall. Die Sache liegt nicht so einfach, daB das Feld §, stets 
Energie an das Feld §," abgibt. Es ist nicht einmal so, daB die GréBe J*’ 
lings des Strahles %,’ monoton abnimmt, wie man geneigt ist zu erwarten: 
wir werden ein einfaches Gegenbeispiel am Schlusse dieser Arbeit angeben. 
Man kann sich das ,erkliren“, indem man bedenkt, dab man eigentlich 
annehmen muB, die reflektierte Welle entsteht nicht direkt aus der durch- 
gehenden, sondern die durchgehende gibt zu einer reflektierten Welle Ver- 
anlassung, diese ebenso zu einer Welle, die sich tiber die durchgehende 
lagert, diese wieder zu einer, die sich tiber die reflektierte Welle lagert, 
und so fort. AuBerdem addieren sich bei diesem ProzeB nicht einfach die 
Intensitaiten, sondern es findet noch ein komplizierter Interferenzvorgang 
statt. Vielleicht ist es iiberhaupt zweckmiBiger, von dieser ,,Erklirung“ 
abzusehen: man kann schlieBlich nicht verlangen, daB man den ProzeB 
der Reflexion in einem kontinuierlich verinderlichen Medium versteht mit 
Hilfe eines Grenzfalles, nimlich der Reflexion an einer Unstetigkeitsebene. 

Aber es hat doch einen gewissen Sinn, wenn wir sagen, im wesent- 
lichen verliert die durchgehende Welle an Intensitit. Wir meinen nimlich 
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damit, die Intensitiit J*’ ist im allgemeinen gréBer als J*!; das lehrt die 
die Gleichung (32) sofort, wenn wir bedenken, dab §,", also auch J*”, 
im allgemeinen nicht identisch verschwindet. 


10. Das Fermatsche Prinzip fiir das parallel-geschichtete Medium. 


Darch die vorigen Untersuchungen ist die Frage, ob und in welcher 
Form das Fermatsche Prinzip fiir das parallel-geschichtete Medium gilt, 
volistindig beantwortet. Das Fermatsche Prinzip in seiner allgemeinen 
Form gilt nur in Ausnahmefiillen, es gilt fiir solche Wellen, die sich lings 
ausgezeichneter Fermatscher Kurven fortpflanzen. Im allgemeinen gilt das 
Fermatsche Prinzip in seiner beschrdnkten Form: die Energiefortpflanzung 
Bndet zwar auf den Fermatschen Kurven statt, aber sie ist stets mit einem 
Riickstrom der Energie, mit Reflexion verbunden. Dieser Riickstrom findet 
ebenfalls auf Fermatsche Kurven statt und zwar auf den zu den Fermat- 
schen Kurven der durchgehenden Welle konjugierten Kurven. 


11. Konvergente Entwicklung von g und w nach steigenden 
Potenzen von rv. 


Wir haben nun die prinzipiellen Dinge erledigt, die wir erledigen 
wollten Die Untersuchungen, die wir im folgenden anstellen werden, sind 
anderer Natur: sie werden uns gestatten, die eben entwickelten Dinge auch 
quantitativ zu verfolgen. Wir werden einmal bei allgemeinem « und wu die 
fundamentalen Funktionen g und yw als Funktionen des Parameters v be- 
trachten und Darstellungen fiir sie finden, die im Falle sehr kleiner und 
sehr groBer » brauchbare Anniherungen liefern. Wir denken uns zweitens 
die Funktionen ¢ und mw von einem Parameter d abhingig und nehmen 
an, daB sie fiir einen bestimmten Wert von 4, etwa fiir d=—0O, von x 
unabhangig sind; wir betrachten dann die Funktionen » und y fiir kleine 9, 
also fiir langsam veriinderliche Medien. Endlich werden wir spezielle 
Funktionenpaare ¢, w angeben, fiir die man @ und w bei beliebigem » mit 
Hilfe von bekannten Funktionen darstellen kann. 

Wir betrachten also m und y als Funktionen des Parameters v und 
beschriinken uns dabei zuniichst auf einen speziellen Fall: wir nehmen 
an, daB nach rechts hin das Medium schlieBlich homogen wird. Wir 
setzen also etwa voraus, daB fiir « >0 


Em&, B™ Me 


ist. Dann ist leicht zu zeigen, m und y sind ganze transzendente Funk- 
tionen von v. 
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g und y sind dann definiert durch die Grenzbedingungen 
1 1 1 
(0) = Wo! & ‘cos * M, 4 (0) =0 
3 1 1 


d o- 
¥(0) =9, Te (0) = to! &* cos? &~- 


Die Funktionen g und “ gentigen also bei x = 0 Grenzbedingungen, die 


von v unabhingig sind. Anderseits geniigen sie der Differentialgleichung (10), 
also einer Differentialgleichung, deren héchster Koeffizient 1 ist, und deren 
iibrige Koeffizienten ganze transzendente Funktionen von » sind. Aus 
diesen a Voraussetzungen folgt aber nach einem bekannten Satze*), 


daB p und ~ und infolgedessen auch m und w ganze transzendente Funk- 


tionen von v ‘del Es wire interessant zu untersuchen, ob das nicht auch 
unter unseren allgemeinen Voraussetzungen gilt; fiir das Folgende wiirden 
wir aber daraus noch kaum Vorteil ziehen kénnen, deshalb wollen wir 
uns nicht darum bemiihen. 

Wir kénnen die Koeffizienten der Reihen fiir m und w nach Poteuzen 
von v leicht berechnen, indem wir in die Gleichung (9) mit dem Ansatz 


(33) f= f+ ah+ oht 


eingehen. Wir erhalten dann 
( df, \ 
d| dz 
dz\ u ) =% 


(a2 
(8. > ime 
at Pe écos*#f,_; 


Wir wollen die Grenzbedingungen 
d 
f(0) =a, 540) = d= 


wo a und b Konstante sind, erfiillen: zu dem Zwecke integrieren wir die 
obigen Gleichungen folgendermaBen: 


thee 


= fel J ¢ cos 2 tf, _, da) de. 


*) E. Picard, Traité d’Analyse, 2. Aufi., Bd. 3, Paris 1908, S. 88—90. 
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Wir wissen dann, die Reihe (36) konvergiert bei festgebaltenem z fiir 
alle v. Wir kénnen sogar leicht eine einfache Majorante fiir die Reihe (36) 
angeben: ist g die gréBere der Zahlen |a| und \. , G eine obere Grenze 
der Funktionen ¢ und w in dem Intervall von 0 bis z, dann ist 

: |x 2n 9 “ la 2n+1 ) 

‘fl <o(@ (2n)! Orr (2n+1)!)" 
Also ist 


G ¥ 
ge ° 
eine Majorante fiir die Reihe (33). 
Aus dieser Abschitzung sieht man, die ersten Glieder der Reihe (33) 
geben eine brauchbare Approximation fiir die Funktionen g und wy, wenn 


= 'xz| klein ist. Ist 4 die Wellenlinge unserer Strahlung im Ather 


so ist 


am x 
2 |*| 2a i 


Unsere Bedingung ist also erfiillt, wenn die Entfernung |z| des Punktes x 
von der riickwirtigen Begrenzung x = 0 des inhomogenen Mediums klein 
ist gegen die Wellenliinge 4. 


Wir wollen die Ausdriicke fiir 9, ¥, 7 P a bis auf Glieder von 


hoherer als zweiter Ordnung einmal wirklich hinschreiben: 


g = Av B, (1 a *. | BY( f A*da) az), 
0 0 
v= A, Bo + (Baz, 
(34) Ps 
# 
ar ee ie ea J Ataz, 


d 2 * 
~~ By A*B(1 -- 3) As (J B‘dz) az). 


Dabei ist abkiirzend gesetzt 


1 1 
A =(écos*#)*, B=u*. 
Aus den Reihen fir m und w folgen Reihen fiir die Intensitiéiten J*’ 
und J*” der gebrochenen und der reflektierten Welle: sie lauten bis auf 
Glieder von hiherer als zweiter Ordnung 














Lichtfortpflanzung in geschichteten Medien. 413 


J* ¢ 
ad ae 162 (475+ 


i. ie a4 s [ m (f a*ae) )az+4 2 fa J mas az) 
tite (2 f atde a $f wae): 
0 


Am interessantesten ist die erste Anniherung: sie sagt nimlich aus, 
durchgehende und reflektierte Welle sind an jeder Stelle ¢, w gerade so 
stark, als wenn statt des stetigen Uberganges der Dielektrizitaétskonstanten 
und der Permeapilitét von ¢,u nach &,u, eine Unstetigheit & &,, u\ 1, vor- 
handen wire. Wir wollen es nur verifizieren fiir den Fall w = 1, der aus 
der Optik her bekannt ist. In diesem Falle ist 


<  mxe 

a Meinl » (4-4 nyo (ene =F 8s)" 

* et A ,A A*+- A,* Ve cos # + Ve, cos , 
aZT*z 


ra) 


oder da 
- m m 
Ve= sin’ Veo ™ gin &, ? 
Je” _ sin?(@—@,) 
e sin? (# + ,) 


Und das ist tatsiichlich die eine Fresnelsche Formel fiir das Verhiltnis der 

Intensititen der auffallenden und der reflektierten Welle im Falle einer 

Unstetigkeitsebene, wie sie sich in allen Lehrbiichern der Optik*) findet. 

Fiir eine Welle, die senkrecht zur Einfallsebene polarisiert ist, gelten 

aihnliche Formeln. Man hat in den eben entwickelten Gleichungen nur die 

Vertauschungen (6) vorzunehmen: die Formeln (34) und (35) bleiben also 
1 1 


ungeiindert, wenn man nur jetzt unter A die GréBe u*cos?#, unter B 
1 


die GréBe ¢* versteht. Auch hier ist die erste Anniherung wieder mit 
den entsprechenden Formeln fiir die Unstetigkeitsebene identisch, wie wir 
wieder nur im Falle « = 1 verifizieren wollen. Wir haben 


hig (te cos # — Ve cos oe) (= 2 — sin oe) = tg? (# — @,) 
J \Ve, cos # + Ve cos #, sin 2% + sin 2, tg*(@+ 9,)’ 


und das ist tatsichlich die andere Fresnelsche Formel. 





*) P. Drude, a. a. O. 8. 265—270. 
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Aber auch die Glieder mit *; sind den Physikern bekannt. Es hat sich 


herausgestellt, daB die Beobachtungen itiber die Reflexion und Brechung 
an der Grenz@ zweier Medien durch die Fresnelschen Formeln nicht immer 
geniigend dargestellt werden, vor allen Dingen nicht im Falle einer senk- 
recht zur Einfallsebene polarisierten Welle, die in der Nihe des Polari- 
sationswinkels auffallt. Drude*) hat mit Erfolg versucht, diese Abwei- 
chungen durch eine diinne Grenzschicht zu erkliren, durch eine Schicht, in 
der die Dielektrizitiitskonstante stetig von dem einem Wert auf den an- 
deren tibergeht. Er leitet die Formeln fiir eine solche Grenzschicht durch 
ein Naherungsverfahren direkt aus den Maxwellschen Gleichungen her und 
gewinnt so Korrektionsglieder fiir die Fresnelschen Formeln. Diese Glieder 
sind genau identisch mit den zweiten Gliedern unserer Entwicklung. Wir 
sehen also: die Fresnelschen Formeln sind die ersten, die Drudeschen die 
zweiten Glieder einer bestindig konvergenten Entwicklung nach Potenzen des 
Quotienten der Dicke der Grenzschicht und der Wellenliinge der betrachtetéen 
Strahlung im Ather. 


12. Asymptotische Entwicklung von g und w nach fallenden 
Potenzen von vr. 


Wir kommen nun zu dem entgegengesetzten Falle, der uns etwas 
linger beschiftigen wird, dem Falle, wo die Frequenz v groB ist. Wir 
werden auch hier fiir unsere fundamentalen Funktionen g und y Reihen- 
entwicklungen nach Potenzen von v, diesmal natiirlich nach fallenden 
Potenzen, finden, aber diese Reihenentwicklungen konvergieren jetzt nicht 
nach den Funktionen @ und wy, sondern sind nur zu ihnen asymptotisch. 

Wir brauchen, um das beweisen zu kénnen, nicht die eben gemachte 
Voraussetzung, daB « und w nach rechts hin schlieBlich konstant werden, 
aber wir kommen anderseits hier auch nicht mit den in der Einleitung 
iiber diese GréBen gemachten Voraussetzungen aus. Es geniigt dagegen 
die Voraussetzungen, die wir tiber die Funktionen «¢, uw und ihre beiden 
ersten Ableitungen gemacht haben, auf alle Ableitungen von « und uw aus- 
zudehnen. «¢ und uw sollen also stiickweise beliebig oft differentiierbar sein, 
alle Ableitungen von « und w sollen sich fiir lim x = + co der Grenze Null 
niithern und nach beiden Seiten hin absolut integrabel sein. Daraus folgt 
wieder insbesondere, « und mw und jede Ableitung von « und uw ist fiir die 
aus allen (reellen) z bestehende Punktmenge beschriinkt. Auch diese Voraus- 
setzungen sind nicht allzu eng. 

Wir brauchen diese Voraussetzungen wesentlich deshalb, weil wir mit 


*) P. Drude, a. a, O. S. 273—281. 
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ihrer Hilfe zeigen kénnen, daf alle Ableitungen der Grife a nach & sich 
im Unendlichen der Grenze Null nihern und von —§ = — co bis — = + co 
absolut integrabel sind. Nach Gleichung (25) hat naimlich, wenn wir vor- 
tibergehend mit Strichen die Ableitungen nach z bezeichnen, die GréBe a 
die Form 
a— catty Sy [1a po, 

wo die C Konstante bedeuten und die i und j ganze Zahlen gréBer oder 
gleich Null sind, die der Gleichung 


ai+ Sji-? 
geniigen. Nun beweist man leicht durch vollstiindige Induktion: 


ie =—etratpy SCy [] a po, 


n>=0, Dit Sj—2+n. 


Daraus sieht man zuerst, dab ce fiir die Grenziiberginge lim § = + co 


gegen Null geht. Jeder Summand enthilt niimlich, abgesehen von be- 
schrinkten Faktoren, wenigstens eine Ableitung von « oder #, und die 


da 
ae fiir 


die aus allen x bestehende Punktmenge beschrinkt. Und ebenso sieht man 
weiter, daB ie nach § = + co absolut integrabel ist; denn 
ae ge Ot Cr [109 po 

ist nach z = + oo absolut integrabel, weil jeder Summand, abgesehen von 
beschrainkten Faktoren, wenigstens eine Ableitung von @ oder f# enthiilt,. 
die nach Voraussetzung absolut integrabel ist. 

Wir werden nun folyendes beweisen. Ist f eine der beiden Funktionen 
g und w, so gibt es eine unendliche Reihe y (die nicht zu konvergieren 
braucht) 


geht nach Voraussetzung gegen Null. Insbesondere ist also jedes 


y = etre (Y, + . y, + 5 ¥,+---), 
so daB fiir jedes n > 0 
H 
f= (¥YtIn + <n o(v), 


fio. K\ ae 
ya (F +2) +a. 
Dabei bedeuten Striche jetzt wieder Ableitungen nach §, 9 bedeutet die 
zu y konjugiert komplexe GréBe, y’ ist die Reihe, die durch formales 
Differentiieren der Reihe y nach & entsteht, also 
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y bb eres SF (GY,+ ¥,_,+H’Y,_,)*), 
0 


und 0,(v°) reprasentiert eine Funktion, die fir den Grenziibergang lim y= + 00 
gleichmaBig fiir alle § verschwindet. Y,, Y,,--- sind Funktionen von & 
und », die stiickweise beliebig oft differentiierbar sind und von denen jede 
absolut genommen fiir alle € und fir alle vy >», 


+ 
y= 2 \ade| 


unter einer festen Grenze bleibt. Wir wollen diese Aussage kurz zusammen- 
fassen in den Satz: die unendliche Reihe y + ¥ ist fiir alle £ gleichmabig 
asymptotisch zu der Funktion /. 

Die Funktionen g und w geniigen der Differentialgleichung (21) 

f’— 2H’ f+vf=0. 

Uber die asymptotische Darstellung der Lésung einer solchen Differential- 
gleichung fiir grobe Werte von v liegen Arbeiten von J. Horn**) und von 
O. Blumenthal ***) vor. Diese enthalten aber nicht ohne weiteres einen Be- 
weis des eben formulierten Satzes: in unserem Falle liegen besondere Ver- 
hiltnisse vor, die EHigenart der Grenzbedingungen bei § = + oo, die un- 
endliche Linge des Intervalls und die Sprungstellen der Funktion a. 
Anderseits gestaltet sich die Beweisfiihrung teilweise besonders einfach 
wegen der einfachen Form der Differentialgleichung. Es wird also wieder 
das Bequemste sein, wir fiihren den Beweis fiir den obigen Satz hier voll- 
stindig durch, ohne uns auf die genannten Arbeiten zu beziehen: in Wirk- 
lichkeit schlieSen wir uns an die Blumenthalsche Arbeit an, weil die dort 
auseinandergesetzte Methode sich am einfachsten auf die vorliegenden Ver- 
hiltnisse tibertragen liBt und die bequemste Restabschiitzung liefert. 

Der Beweis wnseres Satzes wird sich so gestalten. Wir definieren 
zundchst die Funktionen Y,, Y,,---, beweisen dann einige einfache Sitze 
iiber sie und zeigen endlich, daB die unendliche Reihe y + 9 gleichmiibig 
fir alle — zu f asymptotisch ist. In allen drei Fallen gehen wir schritt- 
weise vor: nach unseren Voraussetzungen kann man die §-Achse von rechts 
nach links hin so in endlich viele Intervalle 


81) 825 °°" Smy  Sp= (Epis &), Fr = +0, Ear =— 0 


*) Unter Gréfen mit dem Index —1 ist hier und im Folgenden immer Null 
verstanden. 
**) J. Horn, a. a. O. 
***) ©. Blumenthal, Uber asymptotische Integration linearer Differentialgleichungen 
mit Anwendung auf eine asymptotische Theorie der Kugelfunktionen. Arch. d. Math. 
u, Phys., Ill. Reihe, Bd. 19 (1912), S. 136—174. 
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teilen, daB die Funktion a im Innern jedes Intervalls beliebig oft voll- 
stiindig, an den Enden wenigstens beliebig oft nach innen hin differentiier- 
bar ist, und wir gestalten dementsprechend unsere Definitionen und Be- 
weise so, daS wir mit dem Intervall s, beginnen, dann zum Intervall s, 
iibergehen und schlieBlich bei dem Intervall s,, enden. 

Die Definition der Reihe y wird natiirlich so eingerichtet, daB sie der 
Differentialgleichung formal geniigt. Man sieht leicht, dafiir ist notwendig 
und hinreichend, daB die folgenden Differentialgleichungen erfiillt sind: 

Y, = 0, 
(36) < wabiies: 
Yn = 3 (Yr-1t+a¥,-1). 


Wir betrachten nun zunichst das Intervall s, und integrieren diese 
Gleichungen folgendermaBen 


Y,— A, 
Y= < (7, +Ja Yi-1 dé). 


Dabei ist unter A die GriBe ‘ bzw. = verstanden, je nachdem es sich 


um die Funktion’ m oder w handelt. Diese Definition ist zulissig: denn 
die Integrale rechts existieren, weil a tiber s, absolut integrabel ist und 
man leicht durch vollstiindige Induktion zeigt, dab Y, und jede Ableitung 
von Y, in s, beschrinkt ist. Weiter zeigt man leicht durch vollstindige 
Induktion, daB jede Ableitung von Y, tiber das Intervall s, absolut inte- 
grabel ist. Endlich sieht man ebenso, daB Y, und jede Ableitung von Y, 
mit alleiniger Ausnahme der Funktion Y, sich fiir lim = + oo der Grenze 
Null nihert. 

Wir kommen zum Jniervall s,. Wir wollen die Y, tiber das Inter- 
vall s, so fortsetzen, dab (y+ 7), und (y+ 9’), in dem gemeinsamen 
Endpunkte § der Intervalle s, und s, stetig sind. Das ist nur méglich, 
wenn wir fir die Funktionen Y, und Y, Unstetigkeiten zulassen. Die 
Bedingungen fiir die Stetigkeit von (y+ 7), und (y’+ 7’), lauten, wenn 


wir abkiirzend 

4.4 = 1(&:—0) — x(&+ 0) 
setzen: 
eva A, Y, +e AY, =0, 
e'®(iA,Y,+ A,(¥;_,+ H’Y,_,)) +e-"*(— iA, Y, +4, (7 ,_,+HY,_,)) =0. 
Dafiir kénnen wir auch die folgende Gleichung schreiben 


(37,k) 2A,¥,—i0,(¥/_.+ HX) tie tha,(F,_,+H'Y,_,) 


Mathematische Annalen. LXXVI. 27 
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und eine zweite, die aus dieser hervorgeht, indem wir darin jede GréBe 
durch die konjugiert komplexe ersetzen. Und nun integrieren wir die Glei- 
chungen (36) fir das Intervall s, folgendermaBen. Wir setzen zuniichst 
(38) Y,= A. 

Auf der rechten Seite von (37,1) sind nun alle GréBen bekannt; wir be- 
stimmen also A, Y, daraus und setzen 


: 
¥,= ¥,&+0+4%+4(Y@)—W&-% +f a%as). 


Nun kennen wir wieder auf der rechten Seite von (37,2) alle GréBen: 
wir kénnen also nach demselben Verfahren Y, berechnen. So geht das 
fort: wir kénnen also die Funktionen Y,, Y,,--- tiber das Intervall s, 
so fortsetzen, daB die Differentialgleichung formal befriedigt wird und 
(y+), und (y+ 7), in &, stetig sind. 

Wihrend die Y, im Intervalle s, von v unabbingig sind, hiingen sie 
nach den Gleichungen (37) in s, im allgemeinen von v ab. Es gelten aber 
zwei Sdtze, die wir spiiter gebrauchen. Der erste lautet: jede Funktion Y, 
und jede Ableitung von Y, bleibt fiir alle — des Intervalles s, und fiir 
alle vy >, unter einer festen Schranke; der zweite: jede Gribe 

g 


f PALE (@>1) 


bleibt fiir alle »>», unter einer festen Grenze. Diese beiden Sitze gelten 
auch fiir das Intervall s,, wenn wir uns an das erinnern, was wir eben 
iiber das Verhalten der Funktionen Y, und ihrer Ableitungen in s, be- 
wiesen haben, und bedenken, daB sie dort von y iiberhaupt nicht abhiingen. 
Man zeigt den ersten Satz leicht durch vollstindige Induktion: die Be- 
hauptung ist richtig fir k= 0; lassen wir sie fiir k gelten, so gilt sie nach 
(37,k+1) auch fiir A, Y,,,, sie gilt fir die GréBe Y,, ,(& +0), weil sie 
fiir die Funktion Y,,, im s, gilt, sie gilt fir Y,'(€) und Y,/(§—0), und 
sie gilt fiir , 


fe Y,dé, 


weil 


‘ i 
Jomeat|Sflal-\K\-\db)<\%O|-fledt| B<0<t 
Sa 


ist und sie fiir Y,(@) und die von & und » nicht abhingige GréBe 
& 
J adé| 


gilt: sie gilt also fiir Y,,,; fiir jede Ableitung von Y,,, gilt sie aber 
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deshalb, weil sich eine solche linear zusammensetzt aus Y, und endlich 
vielen Ableitungen von Y, mit Koeffizienten, die von » nicht abhingen 
und fiir s, beschriinkt sind. Der erste Satz ist also bewiesen. Ganz ahnlich 
beweist man den zweiten: er gilt fiir k = 0; lassen wir ihn fir k gelten, 
dann ist in 


¥i,— i (xt? + @x)""*) 


das erste Glied iiber s, absolut integrabel; das zweite Glied ist es aber 
auch: es besteht namlich aus endlich vielen Summanden der Form 


Ca” Yo (r>0,s>0), 


und jedes Y,” liegt nach dem vorigen Satze fiir alle — des Intervalles s, 
und fiir alle vy >, unter einer endlichen Grenze, wihrend die a) von v 
nicht abhiingen und nach den gemachten Voraussetzungen tiber das Inter- 
vall s, absolut integrabel sind. Unsere beiden Siitze gelten also fiir s,; da 
sie andrerseits fiir s, gelten, so gelten sie auch fiir das Intervall s,+ s,. 

Wir kénnen von s, zu s, tibergehen, geradeso wie wir von s, zu 8, 
gekommen sind, kénnen dann von s, zu s, gehen und so fortfahren, bis 
wir bei s,, anlangen. Wir bemerken ausdriicklich, der Uhergang zu dem 
letzten, unendlich ausgedehnten Intervalle s,, macht keine Schwierigkeiten, 
unsere Schliisse gelten auch da ohne jede Anderung. 

Wir haben also nun die Funktionen Y,, Y,, --- fiir alle € definiert 
und haben bewiesen, daB jede dieser Funktionen und jede ihrer Ableitungen 
fiir alle — und alle »y >», absolut genommen unter einer festen Grenze 
bleiben, daB das Integral des Betrages jeder Ableitung, tiber die ganze 
&-Achse erstreckt, existiert und fiir alle y > unter einer festen Grenze 
bleibt, und daB endlich jede Funktion Y, und jede Ableitung von Y, 
mit alleiniger Ausnahme der Funktion Y, fiir lim § = + oo sich der Grenze 
Null nihert. 

Wir kommen nun zu dem Nachweis, daf die oben konstruierte Reihe 
y +9 zu derjenigen Lisung f unserer Differentialgleichung asymptotisch ist, 
die sich im Unendlichen wie 

e#(Ae*s + A e-t*8) 
verhdlt, Damit sind wir dann fertig, denn die Fille A—— und A=, 


2¢ 
entsprechen den Funktionen und y. 


Wir betrachten die Funktionen 


{i =- (y+ Dn =e" n,, 
f_(£4H)- ot (te + Ate) eurrevs Ta ot H's 4 ex- it Xn +H’Y, 


” v v), gtr 


27° 
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und suchen diese abzuschiitzen. Die Funktion 4, gentigt der inhomogenen 
Gleichung 
(39) t+ (+4) tg or Was 
wo abkiirzend gesetzt ist 
W, = ie Yi, — ie V i ay. 
Nun wissen wir von friiher her, die dieser Gleichung entsprechende homo- 
gene Gleichung 
F” + (v*¥+a)F =0 
hat an jeder Stelle &, zwei Lésungen 
F,= F(é,,§) ud F,— F(é,,&), 


die sich dort verhalten wie e'"* und e~‘’s. Mit Hilfe dieser Funktionen 
integrieren wir die Gleichung (39) vollstindig und +o 


-(6,-5 aif MPa) (Cr+ gn f MBA), 


Durch Differentiation Fu daraus 


n= (C,— ga f MF, at) F,+ (C,+ +zaf W, F, dt) F 
Wir haben also 
or(t — G94) = (G— aia f MPA) 


+ (0,4 sa 1 W,¥, dé) F, 
gE 


(0) @#(£-(¥4 4) )-(6,-- af F, at) (2 + **) 
sf WF (72 4 2 *2) 


4 rt Tet ye Tet Hn, 
yt 


yt 


Auf diese Weise sind jedem Intervalle zwei konjugiert komplexe Kon- 
stanten C, und C, zugeordnet. Um die linken Seiten der beiden letzten Glei- 
chungen abschiitzen zu kénnen, beweisen wir nun noch, daf fiir p = 1, 2,---,m 


\C,| =|, | = =. 0(v") 
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ist. Die Behauptung ist sicher richtig fiir p= 1; denn es ist 
C,= 0, =0. 
Machen wir nimlich in den letzten beiden Gleichungen den Grenztiber- 
gang lim § = oo, so erhalten wir unter Beriicksichtigung der bekannten 
Kigenschaften von F,, F,, F,', F,’, H, Y,, Y,, Yi, Yj: 
O=— lim (Cer + C,e-*), 


= i (iC, &”§ — iC, e~*”8), 
§=+0 
und indem wir die zweite Gleichung mit — i multiplizieren und die beiden 
Gleichungen addieren: 
0 = lim 20, é”8. 
E=+o 
Es ist also C,—C,—0. Weiter sei die Behauptung richtig fiir p; wir 
beweisen sie dann fiir p+ 1 mit Hilfe einer Rekursionsformel fiir die C, 
die wir folgendermaBen gewinnen. Wir denken uns jede Gleichung (40) 
hingeschrieben fiir den Fall p+ 1 und §=&,,—0O und fiir den Fall p 
&—£,,,+ 0, subtrahieren je zwei entsprechende Gleichungen voneinander 
und beachten, daB die linken Seiten der Gleichungen (40) in &,, stetig 
sind. Lésen wir die so entstehenden Gleichungen noch nach C,,, und 


o— P 
C41 auf, so erhalten wir die Formel 


En+a 


20, ,,e7sv+s _ (¢,— aa W, F,, dé) (F, — i= ize +iFf p41 *) 


Sp+1 
j J ad F; 
+ (6,+- vs f Wa F, at) (Fi + iF, A, =) 
Sp 
+idvniA., Yn am * + Gem terri A 2tEy, 


und eine zweite, die hieraus entsteht, dadurch da® wir jede GréBe durch 
die konjugiert komplexe ersetzen; dabei ist als Argument tiberall &,,, zu 
denken. Damit haben wir die gesuchte Rekursionsformel gefunden und 
kénnen nun unseren Beweis leicht fiihren. Wir wissen, daB es eine Zahl G 
gibt, so daB fiir alle € und fir alle v>», 

IMI-|l¥.1<¢, |\¥,I-|¥,1<6, |W'|<¢4 


ist, und daB ferner fiir alle v > v, 


+0 + 
Si Xin dt|=fi¥i,. dt) < G, 
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daB also fiir alle »> 
+00 
Siw, at|<26 
ist, und wir wissen weiter von friiher her (S. 404), daB fiir alle € und 
fir alle vy >, 
BR F; F; 
|F,| =|¥,| <2, —2| = |F1 53 
ist: wir haben also 
4 G G+G 
21,4115 2(IG| +559) (4 +47) +4 ae . 
In dieser Formel liegt der Beweis der Behauptung: ist 
1 
IC,| = 00%), 
so ist auch 
1 
10,441 — 00%). 
Und nun sehen wir auch leicht ein, daB die linken Seiten von (40) 
fiir das p* Intervall ~ o,(v®) sind. Mit Hilfe der eben benutzten Ab- 
v 
schitzungen finden wir namlich fiir sie 


l-™(f — yt9,) 1S 4(1G,14+ 7), 


on(E-E +B) | slat fio) (14 9 +22 


ght ? 





und die GréBen rechts sind ersichtlich k- o(v®), weil die GréBen | C,| = |C,| 
es sind. * 

Damit ist unser Satz tiber die gleichmiBige asymptotische Darstell- 
barkeit der Funktionen » und wy vollstindig bewiesen. 

Es sei also nun 


owe SI ( a, cos v& —b, sin v8), 
7) 
ower 4 ( ¢, cos ve —d, sin v6), 
1 dq@ E 


1 , ¢ ’ , 4 
7a* ef é k oI ((- b,+a,_,+ H’a,_,) cos v§ —(a,+0,_,+H’b,_,) sin vé) , 


w dé ae A(- d,+¢,; + H'¢,,) cos v§ — (¢,+d,_,+H'd,_,) sin vé) ° 
. ” 
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Daraus folgt 
” c a wy 2 Q 
Te = 0 **((p— 2) + (6+ 2) 


~ be | SP ((a,+4,—¢4_ ,-Te_ 1) cos vE 
(41) +(—b+o4+d_,+H'd,_ 2) sin) 


- bath tet Ha.) cos v& ; 
0 
+ (—4,—4,—4&_, —2b,_,) siny)| ; 
Nun ist wesentlich, dab 
a&=—1, b=q=—0, d——1 
ist: das gilt fiir das Intervall s,, es gilt aber auch fiir die folgenden 
Intervalle, wie die Formel (38) lehrt. Daraus folgt: in den geschweiften 
Klammern verschwindet das Glied . identisch. Der Ausdruck J*” beginnt 


also mit einem Gliede von der Ordnung 5 
Das ist ein wesentliches Ergebnis: es sagt aus, wenn man sich auf 


die Glieder mit 5 und 4 beschrinken kann, dann fiallt die Intensitaét der 


reflektierten Welle weg. Diese Beschriinkung ist nach unseren Formeln 
zulissig fiir hohe Frequenzen: wenn wir allerdings genauer nachsehen, 
wovon der Fehler abhiangig ist, den wir damit begehen, dann finden wir, 


es kommt nicht eigentlich auf die Kleinheit von =. an, sondern auf die 


der GréBe 
+00 
% 2 
~ = sf adé|. 


Diese GréBe kann klein sein, weil wv grof ist, sie kann aber auch deshalb 
klein sein, weil die Funktionen ¢ und w sich langsam aindern und infolge- 
dessen die GréBe a klein ist. Wir kénnen also wenig prizise, aber an- 
schaulich sagen: die Vernachliissigung der reflektierten Welle ist in unserem 
Medium erlaubt, wenn die Wellenlinge der betrachteten Strahlung im Ather 
klein ist gegen die Strecken, auf denen die Anderung von « und w merk- 
lich wird. 

Aus diesem Ergebnis heraus verstehen wir auch die in dem Straubel- 
schen Artikel zitierten, in der Einleitung erwiihnten Arbeiten: es sind im 
wesentlichen die beiden ersten Glieder einer Entwicklung der gesuchten 


GréBen nach : oder nach einem Parameter, der die Veriinderlichkeit von 
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é und w mit, und da kann es uns nicht wundern, wenn dabei die Energie 
der reflektierten Wellen wegfallt; sie wiirde eben erst in den spiiteren 
wieder zum Vorschein kommen. Interessant ist noch, daB in unserem spe- 
ziellen Falle diese Entwicklungen nicht honvergenten, sondern asymptotischen 
Charakter haben. 

Fiir das Intervall s, lift sich der Ausdruck (41) noch vereinfachen. 
In diesem Falle ist naémlich, wie man leicht durch vollstiindige Induktion 
nach weist, 

i(a,+ ib,) =¢,+ id, 

also 


G=—b, d=, 
und man erhilt nach einer leichten Umformung fiir die Intensitét der 
reflektierten Welle 


” c 2 1 , ’ , c E 1 - ss . 
J* 7 ‘16x? [Splat H a)| + 162? (50: a H;)} t 
Wenn « und uw keine Knickstellen aufweisen, also sich s, von + oo bis 
— oo erstreckt, dann gilt dieser Ausdruck fiir alle &. 


13. Konvergente Entwicklung von g und w fiir ein langsam 
veriinderliches Medium. 


Wir wollen nun den Fall des langsam veriinderlichen Mediums oder 
der hohen Frequenzen von einer anderen Seite her betrachten; bislang haben 
wir nimlich die letzte Eigenschaft in den Vordergrund gestellt, jetzt wollen 
wir uns an die erste halten. Wir denken also » fest und lassen die Funk- 
tionen « und w oder, was dasselbe ist, die Funktionen « und # von einem 
Parameter d abhingen und zwar so, daf sie fiir 6 = 0 unabhiingig von x 
werden. Der Fall kleiner 6 entspricht dann dem langsam verinderlichen 
Medium. Die am Anfange der Arbeit iiber @ und 8 gemachten Voraus- 
setzungen erweitern wir nun folgendermaBen (wieder legen wir keinen 
Wert auf méglichste Einschrinkung der Voraussetzungen). « und # seien 
in der Umgebung von 6 = 0 analytisch: 


(42) «=—a,+ da,+ 0a,+--- % = const. , 
B = By + 9B, + 678, + --- By = const. ; 


beide Reihen seien zweimal nach « gliedweise differentiierbar (Striche be- 
deuten im folgenden Ableitungen nach z): 


a = da,’ + d®a,'+--- 
’ = OB.’ + 828.’ +... 
(43) fi rife «% ? 
a = da,'+ 0°a,"+---, 
B’— 3p," + op," + -- 
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Die GréBen «a, B,, a,”, B,” sollen fiir lim z= oo gleichm&Big in bezug 
auf k gegen Null streben und von 1 = — oo bis x = + oo absolut inte- 
grabel sein; auBerdem sollen die Reihen: 


oo +00 Cs +o 
Da f\alaz, af |By | ax, 


k 
(44) —7 0 — 0 


oo 7 


Sell a da, so fia dx 
0 — «© 0 —o 


fiir eine Umgebung von d = 0 konvergieren. Ferner setzen wir noch die 
GleichmaBigkeit der Konvergenz der Reihen (42) und (43) in bezug auf x 
in der folgenden Form voraus: sie sollen eine von x unabhiingige Majo- 
rante der Form 


(45) Mu D(z) 


besitzen. Man beweist leicht, daB unter diesen Voraussetzungen auch die 
Reihe 


1 
(46) y= Dt dy, = (1— mat pt) * 
0 


eine solche Majorante hat. Wir wiblen M so grofh und A so klein, dab 
die Majorante (45) fiir alle Reihen (42), (43), (44) und (46) ausreicht. 
Wer werden nun die Lisungen ® und ¥ der Differentialgleichung 


(47) ae +(v+a)F=0, 


die sich bei § = + oo verhalten wie cosv— und sinv£, nach Potenzen 
von 6 entwickeln und dabei aihnlich vorgehen wie friiher bei der Unter- 
suchung von ® und Y im Unendlichen. Die Dinge liegen hier aber etwas 
komplizierter, wir miissen also von vorn anfangen, fassen uns aber natiir- 
lich méglichst kurz. Wir schreiben die obige Differentialgleichung zu- 


niachst so 
dz 


ae + (v°+ A 5p) F=0; 
dabei ist abkiirzend gesetzt: 
A= cy (a" aB*y? + 2B" B(y?—2) + «'9B*(By*— 37") + «af B(6y*—4) 
+ atB*(8y+ p*— 6). 
Wir kénnen schreiben: . 
(48) A=06A,+ #A,+--- 











426 W. Besrens. 


und ohne Schwierigkeit eine von x unabhingige Majorante der Form (45) 
dieser Reihe angeben. Ebenso zeigt man leicht, dab 


+e 
fiAdaz 
existiert und die Reihe 
co +o 
(49) D> a [| A, | de 
0 =) 


konvergiert. Wieder denken wir uns von vornherein M so groB und A 
so klein gewahlt, daB die Majorante (45) auch fiir die Reihen (48) und (49) 
ausreicht. 

Wir setzen nun 


F,=cosv& oder F,=sin v& 
und definieren die Funktionen F,, F,,--- durch folgende Rekursionsformel, 
deren Ursprung leicht ersichtlich ist: 


1 A ' 
F,= —- (e-#8 fert(A, Fy + A,_,F,++:-+4,F,_,)de 
+0 


— er fe (A Fit Ay Fyt-3°+ A,F,_;) 42). 
+o 


Man zeigt durch vollstiindige Induktion leicht, da® diese Definition zu- 
lissig ist. Ferner zeigt man ebenso 


(+5 
Man hat weiter 


dF, 1 ty - » 4 nl 
dg -a(-¢ fe °(A, Fy + 4,1 F, +--+: + 4,F,_,) da 
— ort feri(A Fy + A,_,Fi+-+++ A,F,_,)dz), 
+o 


+= P 
Eri} - 


/ 


also wegen (50) 


aF, 
dé 





Endlich ist 


2 ‘ d 
oe > °F ,— (A, Fy + A,_,F,+ cond A, F,_;) it 


-—("F+A a P),. 
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Hieraus folgt nun ahnlich wie in dem friiheren Falle, daB fir eine Um- 
gebung von d= 0 die Reihen 


Feo der, rem Doth Fe - ye ae 


gleichmaBig fiir alle reellen z konvergieren, die Funktion F' zweimal diffe- 

rentiierbar und 
dF ar 

— ag? P= dé? 

ist. Und damit ist dann ohne weiteres gezeigt, daB fiir eine Umgebung 

von =O die Funktion F der Differentialgleichung (47) geniigt und die 

Funktionen ® oder Y darstellt, je nachdem F, gleich cos v— oder sin v— 

gewihlt war. Es gelten nun iiber die Intensitdt der reflektierten Welle genau 

dieselben Bemerkungen wie in dem vorigen Falle: sie verschwindet mit 3°. 


F* 


14. Zwei Beispiele. 


Zum SchluB wollen wir zwei spezielle Fille von geschichteten Medien 
anfiihren, in denen sich bei beliebigem v die Funktionen m und wy durch 
Besselsche Funktionen ausdriicken lassen. Allerdings niitzt uns diese Zuriick- 
fiihrung nicht sehr viel, weil die Theorie der Besselschen Funktionen fiir 
die Fragestellungen, die uns interessieren, nicht ausgebildet ist. Niitzlich 
ist die Zuriickfiihrung im wesentlichen nur fiir kleine und grobe Werte 
von v: im ersten Falle liefern die Potenzreihen, im zweiten die asympto- 
tischen Darstellungen der Besselschen Funktionen von P. Debye*) brauch- 
bare Anniherungen; aber das interessiert uns hier weniger, denn wir haben 
im vorigen allgemeine und bequemere Methoden zur Behandlung dieser 
Fille entwickelt. 

Der erste Fall ist 


b 
a - >’ = PL 
wo «+ $6 =—— 2 ist. Diese Funktionen ¢ und uw geniigen nicht fiir alle z 
den Bedingungen, die wir gestellt haben, wir nehmen also an, daB sie nur 
fiir gewisse Intervalle gelten und daB daran Medien mit anderen elektro- 
magnetischen Funktionen grenzen. 
In diesem Falle lautet die Differentialgleichung fiir g und y: 


f 22 48 (45 —m*)¢=0. 


\z 


dx* «dar 


*) P. Debye, Niherungsformeln fiir die Zylinderfunktionen fiir groBe Werte des 
Arguments und unbeschriinkt veriinderliche Werte des Index. Math. Ann. 67 (1909), 
8. 535—558. 
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Fihren wir als unabhingige Veriinderliche 


-? 
“= t-—MzZ 
c 


ein und setzen wir 
l+e 


f=2z* F, 
dann erhalten wir fir F die Differentialgleichung 


f (ty'- Fon 
a’F 1 dF 2 e 7 


Das ist aber die Differentialgleichung der Besselschen Funktion fir den 
1 


Index (+ *ab)?. Wir haben also Besselsche Funktionen mit rein 


imaginirem Argument und mit reellem oder rein imaginirem Index vor uns. 
Der zweite Fall, der auf Besselsche Funktionen fihrt, ist 
e=ae*, n= be. 
Die Differentialgleichung fiir g und wy lautet 
oS — ast a (ab e+)" — m*) f = 0. 
Wir fahren als unabhingige Veriinderliche ein 


a +3 


2y 
U= ai pVare 2 
und setzen 
LP 
f=—e* F; 


dann erhalten wir fiir F die Differentialgleichung 


@F,14dF ( ( ‘at a 
ce c* (a $ 
Gite a tli- tts +8) pio, 
In diesem Falle werden wir also auf Besselsche Funktionen mit reellem 
citn a matats  ah0 Argument und reellem Index gefiihrt. In 

8° asd) zy beiden Fillen sind die Indizes nicht etwa 
f=—1 f=eemm  #=¢°  ganzzahlig, sondern andern sich stetig mit 
v bzw. m und »v. 

Die letzten Formeln enthalten ein ein- 
faches Beispiel dafiir, da die Intensitét der 
reflektierten Welle nicht etwa stets monoton 
zunimmt. Wir haben diese Méglichkeit 
schon friiher behauptet und wollen sie nun 


util uw=1 u=1 


~~ 


| 


booecce 


ee ee ee 


Debit: ten’ beweisen. Das Beispiel ist durch neben- 
Fig. 3. stehende Figur gegeben. 
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Das Argument der in Betracht kommenden Besselschen Funktionen 


ist in diesem Falle w= e° asabie? der Index m. Nun reduzieren sich aber 


die Besselschen Funktionen, deren Index ein ungerades Vielfaches von = 


ist, auf Kreisfunktionen: wir wahlen also m = . , lassen also den Strahl 
unter dem Winkel = einfallen. 
Fiir «> 0 ist dann 


v a 1 dg . 9 1 
g = cos uy V1— 4242, 7a = ty Vi gust, 


a  o- 1 dy v V 1 
v= sin V1—ji52, > dg COTM 1— 7,37: 
Daran setzen sich fir —d<2<0 stetig 
JY,’— YJ,’ 1 dg 1 PY, — FS’ 





el JX —YS? v de bs J, Y,’— ¥,J,”? 
4u? 
V3 4 
ina V3 4 : a 4 Y, k. é9 — = 4u,* Y'JI,—J Y, 
4u,? Y,'J,—J,' Y,’ vy dé Vi eee 
~~ 4ut 


Dabei haben alle Besselschen Funktionen den Index ; und das Argument 


u, oder u, je nachdem der Index Null hinzugesetzt ist oder nicht. 
Nun ist 


J, (u)= (2,) sin u, 


Y, («u)=— (2)' cos u. 
Wir haben also } 
1 ; 
9 = (**) 4 ( cos(u—uy) + ta sin (u— ty) , 
nn (*0)* Vi- _ sin(u—u) , 


- t ‘ot (“)* . (ss —;) cos (U—uy) — (1 + ia) sin (u—u)), 
V3 1 0 0 


cos (U—uy) — a sin (u— u»)) ‘ 
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Mit Hilfe dieser Ausdrticke erhalten wir durch einfache Rechnung 


1 \ 
bs 2(e— 
(7 Fai ak -yi cat : V3 — ( “) ) P 
) ~ oe? —_ ~~ 4uP - 
Wir nehmen noch einen bestimmten Parameterwert, etwa u,= 10, an: 
dann hat die Funktion J*” folgenden Verlauf: 


Jt" an ce 





Sie nimmt also nicht etwa (wenn man sich die z-Achse in der Richtung 
des reflektierten Strahles, also von rechts nach links durchlaufen denkt) 
monoton zu, sondern ist oszillatorisch. 
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Zum Problem der inneren Reibung in der kinetischen Theorie. 


Von 


S. Boausiaws«r in Moskau. 


Bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen eines Gases verfahrt 
die kinetische Gastheorie nach einer Methode der sukzessiven Niaherung. 
Saimtliche Gleichungen werden nach der freien Weglinge 4 entwickelt 
und die Glieder dieser Entwicklung der Reihe nach betrachtet. Die innere 
Reibung ebenso wie die Wirmeleitung kommen in der zweiten Naiherung 
zur Geltung, da sowohl die Reibungskonstante, wie die Wirmeleitfahigkeit 
eines Gases proportional 4 sind. Die Idee dieser Entwicklung liegt schon 
den Ausfiihrungen von H. A. Lorentz zugrunde.*) Mit voller Klarheit und 
Konsequenz wird sie zum leitenden Prinzip der Theorie bei D. Hilbert.**) 

Will man irgend ein Problem lésen, wo die innere Reibung eine Rolle 
spielt, so gibt also die Gastheorie daftir die folgende Vorschrift. Man hat 
zuerst in den Gleichungen 4 = zu setzen, d. h. von der Reibung abzu- 
sehen, und so die erste Naherung zu berechnen. Die gefundene Lésung hat 
man in die mit 4 multiplizierten Glieder einzusetzen und die Gleichungen 
wieder zu lésen. 

Wir werden durch ein denkbar einfachstes Beispiel diese Methode 
illustrieren. 

Es schwinge ein Gas longitudinal in einer Réhre’ von der Lange z, 
deren beide Enden geschlossen seien. An den Winden der Réhre soll das 
Gas ohne Widerstand gleiten kénnen. Die Amplitude der Schwingung 
sei so klein, daB die quadratischen Glieder vernachlissigt werden kénnen. 
Sei 9 + A die Dichte, wo 9 die Anfangsdichte bedeutet und A <g ist, 
u die Geschwindigkeit des Gases, c die Schallgeschwindigkeit, u die Reibungs- 
konstante. Die Bewegungsgleichungen lauten dann 


*) H. A. Lorentz, Abhandlungen iiber theoretische Physik I, S. 72. 

“*) D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei- 
chungen, S. 267. Ausfiihrlicher entwickelt in einer in Gidttingen im Wintersemester 
1911/12 gehaltenen Vorlesung. 
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oS +o Ae 0, 
(1) 
oe +0 SM = 0; 
4, 0? uy 
(2) ec +o —2n 5-9, 
ate 5 2 70. 


Die Gleichungen (1) entsprechen der ersten, die Gleichungen (2) der zweiten 
Approximation. 

Die Anfangs- und Grenzbedingungen sind fiir beide Approximationen 
die némlichen, und zwar sollen folgende Bedingungen angenommen werden: 


U,_9 = sin Z, 
(3) _ 0 = 0, 
o= 0. 
DaB wir fiir die siedihiaieaceetio in beiden Naherungen denselben 
Wert zu setzen haben, folgt daraus, daB der EinfluB der Reibung hier von 
der zweiten Ordnung in w und somit auch in 4 ist, und folglich bei diesen 
Niaherungen noch nicht in Betracht kommt. 


Die Lésung der Gleichungen (1), welche den Anfangsbedingungen (3) 
entspricht, lautet offenbar: 


Uy= cosctsinz, 


(4) e 


4, = — > sin et cos 2. 


Setzt man nun diese Werte in (2) ein, so erhilt man das inhomogene 
Gleichungssystem 


@ om +294 + Qu cos ct sine = 0, 


n +¢ “ —0, 
und dieses mit den Bedingungen (3) ergibt als Lésung: 
u, = (1 — =F) cos ct sin z, 


(5) 


4,=- £(1 _ *) sin ct cos 2. 


Wir bekommen somit eine Schwingung, deren Amplitude linear mit 
der Zeit abnimmt und schlieBlich negativ unendlich wird. Dieses Resultat 
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widerspricht dem Energieprinzip und es muB an der Methode etwas un- 
richtig sein. 

Es ist nun leicht einzusehen, wie die bisherigen Betrachtungen ab- 
geaindert oder vielmehr ergiinzt werden miissen, um den tatsichlichen Ver- 
haltnissen angepaBt zu werden. 

Die Anwendbarkeit der Methode der sukzessiven Naherung setzt offen- 
bar voraus, daB die reibungslose Bewegung als eine Naherung der wirk- 
lichen Bewegung aufgefaBt werden kann. Nun ist dies natiirlich nicht immer 
méglich. In dem betrachteten Spezialfall aindert sich die Amplitude der 
reibungslosen Bewegung mit der Zeit gar nicht, wahrend die tatsichliche 
Bewegung, wie wir wissen, gedimpft ist, so daB fir groBe Zeiten die 
Amplitude unendlich klein wird. Erstere kann also keineswegs fiir beliebig 
groBe Zeitintervalle als eine erste Naherung aufgefaBt werden. 

Aber angenommen, wir wiiBten nichts von der tatsichlichen Bewegung, 
wir miissen offenbar fordern, daB die gefundenen Lésungen (4) und (5) 
nur wenig voneinander verschieden seien. Wir kommen somit zum SchluB, 
daB in diesem Falle die Methode nur anwendbar ist, solange 


2ut 

(6) . <1, t<s 
ist. Nur auf so kleine Zeitintervalle, wo diese Bedingung erfiillt ist, darf 
man die Methode anwenden. Dieses Zeitintervall ist aber auBerordentlich 
klein, so daB die Lisung in dieser Form fiir praktische Zwecke nicht 
brauchbar ist. 

Man siehi aber sofort, welcher Erginzung die bisherige Methode be- 
darf, damit sie auf beliebig grofe Zeitintervalle anwendbar wird. 

Hat man es mit einem groBen Zeitintervall zu tun, so hat man dieses 
Intervall in Teile zu zerlegen, deren jeder einzelne der Bedingung (6) 
geniigt. Fiir jeden Teil fiir sich sind die erste und zweite Naherung 
nacheinander zu berechnen. Wesentlich ist dabei, daB in jedem Intervall 
beide Niherungen mit denselben Anfangsbedingungen aufgestellt werden. 
Hat man fiir das mn Intervall u,, 4, und nachher u,, A, berechnet, so 
liefern u, und A, fiir das Ende dieses Intervalls genommen die Anfangs- 
bedingungen fiir das » + 1” Intervall. 

Wir wollen dieses Verfahren auf unser Beispiel anwenden. Zur Be- 
rechnung des Zustandes zur Zeit ¢ teilen wir die Zeit zwischen 0 und ¢ 
in m gleiche Intervalle von der GréBe tr. Es sei also 


(7) nt = t. 


Fiir die Zeit zwischen 0 und r liefern (4) und (5) die Lésungen der 
ersten und zweiten Niherung. Aus (5) finden wir fir t= +r 
28* 
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2 ‘ 
uu, = 1 — ~**) coser sinz, 
: e 


(8) 


2 
,=-t(1- e ") sim er cosa. 
e @ 


Dies sind die Anfangsbedingungen fiir das zweite Intervall. Auf dieses 
wenden wir wiederum das Niherungsverfahren an. Es lautet in diesem 
Intervall die erste Approximation 


cp Es 2ut ; 
Uy = (1 **) cos ct sin «, 
4,=- £ (1 — *e) sin ct cos 2, 
und fiir die zweite Approximation ergeben sich die Differentialgleichungen 


9 Fe 4 Oh 4 On (1 — =£*) cos et sins = 0, 


oe +e rs = 0. 
Die den Anfangsbedingungen (8) ciel Lésung dieser Gleichungen ist 
“= (1 _ =e*) (1— = ) cos ct sin 2, 
. --+*(1 — =) (1 — t=") sin ct cos x. 


Fiir das Ende des zweiten Intervalls hat man 
_ 2ur 2 P ; 
uy (1 - ) cos 2cr sing, 
4,-—2(1- 3 “*) ‘sin 2et cos x. 


Fahrt man auf diese Weise fort, so erhilt man am Ende des n”®* 
Intervalls 


2ur\" ‘ 
“= (1 _- ; ) COS NCT Sin 2, 

2u 
4,-—£(1- *)'sin ner cos 2. 


Setzt man hier gemaB (7) tr = : und laBt » groB werden, so hat man 
die bekannte Lisung 


“= e ¢ cosctsin 2, 
Qut 


A,=—%e ¢ sin ct cos x. ‘ 


Diese Lisung geniigt den Gleichungen der klassischen Hydrodynamik, 
welche lauten 
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ou 2 OA Ou 

Qa, +e — 2p = 0, 
(9) ot Ox * ons 
ei 7 +0 5e-0. 


Jetzt wollen wir allgemeiner beweisen, was wir an dem speziellen 
Beispiel erkannt haben. 

Hat man die Zeit in Intervalle eingeteilt und so stiickweise die Lésung 
in zweiter Niherung ermittelt, und laBt man jetzt die Intervalle unendlich 
klein werden, so erhilt man eine Lésung, welche den Differentialglei- 
chungen (9) geniigt, wie auch die Anfangs- und Grenzbedingungen lauten 
mogen. 

Um das zu beweisen, beachten wir zunichst, daB die Differenzen 
u, —u, und A, — A, den Differentialgleichungen 


C(u;,—%) , 3 AO,—A,) 9, Ou 
‘10 re tee 24 58 ~ 9 
(10) A(By— bo) 4 5 E(t — ty) 0, 
ot ’ 0x 
und den Anfangsbedingungen 
u,— uy =O, 
(11) Naan 
: 4,-—4,=9 


zu Anfang eines jeden Intervalls gentigen. Entwickelt man u, — “4, nach 
Potenzen der Zeit und nimmt die Intervalle so klein, dab man mit dem 
ersten Gliede der Entwicklung abbrechen darf, so folgt aus (10) und (11) 
fiir das » + 1 Intervall 
2m (O%u, 

(12) U, — Uy = = (jat)_» ¢—m2). 
Geniigen nun « und A den Differentialgleichungen (9), so hat man fiir 
die Differenzen u — u, und A—A, die Gleichungen: 

9 2—%) 4 os itt) =~ fe=) — Qu ba Ne at 

0(4—A,) 
ct 


(13) 


+0 oe) i 


Wir haben zu beweisen, daB u —u, mit abnehmendem + gegen Null 
konvergiert. 


Wir betrachten die Gleichungen (13) fiir samtliche Intervalle der 
Reihe nach. 


Im ersten Intervalle gelten die Anfangsbedingungen: 
(u— 4; ) x0 = 9, 
(A— 4,);<0 _ 0. 
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Wir setzen in die erste der Gleichungen (13) den Wert von u, — u, aus 
(12) (mit »=0) und finden, daB die Potenzentwicklung fiir u —u, mit 
dem Gliede anfingt: 


P 4u* /0*u, t? 
(14) t—-t, = ru (Get) _ . 


Gehen wir nun zum zweiten Intervall iiber, so folgt aus (14) als 


Anfangsbedingung fiir dieses Intervall: 


2u* (O*u 
(u—%),..= e? (set) _* 


und als Lésung von (13), die dieser Anfangsbedingung geniigt: 


uy" (%8) 84 (28) G2], 


=f 





Fabrt man so fort, so hat man am Schlu8 des n*" Intervalls 


2,2 pak 4 
2Qyu*r O*u, 
tite ee > (se) 


k=0 t=kz 
Die absoluten Betriige von liegen simtlich unterhalb einer ge- 
wissen oberen Grenze, die wir M nennen wollen. Dann ist 


2u*r*nM 
Jw — 4] < en, 
e 
Fiir rt ist hier wieder 4 zu setzen und so erhalt man 


2u*t?M 


ju — |< ne 


Mit wachsendem » konvergiert dieser Ausdruck gegen Null. Damit ist 
bewiesen, daB die aus einzelnen Stiicken aufgebaute Funktion u, mit 
wachsender Anzahl der Teilintervalle gegen die Funktion u konvergiert, 
welche den klassischen Differentialgleichungen (13) geniigt. Dasselbe gilt 
natiirlich auch fiir die Dichten A, und A. 

Die kinetische Gastheorie fiihrt somit nicht zu einer neuen Form 
von Differentialgleichungen, sondern zu einer neuen Begriindung der 
tiblichen Gleichungen. 

Aber sie leistet zugleich noch mehr. Sie gestattet die Lisung ein- 
deutig festzulegen, wiihrend das bei den gewdhnlichen Gleichungen mit 
den iiblichen Anfangs- und Grenzbedingungen nicht immer der Fall ist. 
Diese Unbestimmtheit wird dadurch bedingt, daB die Bewegungsgleichung 
die sweite Ableitung der gesuchten Geschwindigkeit nach der Koordinate 
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enthilt. (Bei unserem speziellen Problem kommt diese Unbestimmtheit 
nicht zur Geltung.) Demgegentiber hat man bei der Methode der sukzes- 
siven Approximation stets mit Gleichungen erster Ordnung zu tun. Diesen 
Vorteil hat Herr Prof. Hilbert in seiner Vorlesung tiber Gastheorie her- 
vorgehoben. 

Mutatis mutandis gilt alles gesagte auch fiir das Problem der Wiarme- 
leitung in Gasen. Auch hier diirfen die Gleichungen der kinetischen Theorie 
nur auf kleine Zeitintervalle angewandt werden. 


Géttingen, 4. September 1914. 
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Uber das Problem der Wohlordnung. 


Von 


F. Harrocs in Miinchen. 


Im folgenden gebe ich fiir den Satz, daB jede Menge wohlgeordnet 
werden kann, einen Beweis, der sich von den beiden Zermeloschen Be- 
weisen (Math. Ann. Bd. 59, 8S. 514 und Bd. 65, 8. 107) dadurch unter- 
scheidet, daB das sogenannte Auswahlprinzip bei ihm nicht zur Anwendung 
kommt, dafiir jedoch eine Primisse anderer Art benutzt wird, nimlich die 
Annahme der ,,Vergleichbarkeit der Mengen“ (nach welcher unter zwei 
gegebenen unendlichen Mengen sich stets mindestens eine befinden mub, 
welche einer Teilmenge der anderen fquivalent ist).*) Hiernach kann also 
der Wohlordnungssatz als eine Folgerung aus der Vergleichbarkeit der 
Mengen aufgefaBt werden. Beriicksichtigt man nun andererseits den Um- 
stand, daB umgekehrt die Vergleichbarkeit der Mengen eine unmittelbare 
Folge aus dem Wohlordnungssatze ist, sowie ferner, dab, wie die Zermelo- 
schen Beweise zeigen, der Wohlordnungssatz mit dem Auswahlprinzip 
gleichwertig ist, so ergibt sich schlieBlich, daB alle drei Prinzipe, nimlich 
erstens das Auswahlprinzip, zweitens die Vergleichbarkeit der Mengen, 
drittens die Wohlordnungsfihigkeit der Mengen, als gleichwertig betrachtet 
werden miissen, in dem Sinne, daB jedes der drei Prinzipe die Giltigkeit 
der beiden anderen nach sich zieht. 

Wird von den drei genannten Prinzipen keines vorausgesetzt, so liefern 
die folgenden Betrachtungen immer noch einen Nachweis fiir den Satz, 
daB es keine Menge geben kann, deren Michtigkeit gréBer ist als die 
Michtigkeit jeder beliebigen wohlgeordneten Menge. **) 

Als Grundlage fiir die folgenden Ausfiihrungen habe ich die von Herrn 
Zermelo in seiner Abhandlung ,,Untersuchungen tiber die Grundlagen der 


*) Diese Annahme wird iibrigens beim nachfolgenden Beweise nur fir den Fall 
angewandt, daB von den beiden gegebenen Mengen die eine wohlgeordnet ist. 

**) Dieser Satz ist meines Wissens ohne Anwendung des Auswahlprinzips bisher 
noch nicht streng bewiesen worden. 








| 
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Mengenlehre I“ (Math. Ann. Bd. 65, S. 261) aufgestellten Axiome gewiahlt, 
wobei das das Auswahlprinzip enthaltende Axiom VI natiirlich fortgelassen 
werden muBte. Die Aufgabe, alle im Beweise vorkommenden Begriffe und 
Satze auf ihre Unabhiugigkeit vom Auswahiprinzip zu priifen, wird dabei 
allerdings durch den Umstand etwas erschwert, daB die von Zermelo ge- 
gebene axiomatische Durcharbeitung der Mengenlehre sich noch nicht auf die 
Lehre von den geordneten und den wohlgeordneten Mengen erstreckt.*) Ich 
habe aus diesem Grunde den Beweis, wenn auch zum Teil auf Kosten der 
Kiirze**), so gestaltet, daB méglichst wenig Begriffe und Siitze vorkommen, 
welche jenen Teilen der Mengenlehre angehéren. Siimtliche auf die Mengen- 
lehre beziiglichen Begriffe und Siitze, welche beim Beweise benutzt werden, 
habe ich, um die Priifung auf ihre Unabhiingigkeit vom Auswahlprinzip 
zu erleichtern, tiberdies in einem besonderen Verzeichnis zusammengestellt, 
das ich hier zunichst folgen lasse. 


Begriffe: a) Element und Menge, Aquivalenz zweier Mengen, gréBere 
und kleinere Michtigkeit.***) 


b) Geordnete Menge, Ahnlichkeit zweier geordneter Mengen, wohlge- 
ordnete Menge, Abschnitt einer wohlgeordneten Menge. 

Sitze: 

1. Sind zwei geordnete Mengen einer dritten dhnlich, so sind sie auch 
untereinander dhnlich. (Cantor, Math. Ann. 46, 8. 497.) 

2. Jede Teilmenge einer wohlgeordneten Menge ist selbst eine wohlge- 
ordnete Menge. (Cantor, Math. Ann. 49, S. 209, Satz C.) 

3. Jede einer wohlgeordneten Menge dhnliche Menge ist gleichfalls eine 
wohlgeordnete Menge. (Ebenda, Satz D.) 

4. Gilt fiir jedes Element einer geordneten Menge L, daB die ihm voran- 
gehenden Elemente eine wohlgeordnete Menge bilden, so ist L selbst wohl- 
geordnet.*+ ) 


5. Eine wohlgeordnete Menge ist keinem ihrer Abschnitte dhnlich. 
(Ebenda, S. 211, Satz B.) 


*) Uber die Definition der geordneten und der wohlgeordneten Menge im Rahmen 
der Zermeloschen Theorie siehe den Anhang zu dieser Arbeit. 
**) Z. B. hiitten sich durch Anwendung des Begriffs und der Eigenschaften der 
Ordnungszahl gewisse Vereinfachungen erzielen lassen. 
***) Bei den unter a) aufgefiihrten Begriffen kann die Unabhiingigkeit vom Aus- 
wahlaxiom unmittelbar aus den Zermeloschen ,,Grundlagen‘* entnommen werden. 
+) Beweis: Sei L, eine beliebige Teilmege von L, a ein beliebiges Element von 
I,. Ist dann a nicht selbst schon das erste Element von L,, so betrachte man die 
dem a vorangehenden Elemente von L,; die aus ihnen bestehende Menge ist wohlge- 
ordnet (als Teilmenge derjenigen wohlgeordneten Menge, die aus simtlichen dem a 
vorangehenden Elemente von L gebildet ist); ihr erstes Element ist aber zugleich das 
erste Element von L,. 
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6. Zwei wohlgeordnete Mengen sind entweder einander dilmlich oder eine 
von ihnen ist einem Abschnitte der anderen dhnlich. (Ebenda, 8. 215, Satz N.) 

Endlich wird noch von folgendem auf den Mengenbegriff selbst be- 
ziiglichen Ausspruch Gebrauch gemacht werden.*) 

7. Jeder Menge M entspricht eine Menge M°, welche als Elemente 
alle geordneten Mengen enthdlt, deren Elemente mit denen von M identisch 
sind.**) 

Als unmittelbare Folgerung hieraus ergibt sich, indem man den Aus- 
spruch auf alle Untermengen einer gegebenen Menge M anwendet und 
die Zermeloschen Axiome IV (Axiom der Potenzmenge) und V (Axiom 
der Vereinigung) benutzt: : 

Ta. Jeder Menge M entspricht eine Menge M,, welche als Elemente 
alle geordneten Mengen enthdlt, deren Elemente zugleich Elemente von M sind. 

Diejenigen Elemente von M,, welche wohlgeordnete Mengen sind, 
bilden gemiB Axiom III (Axiom der Aussonderung) eine Teilmenge ©, 
von M,, also ebenfalls eine Menge. So ergibt sich die Aussage in der- 
jenigen engeren Fassung, in der sie nachher benutzt werden wird: 

Tb. Jeder Menge M entspricht eine Menge M,,, welche als Elemente 
alle wohlgeordneten Mengen enthilt, deren Elemente szugleich Elemente von 
M sind. 

Dabei ist selbstverstindlich M,, von Null verschieden, sofern nur M 
es ist. 


Nach diesen Vorbemerkungen werde zum eigentlichen Beweise iiber- 
gegangen. 

Gegeben sei eine beliebige, endliche oder unendliche, von Null ver- 
schiedene Menge M. Wir betrachten, wie oben, alle méglichen wohlge- 
ordneten Mengen G, H, - - -, deren Elemente zugleich Elemente von M sind; 
zu ihnen rechnen wir auch die ,,Nullmenge“ (welche gar kein Element 
enthalt). Nach den vorausgeschickten Bemerkungen (Satz 7b) existiert 
eine (von Null verschiedene) Menge N, deren Elemente die samtlichen 
wohlgeordneten Mengen G, H,--- und nur diese sind. 

Da von jeder der Mengen G, H,--- feststeht, ob sie ahnlich G ist 
oder nicht, so bilden die zu G ahnlichen nach dem Axiom III (Axiom der 
Aussonderung) eine Untermenge g von N, ebenso die zu H ihnlichen eine 


*) Uber den Beweis desselben sowie der folgenden Siitze 7a und 7b innerhalb 
der Zermeloschen Theorie siehe den Anhang zu dieser Arbeit. 

**) Hierin ist keineswegs die Behauptung enthalten, daB es solche geordneten 
Mengen stets geben miisse, d. h. daB® jede beliebige Menge M sich ordnen lasse; 
vielmehr bedeutet, wenn M sich nicht ordnen lassen sollte, M° einfach die Null- 


menge. 
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Untermenge / usf. Die so entstehenden Untermengen g,h,--- von N 
mégen im folgenden der Bequemlichkeit wegen als ,,Klassen“ bezeichnet 
werden. Eine dieser Klassen besteht nur aus der Nullmenge und heibe 
die Nullklasse. Aus dem Satze 1 folgt sofort, dab zwei Klassen, welche 
ein Element gemein haben, miteinander identisch sind. Jedes Element 
von N (d. h. jede der wohlgeordneten Mengen G, H, ---) gehdrt infolge- 
dessen einer und nur einer Klasse an. 

Wir betrachten nun diejenige Menge L, deren Elemente die simt- 
lichen voneinander verschiedenen Klassen sind. Dieselbe existiert auf Grund 
der Axiome IV (Axiom der Potenzmenge) und III (Axiom der Aussonderung) 
als Untermenge der Potenzmenge U(N) von N, da von jeder Untermenge 
von N feststeht, ob sie eine Klasse ist oder nicht. 

Sind g und h zwei voneinander verschiedene Klassen, G ein Element 
von g, H ein Element von h, so kénnen die wohlgeordneten Mengen G 
und H einander nicht ahnlich sein; es ist also entweder G einem Abschnitt 
von H ahnlich (G < H) oder H einem Abschnitt von G (H< G). Ist 
z. B. G < H, so ist auch G’ < H’, wo G’ ein beliebiges Element von g, 
H’ ein beliebiges Element von h bedeutet. Entweder gilt also fiir jedes 
Paar G’, H von Elementen der Klassen g und h, daB G’< H’, oder aber 
es gilt fiir jedes Paar, dab H’< G’. Im ersteren Falle schreiben wir kurz 
g <h, im letzteren h <Q. 

Sind g, h, i drei verschiedene Klassen und ist g<h, h <i, so gilt 
offenbar auch g <i. Es ist also auf diese Weise zwischen den Elementen 
der Menge ZL eine widerspruchslose Rangordnung hergestellt worden. Wir 
zeigen jetzt, daB die so geordnete Menge Z auch wohlgeordnet ist. 

Sei g ein beliebiges Element von L, G irgend eine der Klasse g an- 
gehérende wohlgeordnete Menge. Ist alsdann g, irgend ein dem g voran- 
gehendes Element von L (g,<g) und G, ein Element von gy, so ist G, 
einem Abschnitt A von G ahnlich*); A ist aber dann ebenfalls ein Ele- 
ment von g. Unter den Elementen der Klasse gy, befindet sich also ein 
gewisser Abschnitt A von G, und zwar nur ein solcher, da die Elemente 
von gy lauter einander iihnliche Mengen sind. Umgekehrt ist jeder Ab- 
schnitt von G Element einer gewissen Klasse <g, und zwar nur einer 
solchen. Die Klassen, welche <g sind, und die Abschnitte von G sind 
einander also ein-eindeutig zugeordnet und zwar unter Aufrechterhaltung 
des Ranges. Mithin bilden nach Satz 3 die Klassen, welche <g sind 
(d. h. die dem Element g vorangehenden Elemente von L), eine wohlgeord- 
nete Menge; da aber g ein beliebiges Element von ZL war, so ist nach 


*) Auch zum ersten Element einer wohlgeordneten Menge gehdrt, wie hier und 
im folgenden angenommen wird, ein Abschnitt, niimlich die Nullmenge. 
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Satz 4 L selbst wohlgeordnet. (Das Anfangselement von LZ ist die Null- 
klasse. ) 

Es gilt nun ferner: Jede der wohlgeordneten Mengen G, H,--- ist 
einem Abschnitte von L dhnlich. Genauer: Gehért die wohlgeordnete Menge 
G der Klasse g an, so ist G dem durch das Element g von L bestimmten 
Abschnitte von Z ahnlich. Denn nach dem Vorigen besteht eine ein-ein- 
deutige Beziehung unter Aufrechterhaltung des Ranges zwischen den 
Klassen, welche <g sind (d. h. den dem g vorangehenden Elementen 
von L) einerseits und den Abschnitten von G andererseits; dies bleibt aber 
richtig, wenn man an Stelle der Abschnitte von G die Elemente von G 
treten laBt. 

Hieraus folgt nun sofort: L kann weder der Menge M selbst noch 
irgend einer ihrer Teilmengen dquivalent sein. Denn wire L aiquivalent der 
Untermenge M, von M (wo M, auch die Menge M selbst bedeuten kann), 
d. h. existierte zwischen den Elementen der Menge L und denen der Menge 
M, eine gegenseitig eindeutige Zuordnung, so lieBe M, sich auf Grund 
dieser Zuordnung wohlordnen und die auf solche Weise wohlgeordnete 
Menge M, wire dann iihnlich LZ. Andererseits miiBte jedoch diese wohl- 
geordnete Menge M,, da ihre Elemente zugleich Elemente von M sind, 
nach dem Vorangehenden einem Abschnitt von LZ ihnlich sein — Wider- 
spruch. 

Damit ist festgestellt, daB zwischen den Mengen Z und M mit den 
Miachtigkeiten { und m keinesfalls eine der beiden Beziehungen 

{=m oder [<m 


stattfinden kann. Ist also M eine beliebige Menge, so existiert stets eine 
wohlgeordnete Menge Z von der Eigenschaft, daB nicht [< m gilt. Hier- 
mit ist, ohne das Auswahlprinzip oder die Vergleichbarkeit der Mengen an- 
auwenden, der Nachweis gefiihrt, daB es keine Menge geben kann, deren 
Miichtigkeit groper ist als die Miichtigkeit jeder beliebigen wohlgeordneten Menge. 

Setzt man jetzt noch weiter die Vergleichbarkeit der Mengen voraus, 
so folgt, daB fiir die bisher betrachteten Mengen M und L 

t>m 

sein muB, d. h. es existiert eine gegenseitig eindeutige Beziehung zwischen 
den Elementen von M und denjenigen einer gewissen Teilmenge ZL, von L. 


Da aber LZ, wohlgeordnet ist, so kann auf Grund dieser Beziehung auch 
M wohlgeordnet werden. 





Anhang. 
Ich verdanke einer freundlichen Mitteilung des Herrn Hessenberg die Kenntnis 
der Tatsache, daB der Satz 7 (und mit ihm die Sitze 7a und 7b) auf Grund der 
Zermeloschen Axiome vollstiindig bewiesen werden kann (wobei das Auswahlaxiom 
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nicht benutzt wird). Die Cantorsche Definition der geordneten Menge l48t sich nim- 
lich durch eine ihr iiquivalente auf die Zermeloschen Axiome gegriindete ersetzen, 
indem man als ,,Ordnung* einer Menge M eine Untermenge P der Potenzmenge ll M 
definiert, welche die folgenden drei Eigenschaften besitzt: 

1. Sind R und S zwei verschiedene Elemente von P, so ist entweder S eine Teil- 
menge von R oder R eine Teilmenge von S. 

2. Sind aw und y zwei verschiedene Elemente von M, so gibt es mindestens ein 
Element R von P, welches genau eines jener beiden als Element enthilt. 

3. Die Vereinigungsmenge GP’ jeder Untermenge P’ von P ist Element von P. 

(Die Aquivalenz dieser Definition mit der Cantorschen ergibt sich auf folgendem 
Wege: Betrachtet man eine im Cantorschen Sinne geordnete Menge M, so hat die 
Menge ihrer Reste die obigen drei Eigenschaften. Ist umgekehrt P eine Menge der 
obigen Art und setzt man a<‘y, wenn es ein Element R von P gibt, welches y 
enthalt und x nicht enthilt, so erhilt man eine im Cantorschen Sinne geordnete Menge 
und zwar ist die Menge der Reste dieser letzteren mit P identisch). 

Da gem&B dieser Definition jede Ordnung von M eine Untermenge von UM ist 
und von jeder Untermenge von Ul M definit ist, ob sie eine Ordnung von M ist, so ist 
die Gesamtheit M° aller Ordnungen von M eine Untermenge von U1 M, jedenfalls 
also eine Menge, womit Satz 7 bewiesen ist. 

Beim Ubergang von Satz 7a zu Satz 7b wird davon Anwendung gemacht, dab 
unter den Ordnungen einer Menge M die Wohlordnungen ebenfalls wieder durch ein 
definites Kriterium im Sinne Zermelos ausgezeichnet sind. Dasselbe lautet nimlich: 
Die oben definierte Menge P stellt eine Wohlordmung von M dar, wenn die Ver- 
einigungsmenge GP’ jeder beliebigen Untermenge P’ von P ein Element von P’ (nicht 
nur von P) ist. 

Erwihnt sei noch, daB die Satze 7a und 7b auch bewiesen werden kinnen, ohne 
erst den Umweg iiber Satz 7 zu machen. Die obige Eigenschaft 2. der Menge P laBt 
sich nimlich in die folgenden zwei zerspalten: 

2a. Die Vereinigungsmenge GP von P ist M. 

2b. Siud «2 und y- zwei verschiedene Elemente von SP, so gibt es mindestens 
ein Element R von P, welches genau eines jener beiden als Element enthiilt. 

LaBt man die Eigenschaft 2a. fort, so definiert P im allgemeinen nicht mehr 
eine Ordnung von M, sondern eine Ordnung einer Teilmenge von M. Hiernach er- 
weist sich also auch M, direkt als Teilmenge von UUM. Ersetzt man schlieBlich 3. 
durch die weitergehende Forderung, da die Vereinigungsmenge ©P’ jeder Unter- 
menge P’ von P Element von P’ sei, so ist auch M,, auf direktem Wege als Teil- 
menge von UUM gekennzeichnet. 

Ansitze und Mitteilungen iiber die vorstehend bezeichnete Theorie der geord- 
neten und der wohlgeordneten Mengen finden sich bei Hessenberg, Grundaziige der 
Mengenlehre, Kap. 28 (Abhandlungen der Friesschen Schule, neue Folge, Bd. I, Heft 4, 
Gittingen 1906, S. 674) ferner in desselben Autors Referat iiber Mengenlehre im Taschen- 
buch fiir Mathematiker und Physiker III. Jahrg. (Leipzig 1913) 8S. 74, endlichin Zermelos 
zweitem Beweise des Wohlordnungssatzes (Math. Ann. 65, S. 107). 


Miinchen, Juli 1914. 
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On the Complete Independence of Schimmack’s Postulates for 
the Arithmetic Mean. 


By 


Raurn D. Beere of Princeton, N. J. (U. 8. A.). 


In a recent paper*), Schimmack gave a very elegant and interesting 
set of postulates for the arithmetic mean. He proved them consistent, 
categorical and independent. In the present paper, it is shown that the 
postulates of Schimmack are also of interest as an excellent illustration 
of the notion of complete independence, introduced by E. H. Moore**). 

If P,, P,,--+,P,, are m properties of systems S of a specified type, 
it is customary to regard them as independent in case no one of them is 
a logical consequence of the others. Properties, when independent in this 
sense, are not necessarily devoid of interrelations. For example, it may 
well be that non-possession of one property implies possession of another. 

Moore’s notion of complete independence is much more restrictive. 
The properties are completely independent in case neither any one of them, 
nor its negative, is a logical consequence of any combination formed of 
the others and their negatives.***) To demonstrate the ordinary inde- 
pendence of the m properties, it is necessary to exhibit m systems S. 
For each P,, there must exist a system which does not possess the 
property P,, but which does possess the remaining properties. The proof 
of complete independence requires the existence of 2" types of systems S, 
that is, of at least one system S which possesses any given combination 
of the properties, but dues not possess the remaining properties. 


*) R. Schimmack: Der Satz vom arithmetischen Mittel in axiomatischer Be- 
griindung. Math. Ann. 68, p. 125. 
**) E. H. Moore: Introduction to a form of general analysis, New Haven Mathe- 
matical Colloquium, Yale University Press (1910), p. 82. 
***) For instance, Hilbert’s axioms of continuity, the Archimedian postulate and 
the ,,Vollstindigkeitsaxiom“ are not completely independent, for the latter is incon- 
sistent with a non-Archimedian system. 
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That these notions may be extended to the case where the P’s are 
postulates regarding the systems S is evident, and it will be seen that 
complete independence carries with it ordinary independence and con- 
sistency. There have been very few cases in which the postulates of a 
system, proposed for some explicit purpose, have been shown to be 
completely independent. For this reason, it seems worth while to call 
attention to the fact that Schimmack’s postulates are completely inde- 
pendent. 

In this case, a system S is an infinite sequence of functions, 


ACA EAC TE) nee AC 
each defined, and real-valued, for all real values of its arguments. The 
four properties of Schimmack are the following: 


(1) f(@, +h, ty +h,-- +, +h) = f(t, Bqy°- 5 %,) +h; 

(2) fn(— Ly» — Ly, +++» — %,) = — fa(%1, gy * +» Zq)3 

(3) fa(2,» U9 °* "ys F,) = f,(%15 Lqy ++) Lp)5 

(4) fasilha(%, di, Ly), (4%) > ty), ii ACh > Iy)y ty 41] 
= fea (Ur» ay °°") Lay Tar): 


The subscripts r,, 7,, ---, 7, form any permutation of the integers 
1, 2,--+,m. The equalities are to hold for every positive integral value 
of m, and for all real values of h and the 2’s. 

It is convenient to indicate the character of a system, relative to a 
set of postulates or properties, by the symbol (¢, ¢,---¢,,), in which ¢, 
is + or —, according as the system possesses, or does not possess, the 
property P,. For each of the sixteen characters possible in the present 
case, we give, in the following table, a corresponding system*), and thus 
prove the complete independence of the postulates. 


Character System 
(+++4+) f,—-2b Lt, 


n 
(+4+4+-) 4-37 st 436-84; Ss) 


2, +22,+-: -+ nz, 
(+ + — +) i, = 1424-: +n ’ 


(+ a +) ha = max (4, Mey**'y Zy)s 


*) The first five are essentially the same as those given by Schimmack to prove 
the mutual consistency and ordinary independence of the postulates. 
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Character System 
2 ee 3 
C+++) £-YRt ts, 


n 





(+ +— —) fy — BT F 8s + gg (%, —2,), 


+#-+-) fA SPS 11, 
(—++-) femtat--te, 
(+--+) f,— max (2, — sgn (n—1), m,--,2,], 
2,42 a,* +--+ ng 
(— + — +) i= /' 1+2+----+% ? 
*+%,*+---+ 23 
(—— + +) f,-V n ° 
f+ 2a,+---+ne, , 
(+—-—-) 1+24...4% +1, , 
(—+--)  f-at+2y4---+02,, 
(--—+-) fa = (% + +--+ + 2,)% 


@,* + 2a,*+.--4 nz 
(— — — +) f= Yet + ? 
(— a —) f, = (a, + 22, + ooo > oe), 


Princeton, N. J., May 8, 1914. 
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Uber Méglichkeiten im Relativkalkdl. 


Von 


Leopotp Liéwenneim in Berlin-Lichtenberg. 


§ 1. 
Definitionen. 
Wir setzen lis, = Lis + lik + Lin, Oijn = 045 0;4 Oj; allgemein: 
Viger... = lig + lik + Ue + lant Ut lia ---, 
Ojjar... = Ofy Opn Ofe Of, OF, Ope + «+. 
Man kénnte iibrigens auch weiter setzen: 


Lijar... = Lig Vin + Lig lis + Vig Lae + Viel +>, 
Uijer... = lig liz lin +++, 


dual entsprechend fir 0”, 0’, ---. 
Dann wire z. B. 


” 


Vijx = Lis Via Un = (6 = J =k) = lige, 
ij = 0. 


1jj, und Ojj, kann vielleicht wichtig sein, wird aber in dieser Ab- 
handlung nicht benutzt werden. 

Es sei noch nebenbei bemerkt, daB sich aus dem Entwicklungssatz die 
Definition fiir a’ ergibt: 

a=a-1'+4-0. 

Wir wollen im folgenden unter einem ,,Relativausdruck“ stets einen 
Ausdruck zwischen Relativen oder (nicht notwendig biniiren) Relativ- 
koeffizienten verstehen, in welchem 2 und J/ nur endlich viele Male vor- 
kommt, und wo jedes 2 bzw. J] sich erstreckt entweder iiber die Indizes, 
d. h. tiber saémtliche Individuen des Denkbereichs erster Ordnung, den wir 
mit Schréder 1* nennen, oder aber tiber simtliche Relative, die sich mit 
Hilfe des Denkbereichs bilden lassen. Alle Summen und Produkte, welche 
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nicht tiber die Individuen von 1' erstreckt sind oder iiber simtliche Re- 
lative, werden als endlich vorausgesetzt und stets durch + und - baw. 
Nebeneinanderstellung der Faktoren bezeichnet, nie durch 2 oder JI. 

Durch Gleichsetzung zweier Relativausdriicke enteteht eine ,,Relativ- 
gleichung“, die wir uns stets auf 0 gebracht denken wollen. Auf solche 
Relativgleichungen lassen sich, wie es scheint, alle wichtigen Fragen der 
Mathematik und des Logikkalkiils zuriickfiihren. 

Ein Relativausdruck, in welchem jedes © und JJ iiber die Indizes, 
d.h. die Individuen von 1', erstreckt ist, also keines iiber die Relative, 
heiBe ein ,,Zdahlausdruck*. Durch Gleichsetzung zweier solcher entsteht 
eine ,,Zdhigleichung“. Beispiel einer solchen: 


P-) ff (24, + 443 + 1,,) Fu hs = 


i tJ, 
oder ,,kondensiert“, d. h. in eine Gleichung zwischen Relativen, nicht Re- 
lativkoeffizienten verwandelt: 
O¢ (1+ @s2)O42)-251)¢0—0. 

Einen Relativausdruck ,jkondensieren“ heiBt, ihn so umwandeln, dab 
kein Z und J] mehr vorkommt. Zum Beispiel gibt a, ,6,, kondensiert 
(a; b),;. , 

Eine Relativgleichung kann sein 

a) eine identische Gleichung; 

b) eine ,,Fluchtgleichung“, d.h. eine, die nicht fiir jedes, wohl aber 
fiir jedes endliche 1' erftillt ist (oder ausfiihrlicher: eine Gleichung, die 
nicht identisch erfiillt ist, die aber stets erfiillt ist, falls die Indizes, tiber 
die summiert oder produktiert wird, ein endliches 1' zu durchlaufen haben); 

c) eine ,,Haltgleichung“, d.h. eine, die nicht einmal fiir jedes endliche 
1' fir beliebige Werte der Indizes erfiillt ist. 


§ 2. 
Zihlgleichungen. 


Satz 1: Es gibt unkondensierbare Gleichungen, z. B. 
2 Onise = 0 oder 1, 
hy 4,5, % 


on 0; 44, 0 oder 1, 
h, 4, j,k, t 


also erst recht unkondensierbare Zahlausdriicke. 

Durch obige Beispiele hat Herr Korselt in einer brieflichen Mittei- 
lung an mich den Satz (bis auf unwesentliche Liicken) bewiesen und dazu 
bemerkt, daB sich kondensieren laBt: 
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>0,, -0 in 0-0, 
43 


D0,,,=0 in 0(0';0) =0. 
i,j,k 


Auch ist 
aM, - (i 30°; 1),5, 


Ms _ {1 ;0 (0’;0’) } 1},;- 


Was dagegen die Gleichung 
> O1 je =0 


hyt, j,k 


betrifft, so ist sie, wie leicht zu sehen, eine Haltgleichung, die dann und 
nur dann erfiillt ist, wenn 1* héchstens drei Elemente enthilt. (Die Gleichung 
a. On se =1 
h, i,j,k 
besagt daher in Worten: ,,1' enthilt mindestens vier Elemente“. Ebenso 
besagt 


a Oi 0 


hy i dyhyl 
wl’ enthilt héchstens vier Elemente“, usw.) 

LieBen sich nun die Gleichungen in Satz 1 kondensieren, so wiirde, 
nachdem sie kondensiert und auf 0 gebracht sind, links kein Relativkoeffi- 
zient vorkommen, sondern nur die ,,Moduln“ 1, 0, 1’, 0’, verkntipft durch 
irgendwelche der sechs logischen Operationen +, -, ¢,;, —, ~- Negation 
und Konversion lassen sich an Modulausdriicken immer ausfiihren; man 
kann also erreichen, daB links nur die Kniipfungen +, -, s, ; vorkommen. 

Der Ausdruck links lieBe sich dann ausrechnen mit Hilfe des Schréder- 
schen ,Abacus der Relative‘ in Schréders Algebra der Logik III, 8. 122 
bis 123, 13) bis 19). 

Nun ist aber (vgl. 19)): 

0 = 0’, wenn 1’ ein Element enthilt, 
0’; 0' = 1’, wenn 1’ zwei Elemente enthilt, 
| 1, wenn 1' mehr als zwei Elemente enthiit. 
Auch ist, was Schréder falsch angibt, 


0, wenn 1' ein Element enthilt, 
1, wenn 1' mehr als ein Element enthilt. 
Dual entsprechend 1’+ 1’ und 0 1’= 1’; 0. 

Die tibrigen Modulkniipfungen sind unabhingig von der Anzahl der 
Elemente von 1%. Also ist das Ergebnis jeder Kniipfung zwischen zwei 
29° 


1;0=05;1—| 
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Moduln bei einem dreielementigen 1' genau dasselbe wie bei einem vier- 
elementigen. Daher mu8 auch bei der Ausrechnung der linken Seite das 
SchluBergebnis bei einem dreielementigen und vierelementigen 1’ dasselbe 
sein; ist also die durch Kondensation erhaltene Gleichung bei einem drei- 
elementigen 1' erfiillt, so ist sie es auch bei einem vierelementigen. Sie 
kann daher nicht durch bloBe Umformung (Kondensation) der Gleichungen 
in Satz 1 entstanden sein, da bei diesen das Gegenteil der Fall ist. 

Schréder erklirt in Bd. Ill, 8.551 die Kondensation fiir stets aus- 
fihrbar, benutzt aber dabei die Formel a,,— (% ; a; 4),;, bei der die Ele- 
mente des 1' als Relative gedeutet werden. Betrachtet man aber das als 
zulassig, so ist die Kondensation eine so triviale Sache, daB sie diesen 
Namen nicht verdient und ganz wertlos ist. 

Ich michte bei dieser Gelegenheit bemerken, daB sich die Bedingung 
dafiir, daB das System a héchstens drei Elemente enthilt, iibersichtlicher 
als bei Schréder in der Form schreiben laBt: 

> 4,0,0,0,9,;5,= 0. 

hi Syk 
DaB die von Schréder versuchte Kondensation der Bedingung unméglich 
ist, folgt fiir a = 1 aus dem Vorhergehenden. Entsprechend laBt sich auch 
ausdriicken, daB das System a héchstens 4, 5, --- Elemente besitzt. ,,Das 
System a besitzt mindestens drei Elemente“, wird ausgedriickt durch 

Lat a+ 4, + 1,43) = 9, 

und die Vereinigung der beiden letzten Gleichungen besagt, daB das 
System a genau drei Elemente besitzt. 

Satz 2: Jede Fluchtzdhigleichung ist bereits in einem abzdhlbaren Denk- 
bereich nicht mehr fiir beliebige Werte der Relativkoeffizienten erfiillt. 

Wir denken uns zum Beweise die Gleichung auf 0 gebracht. Wir 
beweisen zuniichst, daB sich jede Zahlgleichung auf eine bestimmte Nor- 
malform bringen laBt, die auf 8. 453 unter (3) steht. Zundchst suchen wir 
zu erreichen, daB unter einem (ein- oder mehrfachen) IT niemals ein IT 
oder & vorkommt. Setzen wir voraus, daB ein Produktand mindestens ein 
IT oder & enthilt, so kénnen wir vier Fille unterscheiden: 

1) Der Produktand ist ein - Produkt. Dies léBt sich vermeiden durch 
Anwendung der Formel 


IT4,B,= [1 4, ITB, 
(Speziell ist z. B. MA, B, C= LL 4, ITB, M6,,) 
2) Der Produktand ist ein JJ Produkt (= JJ A,,, wo die A,, Funk- 
7. 
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tionen von Relativkoeffizienten sind). Dann laBt sich dieses aus dem 
Produktanden herausschaffen mit Hilfe der Formel 


TUT 4) = Hn. 
3) Der Produktand ist eine + Summe, also etwa gleich 
A+B+C+--- nicht in inf. 
Wir unterscheiden hier zwei Unterfille: 

a) Eins oder mehrere der A, B, --- sind (- oder J7) Produkte. Dieser 
Fall laéBt sich durch das sog. ,Ausaddieren“ mit Hilfe der Formel 
a+be=(a+b)(a+c) auf 1) und 2) zuriickfiihren. 

b) Keines der A, B,--- ist ein Produkt. Eine + Summe kann auch 
keines sein, wenn wirklich die A, B,--- die leteten Summanden sind, in 
die sich der Produktand ohne Anwendung von & zerlegen léBt. Also ist 
jedes der A, B,--- entweder ein (negierter oder unnegierter) Relativ- 


koeffizient oder ein 2. Sind alle diese Summanden Relativkoeffizienten, 
so sind wir schon am Ziel; ist aber z. B. 


A = 24n, B= ZBy, 
so laBt sich der Produktand in der Form schreiben: 
2(4at Bat C+--), 


womit dieser Fall auf 4) zuriickgefiihrt ist. 

4) Der Produktand ist eine 2 Summe. Unsere Aufgabe besteht dann 
darin, das J7Z in ZJI zu verwandeln, d. h. das Produkt auszumultipli- 
zieren. Dies geschieht durch die Formel: 


IT 24u- 2 IT Ay, 


Hier soll das k, unter dem > bedeuten, daB k, alle Indizes, d. h. 
alle Elemente von 1', durchlaufen soll, und das 4 rechts vom > soll be- 
deuten, daB jedes von den k, diese Indizes durchlaufen soll, daB wir also, 
wenn 1? m Elemente besitzt (wo m auch eine héhere Michtigkeit be- 
zeichnen kann), eine mfache Summe haben. Die A sind Funktionen von 
(nicht notwendig biniren) Relativkoeffizienten. 

Um die obige Formel dem Verstindnis niher zu bringen, will ich 
einmal die darin vorkommenden & und JI z. T. ausfiihren, d. h. ich will 
hier einmal ausnahmsweise (entgegen der Vorschrift auf S. 448) fir die- 
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selben das Zeichen + sowie Nebeneinanderstellung und Punkte benutzen. 
Die Indizes will ich mit 1, 2,3,--- bezeichnen. Dann lautet die Formel: 


MA + Aj, + Ais +--+) a = Ain An sy: sas 


=- > > >:+ Ay, Ags, Asn °°: 
k= 1,2,3,--- kg= 1,2,8,--- 4y=1,2,3,--- 


Unsere Formel mu bei mehrfachem 2 und JJ folgendermaBen verallge- 
meinert werden: 


LL PA w= ; > Shoe te tee oe 


keg rit t i 


Durch das Verfahren unter 1) bis 4) liBt sich nach und nach jedes 2 
und 77 aus dem Produktanden entfernen. Dabei kann es wohl vorkommen, 
daB die Umformung unter 4) mehrere Male hintereinander angewendet 
werden muB, und wir wollen noch angeben, wie dies geschieht: 


MMS Ava = Ms" I Axi, -2 >" MM Anu, 


DaB man nicht Jy, schreiben muB statt l,,, ist zwar fiir den Fortgang 
des Beweises unwesentlich; trotzdem aber will ich es dadurch ersichtlich 
machen, daB ich die Formel fiir einen 1’ mit nur zwei Elementen 1, 2 
ausfiihre, indem ich wieder einmal ausnahmsweise (entgegen der Vorschrift 
auf S. 448) das + und die Nebeneinanderstellung benutze. Auch will ich 
an Stelle von A,,,, kurz (hikl) schreiben: 


i 2 i = (hikl) 
— [J d((hir1)(hi2t) + (hi11)(i22) + (hi12)(Hi21) + (hi12)(Ri22)] 
— J] {(e111)(h121) + (6111) (4122) + (4112)(h121) + (4112)(h122) 
4 (h211)(h221) + (h211)(h222) + (h212)(h221) + (4212)(4229)] 
= > (ipir)(1p2s)(2q14)(2q2u). 


Fir 1’ = (1, 2,3) erhalt man 


(hi Ms) (1 2a) (Li, Blyg) (tig yp) (Zig Zl) (2H Bly) 
Pie eae ts (Big 1 Uy,) (Big 2lyg)( Bi, Bly). 


Nachdem die Produktanden alle vot 2 und J] befreit sind, bleibt 
nur noch tibrig, alle Klammern aufzulésen, soweit sie nicht direkt hinter 
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einem 2 und JI stehen, und die Produkte der Y- auszumultiplizieren. 
Dies geschieht mit Hilfe der Formel 


aA, SB, —2A,B,, 
entsprechend bei mehrfachen Summen. 
Genau ebenso kann auch ein > mit einem anderen oder mit einem 
2 multipliziert werden, desgleichen auch mehrfache Summen. 
Es entsteht zuletzt eine Gleichung von der Form 
(1) C+ SD,+ SD, +--+ nicht in inf. 
+ JJ E,+ J] E, +--+ nicht in inf. 
+ SILF,+ SIF, + nicht in inf. = 0, 


wo die Summen und Produkte im allgemeinen mehrfache sein werden 
und die C, D,, E,, F, identische Funktionen von Relativkoeffizienten 
ohne Z und JJ sind. In unserem Beispiel auf S. 448 entsteht durch die 
angedeuteten Umformungen 


Pp», MM ex. + Fag t 1h) Fis 4s = 0 
ky aay 


Nun kann man in (1) zuniichst dafiir sorgen, daB unter allen 2 genau 
die gleichen Summationsindizes stehen, indem man fehlende einfach hinzu- 
fiigt (da 2 a,= 24) Bei den Gliedern ohne X kann man ein J einfach 


— (da a= 22). Darauf kann man alle J in ein einziges Y zu- 
sammenfassen [da = a,+ 2 b= a(a, +,)|. Es entsteht eine Gleichung 


von der Form 

(2) >(F,+ ULF, + [1] F, +--+ nicht in inf) = 0 

oder ausaddiert nach der Formel JJa,+ J[Jb,=— J] (a, + b,): 
é é 4,J 


> /1[(F,+ F,+ F. +--+ nicht in inf.) = 0 
oder kurz 


(3) _ Siro. 


Wollen wir nun entscheiden, ob (3) in irgendeinem Denkbereich identisch 
erfillt ist oder nicht, so kénnen wir bei unserer Betrachtung das 2 weg- 
lassen und die Gleichung untersuchen 


(4) I]F=0 


oder in unserem Beispiel 
IT, + 243+ 1;;) 2,,%,,,;—= 9. 
’ oJ 
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Denn daB diese Gleichung identisch erfiillt sei, bedeutet doch nichts an- 
deres, als daB sie fiir beliebige Werte von (2 und) / sowie von den 4, 
(d. h. von k,, k,,---) erfiillt sei. Etwas anderes besagte aber das weg- 
gelassene S auch nicht, war also fiir uns wenigstens tiberfliissig. (Man 
hiitte besser auch schon in (1) die © weglassen kénnen, ebenso in un- 


serem Beispiel auf 8. 448 das > schon vor Herstellung der Normalform, 
i 
aber nicht in diesem Beispiel das >, allgemein kein Z, das unter einem JT 
k 


vorkommt, da bei einem solchen die obigen Betrachtungen nicht gelten.) 
F kann drei Arten von Indizes enthalten: 


1) ,,Konstante“ Indizes, d. h. solche, die in jedem Faktor des J7 immer 
dieselben sein miissen (/ in unserem Beispiel). Wir wollen sie in irgend- 
einer Reihenfolge durch die ersten Zahlen 1, 2,---,  bezeichnen. Wir 
setzen also /=1 in unserem Beispiel. 

2) ,,Produktionsindizes“ (i, j, h in unserem Beispiel). Sie durchlaufen 
unabhingig voneinander simtliche Elemente des Denkbereichs, so daB also 
jedem Wertsystem derselben ein Faktor des JT entspricht und umgekebrt. 

3) ,,F luchtindizes“ (wie k, in unserem Beispiel sowie i, und 1,, auf 
S. 452). Ihre ,,Subindizes“ (i baw. h bzw. k, h) sind Produktionsindizes, 
und die Fluchtindizes sind (nicht notwendig eindeutige) Funktionen ihrer 
Subindizes, d.h. z. B. 1,, bezeichnet in allen denjenigen Faktoren des J] 
ein und dasselbe Element, in denen die Produktionsindizes k und h die- 
selben Werte haben (aber in anderen Faktoren bezeichnet J,, nicht not- 
wendig andere Elemente). 

Wir schreiben nun von den Faktoren des J7 in (4) zunichst nur alle 
diejenigen hin, in denen die simtlichen Produktionsindizes keine anderen 
als die oben unter 1) definierten Werte 1, 2,---,m haben, oder sollten 
konstante Indizes fehlen, so nehmen wir irgendein Element des Denk- 
bereichs, bezeichnen es mit 1 und schreiben den Faktor hin, in dem alle 
Produktionsindizes den Wert 1 haben. Wir setzen in diesem Falle n = 1. 
In F werden aber auch Fluchtindizes vorkommen, etwa 

ty kim ene 
In jedem der bisher hingeschriebenen Faktoren haben j, /, m, --- als Pro- 
duktionsindizes irgendwelche von den Werten 1, 2,---,m; wir werden 
also in diesen Faktoren als Fluchtindizes haben: 


i;, iy, 7 he t,, ky, ky, ks, Pe Kan? ae 
Dies sind keine Funktionen von Indizes mehr, sondern bezeichnen ganz 
bestimmte Elemente, die wir auch in irgendeiner Reihenfolge mit den 
Zahlen n+ 1, n+ 2,---, m, bezeichnen wollen. (Ausdriicklich sei be- 

















Moglichkeiten im Relativkalkil. 455 


merkt, dab zwei Elemente, die durch verschiedene der Zahlen von 1 bis n, 
bezeichnet sind, weder als gleich noch als verschieden vorausgesetzt werden. ) 

Das bis jetzt hingeschriebene Produkt nennen wir P,. In unserem 
Beispiel wire also 

Py = Fy, (Fir + Far + Uy) Yen = Fas San - 

(Hier durfte 1},—1 gesetzt werden; wire aber 1', vorgekommen, so 
hatte dieses nicht gleich 0 gesetzt werden diirfen, da ja nicht voraus- 
gesetzt wird, daB 2 ein anderes Element bezeichnet als 1. Man hitte 
vielmehr 1', stehen lassen miissen.) 

IF wird zum mindesten dann in jedem Denkbereich identisch ver- 
schwinden, wenn P, dies tut, d.h. wenn P, sowohl verschwindet, falls 
simtliche Elemente 1, 2,---, m, untereinander verschieden sind, als auch, 
wenn beliebig viele derselben einander gleich sind. Um zu sehen, ob alles 
dies der Fall ist, gehen wir alle diese Méglichkeiten durch; bilden also 
aus P, alle diejenigen (endlich vielen) Spezialisierungen P,’, P,”, P,’’, ---, 
welche entstehen, wenn man unter den Elementen 1, 2, ---, m, beliebig 
viele oder wenige als gleich betrachtet (wobei dann auch die Relativ- 
koeffizienten von 1’ und 0’ ausgewertet werden). 

Verschwinden also alle P,” identisch, so ist (4) identisch erfillt. 
Wenn nicht, so schreiben wir jetzt von dem JIF alle diejenigen noch 
nicht in P, aufgenommenen Faktoren zu den schon in P, aufgenommenen 
hinzu, in denen die saimtlichen Produktionsindizes keine anderen als die 
Werte von 1 bis m, haben. Das so entstehende Produkt (das also die 
alten Faktoren von P, auch enthalten soll,) nennen wir P,. In P, werden 
die Fluchtindizes i,, k,,,--- die Werte haben: 


4, ts, ae ts Ky, kis, key, ee Kam? pee 
von denen wir diejenigen, die nicht schon durch eine Zahl] benannt sind, 
durch die Zahlen n, +- 1, n, + 2, ---, m, benennen. (Auch von diesen wird 
nicht vorausgesetzt, daB sie verschiedene Elemente darstellen, oder Ele- 
mente, die sich von den alten unterscheiden.) 
In unserem Beispiel ist, wenn man statt z,, kurz x4 schreibt: 


P, = P, (11 + 12 + 1;,) (12 + 11 + 14,) (12 + 12 + 1;,) (21 + 21 + 14,) 
(21 + 22 + 1/,) (22+ 21 + 1;,) (22 + 22 + 1;,) 12 - 32 
= P, (21 + 22 + 1;,)12 - 32 = (22 + 1/,)- 11 - 12 - 21. 82. 


Wir setzen jetzt in P, (wie friiher in P,) die benutzten Indizes auf alle 
erdenklichen Arten einander gleich und ungleich. Die so aus P, ent- 
stehenden Produkte nennen wir 


, ” “rn 
Py; P,", P, te. 
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Verschwinden sie alle, so ist die Gleichung (4) identisch erfillt. Wenn 
nicht, so bilden wir P,, indem wir samtliche Faktoren des J7F' hin- 
schreiben, in denen die Produktionsindizes zwischen 1 und n, liegen. Die 
neuen Fluchtindizes nennen wir n, + 1, m,+ 2, ---, ms. 

In unserem Beispiel ist 


P, = (22 +1;,) (23 +1/,) (22 + 23 +1;,) (Bi +1;,) (31 + 33 +1;,) (33 +1;,) 
-11-12-13- 21-32-43. 
Durch Gleich- bzw. Ungleichsetzung der Indizes bilden wir wieder 
} AV We ATT 

usf. Da sich hiernach leicht beschreiben laBt, wie man aus dem P, das 
P,,, und die Py.,, Pa's1, Pai, --- bildet, so ist die abzahlbar unend- 
liche Reihe der P, hiermit als definiert anzusehen und ebenso die P,”. 

Verschwinden fiir ein x (und daher auch fiir alle darauffolgenden) 
simtliche P,, so ist die Gleichung identisch erfiillt. Wenn nicht, so ist 
die Gleichung schon in dem soeben konstruierten abzihlbaren Denkbereich 
erster Ordnung nicht mehr erfillt. Es gibt dann nimlich unter den 
P,’, Py’, Py’, +--+ mindestens ein Q,, welches in unendlich vielen der 
nicht verschwindenden P,) als Faktor auftritt (weil ja jedes der unend- 
lich vielen nicht verschwindenden P,”) eins der endlich vielen P,” als 
Faktor enthilt). Ferner gibt es unter den P,’, P,”, P,’”, --- mindestens 
ein Q,, welches Q, als Faktor enthilt und in unendlich vielen der nicht 
verschwindenden P,) als Faktor auftritt (weil jedes der unendlich vielen 
nicht verschwindenden und Q, als Faktor enthaltenden P,” eins der end- 
lich vielen P,® als Faktor enthalt). Ebenso gibt es unter den P,’, P,”, 
P,”, --- mindestens ein Q,, welches Q, als Faktor enthilt und in unend- 
lich vielen der nicht verschwindenden P,”) als Faktor auftritt, usf. 

. Jedes Q, ist = 1, also ist auch 


1 = Q, QQ; --~ in inf. 

Nun ist aber JTF fiir diejenigen Werte der Summationsindizes, durch 
deren Einsetzung die Q,, Y., Q,,--- entstanden sind, = Q, Q,Q,---, also 
= 1. Daher verschwindet J7F' nicht identisch. Die Gleichung (4) ist also 
schon in einem abzahibaren Denkbereich nicht mehr erfiillt, q.e.d. 

Anwendung: Alle Fragen iiber Abhiingigkeit oder Unabhingigkeit der 
Schréderschen oder Miillerschen oder Huntingtonschen Gebietsaxiome sind, 
(wenn iiberhaupt,) schon in einem abziihlbaren Denkbereich entscheidbar. 

Die Axiomsysteme fiir den Gebietekalkiil von Schréder, Miiller u. a. 
lassen sich als Relativgleichungen schreiben, wenn man den Denkbereich 
erster Ordnung 1' alle Gebiete umfassen liBt und die Beziehung sub 
zwischen Gebieten als ein Relativ s bezeichnet. (Hier ist also wohl zu 
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unterscheiden: einmal die Beziehungen der Subsumtion, Addition usw. fiir 
die Gebiete, und andererseits die Beziehungen fiir die Relativkoeffizienten. 
Erstere Subsumtion ,a@ sub b“ wird mit s,,—1, letztere Subsumtion, etwa 
y8,, Sub s,,“ mit s,,<s8,, bezeichnet.) 

Die Miillerschen Axiome I a<a, Il (a<b)(b<c) € (a<c), 
Ill (a €b)(b<a)—(a=—b), IV, O<a, IV, a<1, V 1<€0 geben, 
wenn man in diesen fiir 0 und 1 lieber » und e schreibt zur Vermeidung 
von: apse 6g! I s,,=1, Il s,,s,,<8,,, Ill s,,5,,—1;,, IV, 3,,=1, 


ao? x “na 


IV, s,,=1, V s,, =09. Da aher die Axiome fiir beliebige a, b, c gelten 
‘in, so wire ail iiberall I T bew. J], J] hinzuzufiigen, und vor 
a,b a,b,c 


IV,, IV. noch, dem Sinn ew Axiome gemi8, >, SS. 


VI kénnte ausgedriickt werdea mit Hilfe von terniren Relativen z, o, 


indem man setzt: 
abe 1) a (ab _— ¢), (64,-=1) = (a + b =). 


(x 


Man kann aber auch VI ausdriicken, ohne diese terniren Relative zu Hilfe 
zu nehmen. VI, fordert, daB es zu je zwei Gebieten a,b ein gréBtes, 
d. h. allen anderen Untergebieten iibergeordnetes Untergebiet ¢ gibt (das 
man Produkt von a und 6} nennt), ein Gebiet c also, fiir das in der 
Schréder-Miillerschen Schreibweise: 

1) ¢€a)(c<b), 


2) IN (@ <a) (x €b)<€(e@ <0), 


d. h. also in der neuen hier anzuwendenden Schreibweise: 
1) s 1, 


ca =" 


2) ID 8202s € 820) 
Demnach ist ’ 
(Hane 1) = (8,48, = 1) 11 (5.4525 Sz0) 
oder ‘ 
Tare = Seq Sen IT... + 5,,+ 8,.), 
dual entsprechend o , 


abe 


Es ist 
VI, W3S2...=1, VI, Hs Core™ 
a,b ¢ 
wo fiir a,,, und 6,,, obige biniire Ausdriicke einzusetzen sind, d. h. 


V1, IT 28.0806 LD Saat Sant 810) = 1, 
a,b ¢ 
dual entsprechend VI. 
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VII lautet bei Miiller (a+ 2)(@+2)=2—=—az+ Gz und fordert die 
Existenz eines ,,Negats“ zu a, das eben dieser Gleichung geniigt. Schrei- 
ben wir also } statt @, so ist vor die ganze Gleichung noch > zu setzen 

b 


und dann noch vor das Ganze Jf. Um die an dieser Stelle unzulissige 


Bezeichnung von Produkt und Summe von Gebieten durch a und 6 er- 
setzen zu kénnen, zerlegen wir VII folgendermaBen: 


ITE IT ((a+2—c)(b+2—d) (cd=f)(a2=9) (be—h) (9+h=i) = (f=2=i)} 


So wird durch Benutzung von a und 6 
vi MWS IT (6, 5% 24% eas Mae Men Fri Ly.) 
as 6 cdfghi 
wo noch fiir die Relativkoeffizienten von x und 6 die obigen Werte auf 
S. 457 einzusetzen sind. 

Bei den Unabhingigkeitsuntersuchungen ist nun zu entscheiden, ob 
aus gewissen Axiomen ein anderes folgt. DaB dieses der Fall ist, laBt 
sich aber durch eine Relativgleichung ausdriicken, die man primar machen 
kann. Es kommt also bei den Unabhiingigkeitsuntersuchungen darauf 
hinaus, zu entscheiden, ob eine gewisse Relativgleichung und zwar nach 
dem Vorhergehenden eine Zahigleichung identisch erfiillt ist oder nicht. 
Ist es aber nicht der Fall, so laBt sich nach Satz 2 bereits ein Gegen- 
beispiel in einem endlichen oder abzihlbaren Denkbereich geben, qed. 

Auf Grund dieser Uberlegungen habe ich die Unabhingigkeit der 
einzelnen Axiome untersucht und denke die Resultate bei anderer Ge- 
legenheit zu veréffentlichen. Die Arbeit von Huntington dariiber halte ich 
fiir verfehlt, weil er bei unbequemen Axiomen einfach in ihrer Formulie- 
rung hinzufiigt: ,.Wenn die vorhergehenden Axiome erfillt sind“, ein 
billiges Mittel, um nach Belieben Schwierigkeiten aus dem Wege zu gehen! 

Satz 3: Die Auswertung eines Produktes oder einer Summe iiber Re- 
lative ist nicht immer méglich. 

Es laBt sich nimlich mit den Schréderschen Hilfsmitteln ohne wei- 
teres eine Gleichung aufstellen, welche besagt, daB der Denkbereich end- 
lich oder abzihlbar sei, d. h. daB jedes System a;1 endlich oder ~ 1 
(dem Denkbereich ahnlich) sei: 

(a; 1 endlich) + (a;1~1). 
DaB a;1 endlich ist, bedeutet, daB keine Abbildung z das a;1 dhnlich 
auf einen echten Teil } seiner selbst abbildet. DaB aber z ein System a 
ahnlich auf 6 abbildet, wird nach Schréder, Algebra der Logik, Bad. III, 
8. 605, (10) ausgedriickt durch 


(1) (652+ 2;2<€1')(b<2;a)(a <2; 6), 
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und daB b echter Teil von a ist, durch 


(2) (6 <€a)(b+a)(b +9), 
a;1~1 nach (1) durch 


Qej2+2;2€ 1) (1 €2;a;1)(a;1<€27;1). 

DaB also 1* endlich oder abzihlbar ist, wird ausgedriickt durch 

[O— S D052 + 25 ¢€1) 0 <250)(a <2 ;b)(b<a)(b +a) +0) 
+ 2652 +25 2€1)(1€ 05051) (051 <3; 1). 


Dies ist, wie jede Sekundirgleichung, leicht in eine Primargleichung zu 
verwandeln (vgl. Schréder, Bd. III, S. 150—151) und diese wieder in eine 


Koeffizientenbeziehung. Wiren nun i und = auswertbar, so miiBte die 


Gleichung nach Satz 2 identisch erfiillt alee bereits in einem endlichen 
oder abzihlbaren Denkbereich nicht erfiillt sein, was alles nicht der 
Fall ist. 

Der Leser wird fragen, warum sich nicht der Beweis von Satz 2 
Wort fiir Wort auch auf die obige Gleichung iibertragen liBt, die doch 
gewiB nicht in einem endlichen oder abzahlbaren 1' erfiillt ist. Allerdings 
laBt sich nach der Methode jenes Beweises ein Denkbereich konstruieren, 
in dem die Gleichung nicht identisch erfillt ist; nur erweist sich dieser 
Denkbereich nicht als abzéhlbar. Da nimlich auch tiber Relative 2 produk- 
tiert wird, treten auch Fluchtindizes von der Form i, auf, wo z kein 
,subindex“, sondern ein ,Subrelativ“ ist, so daB zu jedem z ein Index 
gehért. Nahert sich aber die Indexzahl dem Unendlichen, so nihert sich 
die Zahl der méglichen z dem Kontinuum und damit auch die Anzahl 
der nétigen Fluchtindizes, d. h. die Michtigkeit des erforderlichen Denk- 
bereichs. (Dadurch wird aber wiederum die Menge der méglichen z von 
noch héherer Miachtigkeit, als die des Kontinuums ist, und folglich ebenso 
die Menge der nétigen Fluchtindizes usw. in inf.) 


§ 3. 
Uninire Gleichungen. 


Satz 4: Zwischen unindren Relativkoeffizienten gibt es keine Flucht- 
gleichungen, nicht einmal dann, wenn die Relativkoeffizienten von 1’ und 0’ 
als einzige bindre noch dazu treten. 

Wenn letztere fehlen, so laBt sich sehr leicht zeigen, daB Fluchtindizes 
iiberhaupt zu umgehen sind und daher bei der Konstruktion des Denk- 
bereichs auf 8. 454ff. tiberhaupt gar kein AnlaB vorliegt, ihn unendlich 


zu machen. 
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Kommen aber Koeffizienten von 1’ oder 0’ vor, so stellen wir eine 
bestimmte Normalform her. Die linke Seite der auf 0 gebrachten Glei- 
chungen ist symmetrisch in bezng auf alle Indizes, d. h. in bezug auf alle 
Elemente des 1' mit Ausnahme einer endlichen Anzahl ganz bestimmter, 
die ich die ,ausgezeichneten Indizes“ nennen will. Die zu diesen Indizes 
gehérigen Relativkoeffizienten sowie etwa die vorkommenden indexlosen 
Gebiete will ich die ,,ausgezeichneten Gebiete« nennen. Sie kénnen tibrigens 
auch fehlen. Alle in der Gleichung hingeschricbenen Indizes sind ent- 
weder Summations- oder Produktionsindizes oder ausgezeichnete Indizes. 

Wir denken uns nun die linke Seite der Gleichung in der Booleschen 
Weise entwickelt nach den ausgezeichneten Gebieten. Die in Rede stehende 
Normalform, deren Herstellbarkeit ich oben behauptete, will ich nun zu- 
nichst einmal beschreiben. Sie ist 

1) dadurch |gekennzeichnet, daB die Entwicklungskoeffizienten Funk- 
tionen sind, die symmetrisch sind in bezug auf alle, (auch die ausgezeich- 
neten) Indizes, 

2) durch eine Eigenschaft eben dieser symmetrischen Funktionen, die 
wir jetzt erdrtern wollen. 

Wir kénnen zuniichst annehmen, daB diese symmetrischen Funktionen 
(die ja Entwicklungskoeffizienten waren bei der Booleschen Entwicklung 
nach den ausgezeichneten Gebieten), keine indexlosen Gebiete mehr ent- 
halten (da diese ja mit zu den ausgezeichneten Gebieten gehéren, nach 
denen entwickelt wurde). Die symmetrischen Funktionen enthalten, wie 
wir behaupten, keine Koeffizienten von 1’ und 0’. Sie lassen sich nach 
Boole in der Weise entwickeln, dab nur die Koeffizienten 0 und 1 vor- 
kommen. Obgleich wir uns nur die Glieder mit dem Koeffizienten 1 hin- 
geschrieben denken wollen, so kénnen es doch unendlich viele Glieder 
sein, so daB wir an eine Abkiirzung denken miissen. 

Kommt in der Entwicklung z. B. das Glied vor 


G, 4,04,4,4,4,4,--- = a, aa, 1 [(a, + Lissa), 


so kommen auch alle Glieder vor, welche aus diesem durch Indexver- 
tauschung hervorgehen. Deren Summe will ich bezeichnen mit (3, 00),, also 


(3, 00), = 09:0, 0 4511, + Lesa) 


und die Summe der Glieder, welche aus 


G, By Oy A, Ay Mg Ay - - - 
durch Indexvertauschung hervorgehen, will ich bezeichnen durch (oo, 3),. 
Allgemein setzen wir 


(n, 00), = = ti a eee | (Ce ere 
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Entsprechend entsteht (co, ), hieraus durch Vertauschung von a, und @, 
fiir jedes 4. 


Kommen mehrere Relative vor, z. B. a und b, so bezeichnen wir z. B. 
die Summe der Glieder, welche aus 


(@,by@gby) (€5b5 a,b, 455) (G,b,) (Gb, yds - - >) 
durch Indexvertauschung hervorgehen, durch 
(2, 3, 1, 00), 5. 


Ebenso bezeichnen wir z. B. die Summe der durch Indexvertauschung aus 


(a,b, a,b, ---a,,) L1a,b, + Mis... hncee) (G41 bia Gi. bias of G, 445,44) 


Gis egs Dinner Girngs gese Gee Ogee) 
hervorgehender Summe durch 
(i, 00, k, l),,. 


Hiernach ist das allgemeine Bildungsgesetz wohl klar. Daf iiberhaupt an 
allen Stellen bis auf eine stets lauter endliche Zahlen stehen, wird als das 
eine Kennzeichen gerade unserer symmetrischen Funktionen anzusehen sein. 
Aber auch bei dieser abgekiirzten Schreibweise kann die Entwicklung 
noch unendlich viele Glieder enthalten. Wir bezeichnen nun beispiels- 
weise mit 
(> 2, >5), 


die Summe aller derjenigen Glieder, in denen mindestens zwei unnegierte 
und mindestens fiinf negierte a, vorkommen, d. h. es ist 


(}2, ]5),=(2, 00), +(3, 00), +(4, 0). +--+ (00, 5),+(00, 6), +(00, 7), +: 
=- 3S 4,4,4,,4,4,4,4, 0, 


aoa “nhuvaoa’ 
g BYE 


7 Hy AyMy* + yO 
Allgemein: 
(>p,> Va= = Mi, os @,4,°°° ,, Ob ta-++ty Sade . 
as far"* "9" 
Judas * dq 


DaB sich nun bei Anwendung dieser Schreibweise die ganze symmetrische 
Funktion als Summe endlich vieler Glieder darstellen laBt, ist ein zweites 
Kennzeichen gerade unserer symmetrischen Funktionen und tiberhaupt der 
Kernpunkt des ganzen Beweises. 

Die Herstellungsmethode einer solchen Normalform will ich nur an- 
deuten. Jeder Relativausdruck baut sich aus solchen Relativausdriicken, 
welche kein 2 oder JI enthalten und daher schon die verlangte Normal- 
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form besitzen, durch wiederholte Anwendung der vier Operationen 1) +, 
2) -, 3) S, 4) 77 auf: Man wird also jeden Relativausdruck auf die Normal- 
form bringen kénnen, wenn man einen solchen Ausdruck auf die Normal- 
form bringen kann, welcher aus bereits Normalform besitzenden Aus- 
driicken entsteht durch einmalige Anwendung einer jener vier Operationen. 
Die Ausarbeitung einer Methode fiir jede einzelne dieser vier Operationen 
ist nicht schwer und sei dem Leser iiberlassen. 

Die Normalform laBt sich also herstellen. Sie ist eine Boolesche 
Entwicklung. Hat bei ihrer Herstellung sich alles weggehoben, so ist die 
Gleichung in jedem beliebigen Denkbereich identisch erfiillt. Ist aber auch 
nur ein einziges Glied stehen geblieben, so kann man sofort einen end- 
lichen Denkbereich angeben, in welchem dieses Glied und folglich die ganze 
linke Seite der Gleichung nicht identisch verschwindet. Ist z. B. ein Glied 


p(j 2, 23,1, ~),, 


stehen geblieben, wo p Produkt ausgezeichneter Gebiete ist, so verschwindet 
das Glied nicht in einem Denkbereich mit sechs Elementen, in welchem 


p=1, 

a, =a,=1, b, =b, =1, 

a, = a,— a, = 1, b, =b, = b, = 0, 
a, = 0, b, = 1 


ist. 

Folgerung: Fluchtgleichungen enthalten auBer den Moduln auch noch 
andere Relative. 

Satz 5: Die Auswertung eines II oder & iiber alle Relative ist stets 
méglich fiir einen Ausdruck, der nur unindre Relativkoeffizienten oder hichstens 
noch die Koeffizienten von 1' oder 0' enthidlt und endlich viele E oder II iiber 
siimtliche Indizes. 

Es sei ein & iiber Relative auszuwerten; beim J7 verfahrt man dual 
entsprechend. 


Man entwickle in die Normalform des vorigen Satzes. Dann kann 
man die Glieder einzeln auswerten. Es ist z. B. 


> (5, 7, 3, 00), , = (5 +7, 3 +00), = (12, c),, 
b 
> (5, 7, = 3, 4). xe (> 5+ 3, 7 +4), — (> 8, 11),. 


Kommt unter einem > ein ausgezeichneter Koeffizient a, vor, so ist er 
a 


bei der Auswertung zu streichen (d. h. = 1 zu setzen), ebenso wire a, zu 
streichen. 
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Es bleibt nur noch die Aufgabe, das Ergebnis aus der Normalform 
in einen gewohnlichen Relativausdruck zuriickzuverwandeln. Die Methode 
hierfiir zeige folgendes Beispiel: 


(2, 1, 3, 00), = >(a,),4;),) (a,b,) (,b,4,b,4,,),) 0; :jeimd 1 (4,5, + Lys jatmn)- 


hy 4, j,k, l,m n 


§ 4. 
Zurtickfiihrung des héheren Relativkalktils auf biniren. 


Satz 6: Jede Relativgleichung bzw. Zihlgleichung ist einer binéren 
dquivalent, d. h. ist eine beliebige Relativgleichung bzw. Zahlgleichung 
f =0 gegeben, so kann man eine binire Relativgleichung bzw. Zahlglei- 
chung F = 0 angeben, welche dann und nur dann identisch bzw. nicht 
identisch bzw. niemals (fiir kein Wertsystem der Parameter) erfiillt ist, 
wenn das entsprechende von f=0 gilt; ebenso eine binire Gleichung bzw. 
Zihlgleichung F’ = 0, welche dann und nur dann fiir einige Wertsysteme 
erfiillt ist, falls es f= 0 ist. Dieses -laBt sich ja auf jenes zuriickfihren. 
F’ stimmt aber nicht mit F' iiberein. 

Dieser Satz hat im Relativkalkiil die Bedeutung, die in der Algebra 
der WeierstraBsche Satz hat, daB alle Probleme, die sich mit solehen kom- 
plexen Zahlen mit mehr als zwei Grundeinheiten lésen lassen, fiir welche 
dieselben Formeln gelten wie fiir unsere Zahlen, sich auch mit den biniren 
komplexen Zahlen lésen lassen. Ebenso sind auch alle Probleme, die sich 
mit Hilfe des terniiren und héheren Relativkalkiils lésen lassen, auch schon 
im biniren zu erledigen. (Einfacher kann freilich unter Umstinden die 
Heranziehung terniirer und héherer Relative sein.) 

Die Bedeutung unseres Satzes kann man daraus ermessen, daB jeder 
Satz der Mathematik oder irgend eines Kalkiils, der sich erfinden laBt, 
sich als eine Relativgleichung schreiben léBt, mit deren Erfiilltsein der 
mathematische Satz steht und fallt. Diese Umwandlung beliebiger mathe- 
matischer Siitze in Relativgleichungen wird, wie ich denke, wohl jeder 
ausfiihren kénnen, der die Arbeiten von Whitehead und Russel kennt. Da 
nun zufolge unseres Satzes sich aller Relativkalkiil auf biniiren Relativ- 
kalkiil zuriickfiihren laBt, so folgt daraus, daB man die Richtigkeit jedes 
beliebigen mathematischen Satzes entscheiden kann, wenn man nur ent- 
scheiden kann, ob eine binire Relativgleichung identisch erfiillt ist oder 
nicht. 

Es sei nun zunichst eine quaternire Relativgleichung vorgelegt; die 
ternire liBt sich als ein Sonderfall hiervon auffassen. Denn sind ternire 
Relativkoeffizienten a,,, gegeben, so kann man quaternire definieren durch 
die Gleichungen a, ,,, = 4; ;,. 


Mathematische Annalen. LXXVI. 30 
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Wir betrachten einen neuen Denkbereich, dessen Elemente die Ele- 
mentenpaare des alten 1' sind, den wir also 1* nennen miissen. Ist also 
li = (i, j, k, saad ‘) 

so ist 
1? = (@, ), (9), (j, a), (9, 9), (i, k) ii ‘). 


Der neue Denkbereich €, den wir im folgenden zugrunde legen wollen, 
entsteht nun aus 1*, indem man (é,7) durch #, (j,7j) durch j, usw. ersetzt. 
Es ist also 

E= (@, GD, (iO. J, >> -)- 


Die Elemente benennen wir zweckmaBig mit einzelnen Buchstaben, etwa 
I, K, L,-++. Ist I= (i,j), so nennen wir i das Vorderglied, j das Hinter- 
glied von I. i wollen wir als sein eigenes Vorder- und Hinterglied be- 
trachten. 

Jedem quaterniiren Relativ a, dessen Indizes 1' zu durchlaufen haben, 
ordnen wir nun ein binires Relativ A zu, dessen Indizes € durchlaufen 
sollen, und zwar in der Weise, daB fiir J = (i,j) K = (k,l) 


G@ijei= Are, Giar= Aix, Gijpe=An, Giz = An 


ist. Damit ist, wenn a als gegeben betrachtet wird, A vollstindig defi- 
niert als binares Relativ mit € als Denkbereich erster Ordnung. 

Auf Grund dieser Zuordnung ersetzen wir nun in f = 0 alle quater- 
niren Relative durch die zugeordneten biniiren. Da die Relativkoeffizienten 
nicht mehr durchweg Elemente von 1', sondern Elemente von € sind, so 
sind auch die Summations- und Produktionsindizes so abzuindern, daB sie 
sich iiber das ganze € erstrecken. Kommt z. B. in f vor 


(1) 244511 Byars 
und wird a;;,; durch A;x, b;,,; durch B,, ersetzt, so kommt der Summations- 


index i vor in J= (i,j) und in L = (i, 7); daher ersetzen wir die Summa- 
tion iiber i zuniichst durch eine solche tiber J und Z und schreiben 


(2) 22 Aix Bs. 


Wir miissen nun aber bedenken, daB diese neue Summe mehr Summanden 
enthilt als die alte (da sich J und L jetzt tiber das ganze € erstrecken 
und nicht nur iiber 1"). Diesem Obelstande miissen wir abhelfen, denn 
wir wollen ja eine Gleichung herstellen, welche genau soviel Summanden 
und Faktoren enthilt, wie die alte, ja, welche sich von der alten durch 
nichts unterscheidet als durch die Bezeichnung (mit einer Ausnahme 
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freilich). Wir erreichen unsern Zweck, indem wir jedes A;x B,;, mit je 
einem Faktor multiplizieren, welcher gleich 1 ist bei denjenigen Summan- 
den, welche auch in der alten Summe auftreten, bei den tibrigen aber 
gleich 0. Wir definieren naimlich zwei Relative V und H durch 


(3) (Viz = 1) = J ist Vorderglied zu J), 
(Hr; = 1) = (J ist Hinterglied von J). 


Diese Definitionseigenschaften von V und H sind spiater auch noch in die 
Gleichung aufzunehmen; einstweilen betrachten wir V und H als gegebene 
Relative, deren Indizes Elemente von € bedeuten. Denn auch die Vorder- 
und Hinterglieder sind ja Elemente von €. Es gilt 


(V; V)rs = 1) = (Vorderglied von I = Vorderglied von J), 
(4) \((V; HM); = 1) = (Vorderglied von I = Hinterglied von J), 
(A; H);, = 1) = (Hinterglied von I = Hinterglied von J). 
Die Summe 
(5) 22 Ayx By, Hy; Vix 


ist nur der Form nach eine Summation iiber €, in Wirklichkeit ist es 
nur eine Summation iiber 1’, da die zu (2) hinzugefiigten Faktoren alle 
Glieder wegfallen lassen auBer denjenigen, in denen die Summationsindizes 
die Hinterglieder bzw. die Vorderglieder von j bzw. 1 haben. Trotzdem 
enthalt auch diese Summe immer noch mehr Summanden als (1); und es 
sind nur diejenigen Summanden beizubehalten, fiir die das Vorderglied 
von J iibereinstimmt mit dem Hinterglied von L, d. h. es ist noch der 
Faktor (V; H),, hinzuzufiigen. 


(6) 22 Aix Bri Hy: Viz (V3 Adz 


enthalt nun genau so viel Summanden wie das vorgelegte (1), doch ist 
(6) allgemeiner als (1), weil die Ubereinstimmung der beiden Indizes j, 
der beiden k, der beiden 1, welche in (1) zu sehen ist, nicht in (6) zum 
Ausdruck hommt. Dies muB noch geschehen mit Hilfe von (4): 


(7) SD Aix Bri Hy Vi2(V; A)t(V; An (V; A (V; Aix 


ist an Stelle von (1) zu setzen und von derselben Allgemeinheit wie (1). 
Das Produktieren geschieht dual entsprechend wie das Summieren. 
Wie in diesem Beispiel durch die letzten Faktoren die Gleichheit 
30* 
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gewisser Indizes der vorgelegten Gleichung zum Ausdruck gebracht wird 
(eine Gleichheit, die bei der Einfiihrung der neuen Relativkoeffizienten 
zunichst nicht mehr zum Ausdruck kam), so hat man iiberall zu suchen, 
wo in f=0 gleiche Indizes vorkommen oder wo die Gleichheit bzw. Un- 
gleichheit von Indizes durch Koeffizienten wie 1;, oder 0;, zum Ausdruck 
kommt; und wo dann durch Einfiihrung der neuen Relativkoeffizienten 
diese Gleichheit bzw. Ungleichheit nicht mehr zum Ausdruck kommt, hat 
man sie wieder durch Einfiihrung entsprechender Faktoren bzw. Summan- 
den wie in dem letzten Beispiel zum Ausdruck zu bringen. Nur dann 
kann man sicher sein, daB die neue Gleichung genau die entsprechenden 
Umformungen gestattet wie f= 0 und folglich genau dann identisch er- 
fillt ist, wenn f= 0 es ist, da ja dann beide Gleichungen genau dieselben 
Funktionen von Relativkoeffizienten enthalten, nur dab die Argumente, 
d. h. die Relativkoeffizienten, anders benannt sind. 

Jetzt sind noch die Eigenschaften von V und H in die neue Glei- 
chung aufzunehmen. Ich will im folgenden Relative stets in Form einer 
Tabelle schreiben, d. h., wenn etwa a, 8, y,--- die Elemente eines Denk- 
bereichs erster Ordnung sind, so will ich das Relaliv a folgendermaBen 
schreiben: 











« B Yy-: 
@ | Ba a. Gyy*** 
G=)B\ Gs. Opp Oy --- 
€ Ga Fe Fy 


Jeder Untermenge des Denkbereichs erster Ordnung entspricht dann ein 
»System“ im Schréderschen Sinne, z. B. der Menge 


W = (a, y, 9) 
entspricht das System 
ia, 8B, 1) 0, &° 
«1 fn i ee 
B09 0 00 0. 
A =; “ 
yil 11i14i1+- 
i eS 
«0 @e1 64. 





in welchem die zu den Elementen a, y, d von % gehérenden Zeilen lauter 
Einsen enthalten, die tibrigen Zeilen dagegen lauter Nullen. 
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Der Untermenge 1 von € entspricht nun ein System q, namlich 














| 4 (i, j) Gj; i) j (i, k)--- 
;iti ty = = 
(i, )\0 0 O 6. Soni. 
1~)(j,i)|0 0 0 0 0 
j Cn je = 4 
(i,k)/0 0 0 0 0 
Ferner ist a sagen 
v (i, j) (j; i) j (i, k) eae 
oe oo 0 0 1 
(i,j)|0 0 0 0 0 
Y=\(j,9/0 0 0 0 0 
j |0 0 1 1 O 
G,k)}0 0 0 0 0 
1? GD) GA I GD: 
‘ji 0 it. @% 
(i,j)|\0 0 0 0 0 
H=)\(;5 310 0 0 0 0 
j jo 1 I wr 
G, #)) 0 0 i. &..% 





Wir wollen nun die Eigenschaften von V und H durch bloBe Relativ- 
gleichungen ausdriicken. Diese Eigenschaften bestehen kurz gesagt darin, 
daB sie die Elemente von € in ein quadratisches Schema ordnen. Diese 
Eigenschaft ist nun im folgenden logisch zu zergliedern und in Relativ- 
gleichungen zu iibersetzen. 

Zuniichst sind V und H das, was Schréder eine Funktion i im engeren 
Sinne nennt, d. h. V und H ordnen jedem Element J von € ein und nur 
ein Element zu (nimlich das Vorder- bzw. Hinterglied von J). Diese 
Eigenschaft wird ausgedriickt durch 


(1) V; V<1' <7; J, 
(2) H; H€1' <H; H 


(vgl. Schréder Bd. III, 8. 587, 17)). 
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Die Menge simtlicher Vorderglieder ist das friihere 11, das System 
samtlicher Vorderglieder ist also qg (vgl. S. 467), d. h. es ist g =V; 1; da 
aber ebenso g = H; 1 ist, so ist 
(3) ' V;1— H;1. 


Eine weitere Eigenschaft von V und H besteht darin, daB jedes 
Element von 1' sein eigenes Vorderglied ist, d. h. 


q-l<V-1' 
oder 
(4) V;1-1l'<V-1’, 
ebenso 
(5) H;1-l'<H-1. 


Wegen V<V;1 darf statt < auch = stehen in (4) und (5). 
Man denke sich nun ein quadratisches Schema hergestellt von folgen- 
der Art 
|i| sls 
| 


| 
| 
| 





i 

| 

| 

| | 
| 

| ' 

| 


| 
| 
— 
~T | . 
| 
| 


wo i,j, k,--+ die simtlichen Elemente von 1! sind, d. h. die siimtlichen 
Vorder- und Hinterglieder. Wir schreiben nun ein Element von &, welches 
das Vorderglied m und das Hinterglied nm besitzt, in das Feld der m™ 
Zeile und n*" Spalte unseres Schemas. Durch (1), (2), (3) ist zum Aus- 
druck gebracht, daB jedes Element von € genau ein Vorder- und ein 
Hinterglied besitzt, dh. also nach unserer Vorschrift in genau ein Feld 
unseres Schemas hineingeschrieben wird. Es ist nun zum Ausdruck zu 
bringen, daB jedes Feld ein und nur ein Element enthilt. 

DaB jedes Feld héchstens ein Element enthilt, bedeutet folgendes: 
Haben zwei Elemente J und J dasselbe Vorder- und Hinterglied, ist also 


(V;V)s—1, (H;H)s=1, 
so stimmt J und J iiberein, d. h. 17; = 1; es ist also 
(VV is (A; A): <1), 
und da dies fir beliebige J, J gilt, ist 


(6) V;V-A;sH<1' 
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DaB endlich jedes Feld des Schemas mindestens ein Element von € 
enthailt, bedeutet folgendes: Wenn J und J zu 1* gehdren, wenn also 
Qi = 1, G1 =%s = 1, 80 mu8 ein Element K existieren, welches J zum 
Vorderglied und J zum Hinterglied hat, es mu8 dann also sein 


1 <2 VixHix = 20 ix Ax: = (V;A)x. 


Daher ist g9:1<(V;H);s fiir beliebige I, J, d. h. 
q4<V;H 

oder 
(7) V;1-1;H < V;H. 
Der Gleichung F’ = 0 ist also noch (1) bis (7) als Voraussetzung voran 
zuschicken: 
(8) (1) bis (7) < (F” =0). 
Dies gibt, in eine Primiirgleichung verwandelt und auf 0 gebracht, die 
gesuchte Gleichung F = 0. 

Ist in der Tat f= 0 nicht identisch erfiillt, so gibt es einen Bereich 
1' und ein Wertsystem der Relativkoeffizienten von den in f vorkommen- 
den Relativen a, b,---, fiir welche sie nicht erfillt ist. Konstruiert man 
dann aus 1’ durch Paarbildung den Bereich € und definiert V und H wie 
auf S. 465, so ist fiir diese V und H die Vor. (1) bis (7) erfiillt, kann also 
wegbleiben, und # = 0 kann durch F” = 0 ersetzt werden. Jedem Koef- 
fizienten aber, der in f = 0 vorkommt, entspricht ein Koeffizient, der in 
F’ =0 vorkommt; und mit einem Wertsystem, das f= 0 nicht erfiillt, 
ist auch eins gegeben, das F’ = 0 und damit / = 0 nicht erfiillt, qed. 

Ist umgekehrt ein Bereich € und ein Wertsystem der Relativkoef- 
fizienten der in F = 0 vorkommenden Relative A, B, ---, H, V gegeben, 
welches F =O nicht erfiillt, so gehéren zu diesem Wertsystem auch 
Werte von V und H, und zwar solche, welche (1) bis (7) erfiillen; denn 
fiir andere Wertsysteme ist ja F = 0 nach (8) identisch erfillt. 7’ = 0 
kann daher nach (8) durch das gegebene Wertsystem nicht erfiillt sein. 
Wir kénnen nun einen Bereich 1' und ein zu diesem gehériges Wert- 
system der in f= 0 vorkommenden Relativkoeffizienten finden, fiir das 
auch f= 0 nicht erfillt ist. Setzen wir nimlich V;1—4q, so entspricht 
diesem System eine Menge, die wir als Bereich 1’ fiir f—0 zugrunde 
legen wollen. Kommt in F’=0 ein Koeffizient A;x vor, so gibt es nach 
(1) bis (7) genau je ein Element i, j, k,l, so dab 


Viz=1, Hj, =1, Vix = 1, Aix=1. 


Nach Bestimmung dieser Werte i, j, k, 1 lassen wir dem A;x ein a,j; ent- 
sprechen und erteiten dem a,,;,; denselben Wert, der fir A;x gegeben ist, 
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So gelangen wir zu einem Wertsystem, welches f = 0 nicht-erfiillt, da es 
F’ = 0 nicht erfiillt. Mit f= 0 ist daher auch F = 0 identisch erfillt und 
umgekehrt. 

Liegt nun eine héhere Relativgleichung vor, etwa eine senire mit 
Koeffizienten 4@,,,,,,,, 80 kann man diese nach derselben Methode in eine 
ternire verwandeln, (deren Umwandlung in eine binire wir bereits kennen), 
indem man setzt: 

(i, j) =I, (k, l) = K, (m, n) = M, 
oder man kann sie mit unwesentlicher Abiinderung der Methode auch 
gleich in eine binare verwandeln, indem man setzt 


(i, db k) _— J, (i, m, n) = L. 


Quiniire, septenire usw. Gleichungen lassen sich auf senire, oktonire usw. 
zuriickfibren. 
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Kin neuer Existenzbeweis fiir die Integrale der 
Differentialgleichung y’ = f(z, y). 


Von 


Oskar Perron in Heidelberg. 


In dieser Arbeit werde ich einen Existenzbeweis mitteilen, der von 
der Funktion f(z, y) lediglich Stetigkeit fordert und der mir wesentlich 
durchsichtiger scheint als die seither fiir diesen Fall gegebenen Beweise.*) 
Dazu kommt der folgende weitere Vorteil. Bei allen bisher gefiihrten 
Existenzbeweisen (mit und ohne Lipschitzbedingung) wird die Funktion 
f(x,y) in einem Bereich |2— a,|< a, y—y,| <b stetig vorausgesetzt, 
und wenn M das Maximum ihres absoluten Betrages ist, so erhilt man 
die Integrale allemal nur in dem Bereich 


|% — Ly| < Min (a, 5): 


Demgegeniiber liefert der folgende Beweis einen Existenzbereich, der im 
allgemeinen erheblich gréBer ist und in der Praxis meist gestatten wird, 
die Integralkurven in ihrem gesamten Verlauf zu verfolgen. Dabei be- 
schrinke ich mich auf den Fall z— 2, > 0, da dann fiir den umgekehrten 
nur die Transformation « = — x’ nétig ist. 


§ 1. 
Formulierung des Existenztheorems. 


Die Funktion” /(z,y) sei stetig in einem Gebiet 7, das durch die 
Ungleichungen 
t%<x<X, 


o,(2) Sy S@,(2) 


definiert ist. Dabei sollen die Funktionen ,(7), @,(x) den folgenden 
Forderungen geniigen: 





*) Literatur bei Painlevé: Encyklopiidie der mathematischen Wissenschaften, 
ILA 4a, § 8. 
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1. Sie sind in dem Intervall (z,, X) stetig und nehmen fiir 7 = x, 
den Wert y, an. 

2. Die vor- und riickwirtsgenommenen Differentialquotienten D,a,(z), 
D_a,(z) sind vorhanden und geniigen den Ungleichungen: 


D, a, (2) S f(z, @,@)), 

D, @,(x) = f(x, @,(@)). 
Unter diesen Voraussetzungen wollen wir zeigen, da6 es im Intervall 
(a, X) wenigstens eine Funktion y = y(x) gibt, die ganz im Gebiet T 
bleibt, so daB insbesondere y(z,) = y, ist, und die der Differentialgleichung 


y¥ =f(#,y) 
geniigt. 
Zur Veranschaulichung ist in der Figur 
ein Gebiet 7 gezeichnet. 
% Wenn f(z, y) stetig ist fiir 


@) 
MSrtS%Mmt+a, \y—wH%\ Sb, 


und wenn M das Maximum von | f(s, y)/ in 
diesem Bereich ist, so geniigen die Funktionen 


bet 











O % 


@,(%)=y% —M(z—%), @,(2) = y+ M(x - 2%) 
unseren Forderungen in dem Intervall 
0<2—2, < Min (a, 7): 


Der bekannte in der Einleitung erwiihnte Existenzbereich ist also in dem 
unseren jedenfalls enthalten. 


§ 2. 
Gewinnung einer Funktion g(x), die sich spiiter als Integral 
erweisen wird. 


Das Maximum von |f(z,y)| im Gebiet 7 sei M; dabei soll M>0O 
sein, da fiir M—0 die Sache trivial ist. Wir setzen die Funktion f(z, y) 
tiber 7 hinaus fort, indem wir definieren: 

f(z,y)=f(z,9,@)) fir y¥<a,(2), 

(2, y) =f(@,@,(@)) fir y>a,(z). 
Dann ist die Funktion f(z, y) fir z,<2< X und beliebige y definiert; 
offenbar ist sie in diesem unendlichen Gebiet gleichmdfig stetig, und das 
Maximum ihres absoluten Betrages ist immer noch M. 

Jede stetige Funktion g(x), die fiir ~, den Wert y, annimmt und 
fiir z <2< X den Ungleichungen 


D, 9(x) < f(a, p(x) 
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geniigt, nennen wir eine Unterfunktion. Z. B. wird 
p(x) = @, (2) — e(@—2), 
wenn ¢ irgend eine positive Zahl bedeutet, eine Unterfunktion sein; denn 
hier ist 
D, p(x) ag D, @, (x) a <f(, @; (2)) =o f (2, 9 (@)) =. oe 
Jede stetige Funktion w(x), die fiir z, den Wert y, annimmt und 
fir z,<2< X den Ungleichungen 
D, ¥(x) > f(@, ¥@)) 
geniigt, nennen wir eine Oberfunktion. Z. B. wird 
: , p(x) = @,(2) + &(u—%) (e>0) 
eine solche sein. 
Bezeichnet g(x) eine Unter-, y(”) eine Oberfunktion, so ist stets 
(1) 9(2)<v(2) fir m<2<X 
und zwar Gleichheit nur an der Stelle 7). Denn wegen 9(2)) = o(%) = 4% 
und wegen 
Dy, P(X) < f(Xo, Y(&)) = F (Ho ¥%)) < D, v (a) 
ist jedenfalls p(x)< (x), wenn x — a, positiv und geniigend klein. Wire 
nun einmal g(z)> v(x), so miiBte es eine erste Stelle x,(> 2) geben, 
fiir die g(z,) = w(a,) wire; also 
p(x) = ¥(%), 
p(x, —h) < v(a, —h) 
fiir beliebig kleine positive h. Daraus folgt aber 
D_9(x,) = D_¥(@,), 
wihrend in Wahrheit doch 
' D_—(@) <F(%, P(e) = F(a, ¥@)) < D_v¥(%) 
sein mub. 
Ist w(x) eine bestimmte Oberfunktion, so ist die Ungleichung (1) richtig 
fiir jede Unterfunktion g(x). Fiir einen festen Wert « haben daher die 
Funktionswerte der Unterfunktionen eine endliche obere Grenze, die wir 
g(x) nennen. Offenbar ist g(z,) = y,. Ebenso haben die Funktionswerte 
der Oberfunktionen eine endliche untere Grenze G(x), und-es ist auch 
G(x) = y- Aus (1) folgt dann sofort g(x) < G(2). 
Da ,(%) — e(a—2,) eine Unterfunktion ist, so wird jedenfalls 
g(z) = @(2) — «(@— 4) 
sein; also weil hier ¢ beliebig klein sein kann: 
g(2) = @, (2). 
Analog ist G(x) < @,(x); also schlieBlich: 
(2) @, (x) <9(2) S G(z) So, (2). 
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Hiermit haben wir fiir 2, << «< X zwei Funktionen g(x), G(x) defi- 
niert, die fiir = z, den Wert y, annehmen und wegen (2) dem Gebiet T 
angehéren. Wir wollen beweisen, dab diese Funktionen Integrale unserer 
Differentialgleichung sind. Dabei wird es geniigen, den Beweis fir g(x) 
durchzufiihren, der dann sofort auf G(x) zu tibertragen ist. Wir fihren 
den Beweis in drei Schritten (§ 3—5). 


g§ 3. 
Stetigkeit von g(x). 


Der erste Schritt besteht in dem Nachweis, daB g(x) stetig ist. Seien 
2, %_ zwei ungleiche Werte des Intervalles (x, X), und etwa x, < 2. 
Ist (x) eine beliebige Unterfunktion, so hat man einerseits*) 


9) 96) S91) — 9) < 9m) — 9) +f 7a, oe) ae 


< 9(Z_) — H(*,) + M(x, — 2,). 
Andererseits aber auch 


(4) g(%) — 9(%) >} YH) — 9%) = [9(%,) —9(%)] + LP (a2) — (a). 
Nun gibt es eine Unterfunktion g(z), welche an der Stelle z, dem 


Wert g(z,) beliebig nahe kommt, weil ja g(z,) als obere Grenze von 
g(az,) definiert ist. Daher folgt aus (3): 


(5) 9 (4) — 9(%) S M(x, —2,). 
Andererseits gibt es, wenn « eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet, 
auch eine Unterfunktion g,(z), welche an der Stelle z, der Ungleichung 


9(2;) — 9, (4) <e 


*) Hier sowie mehrfach spiiter wird der Satz benutzt: Aus der Ungleichung 
D, y(2)< F(a), wo g(x), F(x) stetige Funktionen bedeuten, folgt fiir 2, < 2x,: 

%2 
(x) — 9(a,)< { F(a) dz. 


Diesen beweist man folgendermaBen. Die stetige Funktion 


Z z 
ae a e °. = r— Q, ie ‘ . . 
P(e) =([9@,) —9@) — f Fo at | F—% — 9 @) + fFwat 
x, * 

hat im Intervall (z,,2,) ein Maximum, und da P(z,)=— P(x,), so nimmt sie ihr 
Maximum gewif auch an einer von z, verschiedenen Stelle € an. Dann ist aber 
D, P(&) <0; also: 


2% 
[ Ha) — 9(@,) — [Fo at] = 4 4 <D.9@-FO<0 = Wind.w, 
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geniigt. Setzt man dann 
g,(%) fir m<r<n, 
1 (%) —(M+s)(@—2,) fir 1 <S2r<X, 
so ist offenbar auch ®(z) eine Unterfunktion; und wenn man in (4) 
speziell m(x) = (x) einsetzt, erhiilt man: 
9(%) — 9(@,) > — ¢ —(M +8) (&, —2,). 

Da « hier beliebig klein sein kann, so ist auch 
(6) 9 (%) — g(a) = — M(x, —4,). 

Mit den Ungleichungen (5) und (6) ist aber die Stetigkeit von g(x) 


bewiesen. 


O(x) = 


§ 4. 
Approximation von g(x) durch Unterfunktionen. 


Sei « eine (beliebig kleine) pesitive Zahl. Dann gibt es gewiB eine 
Unterfunktion g(x), fiir welche an einer festen Stelle x des Intervalles 
(a, X) die Ungleichung 
(7) g(2) — p(a) <e 
gilt, da ja g(x) die obere Grenze von (x) ist (bei festgehaltenem 2). 
Wir wollen aber jetzt zeigen, daB es auch eine Unterfunktion g(x) gibt, 
fiir welche die Ungleichung (7) im ganzen Intervall (x, X) gilt. Dazu 
schicken wir folgenden Hilfssatz voraus: 

Sind , (x), m,(x), ---, p,(#) Unterfunktionen, so ist auch 

(2) = Max (9, (Z), Pe(@), °°, Pn (2)) 
eine Unterfunktion. 

Es geniigt, das fiir »=—2 zu beweisen, weil der allgemeine Satz sich 
dann sofort durch den SchluB von m auf n+ 1 ergibt. Sei also n = 2. 
Offenbar ist (x) stetig, und es ist O(a%)—y,. Wenn nun an einer 
Stelle = € etwa g,(x) > ,(x) ist, so gilt das auch in der Umgebung 
von &; folglich ist ®(€) = m,(&), und 

D,0(§) = D, 9, (8) < F(§, 91) = FE, O@)- 

Wenn dagegen an einer Stelle x = & einmal 9,(z) = g(x) ist, so 

findet man leicht: 


D,%(&’) = Max (D, 9,8), D, 2(€)) < £&, 91 €)) = FF, v2), 
D_%(§’) = Min (D_9,&), Do) < f8, 1 €)) = £8, 92€); 
also gewiB auch 
D, o(8) < f(&', O€)), 


womit der Hilfssatz bewiesen ist. 
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Um nun eine Unterfunktion der oben verlangten Art nachzuweisen, 
schalten wir in das Intervall (x, X) Zwischenwerte ein: 
By <4, <a <4, <2, = X, 
und zwar so nahe beieinander, daB 


3M’ 

und daB auBerdem die Schwankung der stetigen Funktion g(x) in den 
Intervallen (z,_,, z,) kleiner als = ist.*) Nun laBt sich gewiB eine Unter- 
funktion »,(z) angeben, welche an der Stelle x, der Ungleichung 


G—-Fii< 


I(%,) — 9%) <= 
geniigt. Nach dem obigen Hilfssatz ist dann auch 
(x) = Max (9, (x), 9,(@), --+, ,(2)) 
eine Unterfunktion, und von dieser laBt sich zeigen, daB sie der Forderung 


(7) geniigt. Ist nimlich z irgend ein Wert des Intervalles (z,, X), so 
gehért x auch einem Teilintervall (x,;_,, z;) an. Daher wird 


(2) > o,(x) > v(x) —f F(t, p(t) at 


= 9;(x,) — M(x,— 2) 
= 9(x) — [9(«) —9(«,)] — [9(@) — 9 (%)] — M(a,—2,_,) 
>9@)-$-$-$ 
Also in der Tat 
g(a) — O(a) <e. W. z. b. w. 


§ 5. 
Nachweis, daB g(x) der Differentialgleichung geniigt. 


Wir kommen jetzt zum dritten und letzten Schritt unseres Beweises. 
Seien wieder z,, 2 irgend zwei Werte des Intervalles (z,, X), und sei 
Z,<%. Dann ist, wenn g(x) eine beliebige Unterfunktion bedeutet 
(vgl. (3) und (4)): 


(8) 9 (a4) — g(a) < 9 (a2) — (a) +.f F(x, p@)) ae, 


(9) 9(%) — 9(%) => [9(%1) —9(%,)] + [9 (22) — 9(%)]. 


*) Nach (5) und (6) ist tibrigens die zweite Bedingung von selbst erfillt, wenn 
die erste erfiillt ist. 
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Nun kann man nach § 4 die Unterfunktion g(x) so wihlen, dab 
g(%) — (x) im ganzen Intervall (a, X) beliebig klein wird; dann wird 
aber auch | f(x, p(x)) — f(x, g(a))| beliebig klein, und aus (8) folgt daher: 


(10) 9(@,) — 9(@,) <f f(@, ga) dw. 


Andererseits sei ¢ eine beliebig kleine positive Zahl. Man kann ihr 
eine positive Zahl 6 = 6(¢) zuordnen derart, dab fiir ,<2< X durchweg 


(11) \f(a, y) — f(a, 2)\<e fir |y—s\<6 
wird. Und wiederum gibt es eine positive Zahl 4 = »(«) derart, dab 
(12) lg) —g(@@’)|< 2 = far j2—a'\ <n 


wird.*) Wir setzen dann 
Min (i, sapca) = % 
(M -+- e) 

so daB also 6 eine positive Zahl ist, die von « abhiingt. 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir in (9) fiir z,, z, speziell zwei 
Zahlen wihlen, fiir welche 

O0<4,-—%4,<6 

ist, und wollen fiir g(a) eine Unterfunktion einsetzen, die wir auf folgende 
Art konstruieren. 


Bedeutet tr eine beliebig kleine positive Zahl, die jedenfalls kleiner 
als : sein soll, so gibt es eine Unterfunktion g,(z), die an der Stelle z, 


der Ungleichung 
é 
9(%1)-— 9, (4)<tr< 3 
geniigt. Wir setzen dann 


g(x) fir mircx, 





D(x) = } , (4) +f Ft, 9) dt—e(a—z2z,) fir 4,o272%, 


im —(M+1)(#-—2,) fir ~2ixr<eX, 
und zeigen, daB (x) eine Unterfunktion ist. Zunichst ist  (7))=@,(%))=%.- 
Sodann ist das Bestehen der Ungleichungen 


D, (x) <f(@, O@) 
in den Intervallen (z,, z,) und (a,, X) trivial; wir brauchen das also nur 





*) Nach (5) und (6) kann man 7 = ow wihlen. 
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noch fiir das Intervall (z,, z,) zu beweisen. Fiir einen Wert z dieses 
Intervalles ist nun 


(13) D, (2) _ f(a, g(2)) a 
Andererseits ist 


g(x) — O(@) S \9(@)—9(@,)| + |9(%) — O(@,)| + | O(a) — O(@) 
<f4et+(Mts)(e—2) <3 4$4 4-8, 
so daB nach (11) | 
if (2, g(z)) = f(z, (z))| <é 

sein wird. Aus (13) folgt dann 

D, (x) < f(z, O(w)) +e—«. 
Also ist (x) wirklich eine Unterfunktion. Diese wollen wir fiir p(x) in 
(9) einsetzen, und erhalten dann 


9(@,) — g(a) > (x) — g(x,) +f fit, gb) at — (2, —a,) 


>-t +f f(a, g(a)) dx — & (4%, —2,). 


Da aber t beliebig klein sein darf (unabbingig von «), so folgt hieraus: 


g(a) — 9(a,) > f f(x, g@)) dx — e(2, —2,) 


fir 0< #,—2,<6=o(e). Im Verein mit (10) ergibt sich also: 


1 ~y i 1 > 
a—a Ste, g(a))dz => sey 9%) > ae J f(z, g(@@)) dz —e, 


=e oa 
wo «é beliebig klein sein darf, wenn nur das Intervall (z,, z,) klein genug, 
nimlich < 6(e) ist. Hieraus folgt aber augenblicklich: 


g (x) = f(2, 9(2)) 
im ganzen Intervall (z,, X); w.z. b. w. Selbstverstindlich ist unter g’(z,) 
nur D,g(z,), unter g’(X) nur D_g(X) zu verstehen. 


§ 6. 
Ergiinzungen zu dem Existenztheorem. 
Ebenso wie wir die Funktion g(x) als Integral der Differentialgleichung 
y = fi (2, y) 
nachgewiesen haben, erweist sich auch die Funktion G(x) des § 2 als 
ein Integral. Wir beweisen jetzt, daB jedes beliebige Integral y = y(z), 
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das fiir r=, den Wert y, hat und dem Gebiet JT angehért, den Un- 


gleichungen 
9(2) Sy(z) S G@) 
genigt. , 
Wiire einmal y(x) < g(x), so miiBte es auch eine Unterfunktion (2) 
geben, fiir die einmal y(z) < g(x) wire. Nun ist aber 


9" (XZ) = F(2o, Yo) = F (Xo P(X) > D, p(X); 


daher fiir geniigend kleine positive «— 2, gewiB y(x) > (x). Da aber 
auch einmal y(x) < p(x) werden soll, muB es eine erste Stelle §(> 2) 
geben, fiir die y(£) = m(&) wird. Dann ist aber 


y(&) = (8), 
y(§—h) > 9 —h) 
fiir beliebig kleine positive h, woraus folgt: 


D_y(&) < D_(&) < £(E, p@) = F(E, ye), 


wahrend doch 


D_y(&) = (&) =f, ¥@) 


sein muB. Wegen dieses Widerspruchs ist in der Tat dauernd y(x) > g(a), 
und ebenso zeigt man, daB y(x) < G(z) ist. 

Wir wollen deshalb g(x) als die Minimal-, G(x) als die Maximal- 
lésung der Differentialgleichung bezeichnen. Wenn beide zusammenfallen, 
kann es nach obigem nur ein Integral geben, das fiir z=, den Wert y, 
annimmt. Daftir ist bekanntlich die Lipschitzsche Bedingung hinreichend; 
weitere hinreichende Bedingungen hat Herr Osgood angegeben.*) 

Wenn die Minimal- und Maximallésung nicht identisch sind, so wird 
das zwischen ihnen liegende Gebiet, wie bereits Herr G. Mie gezeigt hat**), 
liickenlos von ‘Integralen ausgefiillt; d. h. wenn die Zahlen z,, y, den Un- 
gleichungen geniigen: 

Xo < x, < Xx ’ 


9X) < yy, < G(x), 


so gibt es wenigstens ein Integral, das fiir «= 2, den Wert y, und fir 
x=, den Wert y, annimmt. Setzen wir niimlich die Funktion f(z, y) 


*) W. F. Osgood: Beweis der Existenz einer Lisung der Differentialgleichung 
oY _ He, y) ohne Hinzunahme der Cauchy-Lipschitzschen Bedingung. Monatshefte 
fiir Mathematik und Physik 9. 


**) G. Mie: Beweis der Integrierbarkeit gewdéhnlicher Differentialgleichungs- 
systeme nach Peano. Math. Ann, 43. 


Mathematische Annalen. LX XVI. 31 
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wieder tiber 7 hinaus fort wie in § 2, so gibt es wenigstens ein Integral 
— es heiBe Y —, das fiir «= 2, den Wert y, annimmt und im Gebiet 
22 >%, 
M(x, — x)= ¥(x)—y, >— M(x, —2) 
bleibt; das lehrt unser Existenzsatz, wenn man die in der Einleitung er- 
wihnte Transformation «= — z’ macht. Wenn dabei dauernd 
(2) S ¥(x) S G(z) (a, 2"2> 4) 
ist, so hat Y die verlangte Eigenschaft. Andernfalls muB es im Intervall 
(2, Z,) eine letete Stelle — geben, fiir welche Y()— g(&) oder Y(E) = G(é) 
wird. Dann ist aber die Funktion 
(2) { Y(az) fir z,>22>8, 
’ g(x) baw. G(x) fir E>zr>2, 
ein Integral der verlangten Art. 7 
Beispiel. Bei der Differentialgleichung y= Vy, wo der nicht nega- 
tive Wert der Quadratwurzel gemeint ist, gibt es unendlich viele Integrale 
durch den Nullpunkt. Dabei ist 0 die Minimal-, und - die Maximal- 


lésung. Alle dazwischenliegenden miinden in die Minimallésung ein. Denn 
das fiir z — 0 verschwindende Integral, welches fiir z = z,(>0) den Wert 


Y; (>0, < 3 e,*) annimmt, ist: 


1 6 . ~ 
ye) — [e+ 2VH) fiir #2%—2Y%, 
0 fir 2<a,—2Vy,. 


§ 7. 
Zwei Beispiele. 


Wir behandeln jetzt zwei Beispiele, die die Niitzlichkeit des in § 1 
angegebenen Existenzbereiches der Integrale dartun sollen. 

Erstes Beispiel. 

y=r—y’. 

Hier ist f(x,y) —x—y*, und die partielle Ableitung ie ist tiberall 
vorhanden und stetig. Also ist in der Umgebung jeder Stelle die Lip- 
schitzsche Bedingung erfiillt, so daB durch jeden Punkt der Ebene eine 
und nur eine Integralkurve geht. Wie weit sich aber eine solche erstreckt, 
ohne etwa mit einer zur Y-Achse parallelen Asymptote ins Unendliche zu 
wandern, dariiber li8t sich aus den bisher bekannten Existenztheoremen 
nichts ausreichendes entnehmen. Wir wollen jetzt zeigen: Wenn 2,> 0, 
% >, so lait sich die durch den Punkt 2, y, gehende Integralkurve bis 
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zu beliebig groBen positiven Werten von x fortsetzen und hat den Parabel- 
zweig y= Vx mit positiver Wurzel zur Asymptotenlinie. 

Ist etwa 2, — y." <0, so bilden wir, unter 6 eine beliebig kleine 
positive Zahl verstehenc, die Funktionen 


% —A(e—a) fir y,—-Aw—%) QO, 
aid< a (x — x — ¥) fiir 0<a(z—a,—*)<Vz—4, 


Vz—o fiir Vz—8<a(e—a,—%), 


y fir rly’, 


o(#) = Vz fir x>y,*. 


Diesen entsprechen geometrisch zwei gebrochene Kurvenzweige, die in 
nebenstehender Figur gezeichnet sind. Man sieht sofort: 


@;(%q) = @3(Xy) = Yo; 
@,(2) < w,(z) fir 2 > 2, 
D, @,(2) >2—o,(x)*; 


und wenn die Zahl A sehr groB, und a(>0) 
sehr klein, so wird auch 








D, o,(%) S « — @,(z)*. 


Die Funktionen @,(x), @,(”) geniigen also den Forderungen unseres 
Existenztheorems, wobei der Wert X noch ganz beliebig groB angenom- 
men werden kann. Daher liBt sich das fiir « = x, den Wert y, annehmende 


Integral y = y(x) bis zu beliebig groBen Werten von z fortsetzen, und es 
ist dauernd 


@, (2) S y(@) S@,(2). 
Also insbesondere, wenn z geniigend groB ist, 
Ve—0<y() < Vz, 


so daB in der Tat die Parabel y= Vz Asymptotenlinie ist. 
Wenn «,—y,?>0, so kann man fir @,(%) die gleiche Funktion 


wihlen wie oben, fiir (7) wihlt man 
o,(2) = wae te fir y+ Bee—%) <V=, 
Va fir y+ B(a—%)2>Vz, 


wo B geniigend groB sein mu8. Man findet dann das gleiche Resultat. 
31° 
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Zweites Beispiel.*) 


(14) y¥ =V1+2i2z—y¥ (420), 
wo mit der Quadratwurzel der nicht negative Wert gemeint ist. Wir suchen 
die durch den Nullpunkt gehende Integralkurve und beschrinken uns dabei 
auf die Halbebene x >0. Fiir 4 =0 haben wir die Gleichung 


(15) y-Vi-y, 
deren Integral sich direkt angeben laBt, niimlich 


sng fir 0<2<-=, 
(16) Yi=-0 = s 
1 fiir t>>5° 


Ist 4>0, so bemerken wir zunichst, da® die Integralkurve nie die 
Parabel 1 + 242 — y* = O treffen kann; denn sie miiBte im Schnittpunkt 
wegen (14) eine zur X-Achse parallele Tangente haben, also vorher ein 
Stiick weit im AuBeren der Parabel verlaufen sein; aber dort hat die 
Quadratwurzel keinen Sinn mehr. In jedem Punkt der Integralkurve ist 


also 1+ 242 — y*> 0; daher ist , V1+2ix2—y’ vorhanden und stetig. 


Also ist daselbst die Lipschitzsche Bedingung erfiillt, so daB die Integral- 
kurve, soweit sie iiberhaupt existiert, sich nie veristeln kann, sondern 
vollig eindeutig ist. Um nun die wirkliche Existenz nachzuweisen, bilden 
wir die Funktionen 


(17) @,(2) = 


sing-V1+ 2az2 fir 0O<Sa< +? 
(18) a(s)—{~ . 
V1+ 22 fir «<>5- 


Dann ist augenscheinlich 


@,(0)=,(0)=0; @,(2)<o,(2) fir x>0, 
und auBerdem 


D, @, (2) <V1 + 212 — @,(2)’, 

D, (2) >V1+ 2az — a,(2)*. 
Unser Existenztheorem liefert daher die Integralkurve in der ganzen Halb- 
ebene x > 0, und zwar ist 


@,(%) S y(z) So, (2). 


*) Vgl. E. Borel: Sur la théorie des résonateurs et la discontinuité des solutions 
de certains systemes différentiels. Annali di matematica, ser. 3, t. 21 (1913), S. 225—232. 
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LaBt man 4 gegen Null wandern, so konvergiert die Funktion o,(2z) 
gegen die Funktion (16), wahrend ,() dauernd mit (16) identisch bleibt. 
Die Integralkurve von (14) konvergiert also bei nach Null abnehmendem 
A gegen die Integralkurve von (15). 

Das scheint im Widerspruch zu stehen mit den Angaben bei Borel 
a. a.O. Aber Herr Borel hat nicht die Gleichung (14) betrachtet, sondern 
vielmehr die folgende: 

(14a) y?*=1+ 2iz— y', 
welche fiir 4 =O auBer dem Integral (16) noch das Integral 
y=sinz fir alle x>0 


zulaBt (was bei der Gleichung (14) wegen unserer Vorschrift iiber das 
Vorzeichen der Quadratwurzel nicht der Fall ist). Gegen dieses Integral 
konvergiert freilich das Integral von (14) oder (14a) mit abnehmendem 4 
nicht; insofern hat Herr Borel vollstindig recht. Gleichwohl kann ich 
den a. a. O. auf Seite 228 stehenden Satz ,Lorsque 4 tend vers zéro, 
Yintégrale de (14a) n’a pas pour limite l’intégrale de l’équation y/? = 1—y’, 
mais une courbe entiérement différente‘ nicht als zutreffend anerkennen 
Herr Borel hat eben das Integral (16) iibersehen. 

Eine héchst merkwiirdige Unstetigkeit liegt dagegen in dem von 
Herrn Borel nicht untersuchten Fall vor, wenn 4 durch negative Werte 
nach Null strebt. Wiahrend nimlich fiir 4>0 die durch den Nullpunkt 
gehende Integralkurve von (14) sich, wie wir sahen, bis zu beliebig groBen 
Werten von x fortsetzen laBt, erreicht sie fir 4<0 bei einer Abszisse 
z= £&, die héchstens + ist, thr Ende; fiir x > . existiert sie gar nicht, 
kann also auch nicht gegen eine Grenzkurve konvergieren. Auch wenn 
man auf das Vorzeichen der Quadratwurzel keinen Wert legt, also die 
Gleichung (14a) statt (14) betrachtet, existiert die Kurve nicht fiir «> &.*) 

Zum Beweis setzen wir 4=—yp. Die vom Nullpunkt ausgehende 
Integralkurve wird dann nach rechts (d. h. fiir wachsende x) zuniichst 
ansteigen, und zwar so lange, bis sie die Parabel 1 — 2ua — y* = 0 trifft. 
Die Abszisse des Schnittpunkts sei z= £, also die Ordinate y=/Y/1—2yé. 
Im Schnittpunkt hat die Integralkurve eine zur X-Achse parallele Tan- 
gente; daher wiirde eine weitere Fortsetzung nach rechts ins AuBere der 
Parabel fiihren, wo aber die Quadratwurzel in (14) keinen Sinn hat; 
eine Fortsetzung iiber & hinaus existiert also nicht. 


Nun ist noch zu zeigen, dab & <= ist. Wire —> +? so wiirde 
daraus folgen: 


*) Man erkennt dann unschwer, daB sie eine Spitze mit der Abszisse & hat. 
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(19) y ($=) <y() —Vi— 2ué<Vi-—uz. 
Andererseits verifiziert man aber leicht, daB 


p(x) =V1 — ua sing 
im Intervall O< x < . eine Unterfunktion ist. Daher muB 


y>Vi-—uxzsinz fir O<2<5 


sein, und folglich, indem man z gegen = wandern liBt, auch 
y(Z)>Vi-us 


im Widerspruch mit (19). Die Annahme § > = ist daher nicht haltbar. 
W. z. b. w. 
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Uber Irrationalitat gewisser unendlicher Reihen. 
Von 


Orro SzAsz in Frankfurt a. M. 


In einer vorhergehenden Arbeit von Herrn Bernstein und mir*) wurde 
mit Hilfe der auf Eisenstein zuriickgehenden Kettenbruchentwicklung**): 


(1) Seral+% — Ue 4 pecs — trl 4 Perel _ 4. 
0 


~ 2 
bewiesen, daB die Reihe >: (2) x* einen irrationalen Wert hat, wenn 
0 


r,s und z reelle Zahlen sind, die den Bedingungen geniigen: 


(2) 


{2+ 0 und rational, 
\|s| > |r|® und r,s ganze Zahlen. 


Im folgenden wird dieser Satz auf einfacherem Wege bewiesen und 
zugleich sein Giiltigkeitsbereich erweitert: unter Beibehaltung der Bedin- 
gungen (2) diirfen z, r und s auch komplere Zahlen sein.***) 

Ich benutze nicht den unendlichen Kettenbruch (1), sondern ziehe 
die ihm zugrunde liegende Funktionenfolge heran: 


*) Uber Irrationalitiét unendlicher Kettenbriiche mit einer Anwendung auf die 
Reihe >’ q” x”, Math. Ann. 76 (1915), S.295—300. Daselbst auch weiterer Literatur- 
0 


nachweis. 

**) Vgl. Oskar Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig 1913, S. 315, 
333 und 353. 

***) Eine komplexe ganze Zahl ist von der Form: a+ bi, wo a und b reelle 
ganze Zahlen sind; eine komplexe rationale Zahl ist der Quotient zweier ganzer 
Zahlen. Hier sei erwihnt, daB Herr O. Perron den bekannten Legendreschen I[rratio- 
nalititssatz auf Kettenbriiche ausdehnte, deren Elemente ganze Zahlen eines imagi- 
niiren quadratischen Kérpers sind. Man vgl. seine Arbeit: Uber die Konvergenz der 
Jacobi-Kettenalgorithmen mit komplexen Elementen, Sitzungsb. d. math.-phys. Kl. 
d. k. bayer. Akad. d. Wiss. 37 (1907), S. 401—482, insb. S. 453. 
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Sy (1—9?”)(1—g?”**) ... (1 — 9?” + 24-2) 
ot ig’ (2* +4) ae q 7 Pa 
P(e) — 1+ Die G—e)G—e)- Ge) 


= f 2y 2r+2 2v4+22 
*) = 1 4 1a@v4+a \U—4 )a—q dab ome ) 
Ds, 41 (2) + Da (1—@*)(1—q) --- a—q?) , 
, (vy =0, 1, 2, ---). 


(3) 





Man bestiitigt leicht die Formeln: 


D(z) = 1, O,(2)— Sh q*2", 


D, ,(2) _ Ds, 41(Z) — " al 2 Ds, 42(2), | 
Ds41(%) = Dy,42(@) + 9°"**(1—g??**)2 O,,,5(2),) 


setzt man hierin 


(v=0, 1, 2, s+)5 


D,,(z) = s@*- Yn" Q,, (2), De, 41(@) = 87+ Dg” Qsy41(2), 


so erhilt man die Rekursionsformeln: 


Qay (=) = 8° Qre4 (2) — 47*?m Qe, 42(=), 


(4) Qs 41 (=) = strtin Q:,42(~) f 927 tt (gtr + 8 g80 +8) Qs+42(™) > 


n n 


(vy =0, 1, 2,-+*), 


deren Koeffizienten nunmehr komplexe ganze Zahlen sind. 
Man beweist auch leicht, daB bei festem x und g (|q|< 1) 


(5) lim D(z) = 1 


ist; in der Tat folgt aus (3) unmittelbar: 


18,()—1| < lal (PJ i+!) Saris, 


und der rechtsseitige Ausdruck strebt offenbar mit wachsendem v gegen Null. 
Hieraus folgt auch, daB es bei festem x und g eine Zahl N = N(z,q) 
gibt, derart, daB 
O,+0 ist fir »>2N, 
oder auch 


Q(z) +0 fir v>2N. 
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Sei nun zur Abkiirzung: 


Q, (x) 


Q,4302) ~ Pol) (v= 2N—1, 2N,---); 


ich beweise zuniichst, dab P, y(™) irrational ist. 


Aus (4) folgt (ich schreibe kurz P, statt P, (=)): 


a 
2y Avy 
Psy41(Ps,—8 y=-ner me, 
Py o42( Poy 41 977m) — 2741/5293 — pPP +8) my , 


(v= N, N+1,---); 


(6) 





hieraus liBt sich P, als rationale Funktion von P:y ausdriicken. Man erhilt: 





Ps,~1(Boy-1P2y— Asy—1) = 1*”~* m(By,~2 Psy — Asy-s), 
(7) P:,(Bs,yP2y— As») = — r*?°-*(s?*— r*”) m(Bz,-1 P2w— Asy-1), 
(v= N+1,N+2,---), 
wobei 


Bay=9, Boywzi=1, Asw=—1, Asyyi=s*, 
B,, = 8°” B,, + 9°"—*(9°?"— 1°") m By, 1, 
Ag, 4.1 = 8°” Ay, + 1°°—1(9?”— 9°") m Ay, 1 
B,, 4's = 8°°* nw B,, 1 — °°** mB,,, | 
Ay,43= s°°+19 Asis = r'vt+imA,,, j 
ist, wie man mit vollstindiger Induktion leicht bestiitigt. Fiir das folgende 


ist nur von Wichtigkeit, daB die B,, A, ganze (komplexe) Zahlen sind; 
ferner ist 


w= N41, N+2,-->) 


(v=N, N+1,--.) 


B,P:y— A, +0 fir »v=2N,2N+1,---, 


denn fiir »v = 2N ist dies offenbar richtig und seine allgemeine Giiltigkeit 
folgt dann’ durch vollstiindige Induktion aus (7). Hieraus ergibt sich auch: 


(8) Poy-1 P2,( Bs, P2y— Agy) = gir 4(g87 r°”) m?* (Bs y—2 Poy— Agy—3) 
(v=N+1,N+2,--+); 


ferner ist nach Definition: 





Qey—1 Dey1 
9 P, P = - == st*-1 9 
( ) 2y—-1~ 2y Coy 41 > 
und 
st’ 1» 1 gent 1 ig] \2v—-1 
te a r°”) m* = eo 7°” —4 mn? = 2 |m |? (5) . 





j 
{ 
; 
q 
} 
\ 
1 
{ 
; 
if 
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Falls |s| > |r|® ist, wichst also dieser Quotient tiber alle Schranken; mit 
Beriicksichtigung von (5), (8) und (9) folgt hieraus, daB die unendlich 
vielen von Null verschiedenen positiven Zahlen: 


(10) | Bs, Pey— As, (v= N, N+1,--+) 
unter jede Schranke sinken, daher ist Py irrational. 
Aus (4) folgt nun aber sukzessive, daB auch die Zahlen 


Qew-1, Qey-2, 7 Q: 
von Null verschieden sind und die P, (v=0, 1, 2,---) simtlich irratio- 
nal sind. 

Der Fall |s|]='\r° konnte im reellen Gebiet leicht auf den Fall 
|s|> |r zuriickgefiihrt werden; hier wiirde er eine gesonderte Behand- 
lung erheischen. 

Aus (8) ist leicht ersichtlich, dab fiir s < |r ° die GréBen (10) von 
einem gewissen an monoton unbegrenzt wachsen. Dasselbe gilt auch fiir 
die entsprechenden Ausdriicke mit ungeraden Indizes, so daB fiir diesen 
Fall der hier eingeschlagene Weg zu keinem Resultat fiihrt. 

Ist schlieBlich € eine Nullstelle von 0,(x), so ist P,(z)=0, also 
rational, daher muf auch & irrational sein; die Nullstellen sind in unend- 
licher Anzahl vorhanden, denn ©, (x) ist offenbar (fiir qg| << 1 und jedes v) 
eine ganze transzendente Funktion nullter Ordnung. 

Zusammenfassend gilt also der Satz: 

Ist x eine von Null verschiedene reelle oder komplexe rationale Zahl 
und r,s reelle oder komplexe ganze Zahlen, die der Bedingung 


|s} > |r| 
- ‘ P r\? , . ‘ ‘ “ 
geniigen, sa hat die Reihe >! (<) x’ einen irrationalen Wert. Unter der 
0 


gleichen Bedingung sind (q = a gesetst) die Nullstellen der Funktionen (3) 
sdmtlich irrational. 


Auf ahnlichem Wege liBt sich zeigen, daB® unter denselben Bedin- 


S 1 
gungen auch die Reihe >e "°+) einen irrationalen Wert hat und 
D 


ihre Nullstellen simtlich irrational sind. Auch die [rrationalitat von e* fir 
alle komplexen rationalen Werte des Argumentes kann auf diesem Wege 
von neuem bewiesen werden, indem man den Beweis der Irrationalitit fiir 
reelle rationale z der Arbeit von F. Bernstein und O. Szdsz in entspre- 
chender Weise verallgemeinert. Der Grundgedanke aller dieser Uberlegungen 
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ist der, eine absolut abnehmende Folge von Linearformen Bf — A, zu 


¥ 


konstruieren, wo ¢ die Irrationalitit ist und B,, A, ganzzahlig sind. Dieser 
Gedanke findet sich zuerst bei Lambert, der die bekannte Kettenbruch- 
entwicklung von tg x und die Irrationalitét von tg x und eé” fiir rationale z 
streng bewies.*) 


Géttingen, den 21. Juli 1914. 

*) J. H. Lambert, Mémoire sur quelques propriétés remarquables des quantités 
transcendantes circulaires et logarithmiques, Histoire de l’'Académie de Berlin 1761 
(publ. 1768), S. 265—322. Vgl. hierzu Alfred Pringsheim, Uber die ersten Be- 
weise der Irrationalitét von e und z, Sitzungsb. d. math.-phys. Kl. d. k. bayer. Akad. 
d. Wiss. 28 (1898), S, 325—337. 
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Ein Grenzwertsatz aber die Toeplitzschen Determinanten einer 
reellen positiven Funktion. 


. Von 


G. Szec6 in Budapest. 


1, Es sei f(z) eine tiberall stetige, nach 2x periodische, positive *) 
Funktion. Ferner ihre formell gebildete Fouriersche Reihe sei 


f(z) ~a,+2 ae (a, cos rz + b, sin rz). 
r=1 


Ich bilde die charakteristische Gleichung (n + 1)" Grades 


\dyg—A a, + ib, G@t+ib, +--+ a+b, 
a,—tb, a—A a,+ib, -+- a._,+ib,_,| 

D,(f—4) = a,—tb, a,—%b, a,—A +++ @,_ottb,_,| =0 
a, — ib, @,_,— ib, _; a,_3— ib, ilies ay—A | 


(n=0, 1, 2, ore), 
welche bekanntlich n+ 1 reelle Wurzeln 


Ao), A, «++, ae 
hat. Es ist dann 


(T) af? 4p) -- A — Df) 
ay a,+ib, G@yt+ib, --- a,+ib, 
a, —ib, a a,+ib, --- a,_,+ib,_,| 


=|a,—ib,  a,—ib, My ++ Qy_gtib,_s 


| 
a, — 0b, @,_,—1b,_, G,_,— ib,_, - a | 


(n=O, 1, 2,---). 


*) Darunter verstehe ich im folgenden immer eine Funktion, die im Intervalle 
0<2< 2-2 ein positives Minimum besitzt. 
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O. Toeplitz*), C. Carathéodory und L. Fejér**) befaBten sich mit 
diesen Determinanten, welche aus den Fourierschen Konstanten gebildet 
werden kénnen, und ihre Untersuchungen ergaben, dab dieselben mit dem 
Wertevorrat von f(a”) im engsten Zusammenhange stehen. Es sind ném- 
lich mit deren Hilfe gewisse Maximum-Minimum-Probleme lésbar, welche 
sich auf positive harmonische Funktionen mit gegebenen 2n+1 ersten 
Koeffizienten beziehen, sowie auch einige Fragen der Funktionentheorie 
von allgemeinem Interesse und groBer Wichtigkeit. Determinanten ‘hn- 
licher Form begegnete man schon viel friiher in der Literatur, jedoch im 
Bereiche ganz anderer Fragen. 

Im folgenden befasse ich mich mit einer Vermutung von Herrn 
G. Pélya***), nach welcher die aus den n*" Wurzeln}) dieser Determi- 
nanten gebildete ganz bestimmte Folge unter den oben genannten Bedin- 
gungen fiir lim = oo einem Grenzwerte zustrebt, welcher dem ,,geome- 
trischen Mittel“ von f(x) im Intervalle 0 < 2 < 22 gleich ist, d. h. 


22 
- fiogs(2)ax 
(1) lim V4 ae... 4 — lim VD, (f) existiert und = ¢ ”° 


a=o 


Diese Vermutung ist im Falle des Poissonschen Integralkernes, d. h. 
bei der Funktion 


1—r? 


i—2reosx+r* 1+ 2r eee 
n=1 
(r|<1), 


wie auch fiir trigonometrische Polynome erster Ordnung leicht zu beweisen. 
Es ist mir gelungen, diese Behauptung von G. Pélya unter den obigen 


*) O. Toeplitz, a) Zur Transformation der Scharen bilinearer Formen von un- 
endlich vielen Verénderlichen [Nachrichten der Kg]. Ges. der Wiss. 2u Gottingen math.- 
phys. Kl. (1907), S. 110—116]; b) Zur Theorie der quadratischen Formen von unendlich 
vielen Verdnderlichen [Ibid. (1910), 8S. 489—506]; c) Zur Theorie der quadratischen 
und bilinearen Formen von unendlich vielen Verdnderlichen. 1, Teil: Theorie der L- 
Formen [Math. Aun. 70 (1910), S. 351—376]; d) Uber die Fouriersche Entwicklung posi- 
tiver Funktionen [Rend. del Cire. Mat. di Palermo 32 (2. Semester 1911), 8. 191—192). 

**) C. Carathéodory, Uber den Variabilitdtsbereich der Fourierschen Konstanten 
von positiven harmonischen Funktionen [Rend. del Circ. Mat. di Palermo 32 (2. Semester 
1911), S. 193—217]; ferner: C. Carathéodory und L. Fejér, Uber den Zusammenhang 
der Extremen von harmonischen Funktionen mit ihren Koeffizienten und iiber den 
Picard-Landauschen Satz [Ibid. 82 (2. Semester 1911), S. 218—239]. 

***) L'Intermédiaire des Mathématiciens 21 (1914), 8. 27. Question 4340. 

+) Diese Determinanten sind, wie wir sehen werden, unter den obigen Be- 

dingungen, simtlich positiv (s. Formel (T*)). 
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Bedingungen ganz allgemein zu beweisen. Herr M. Fekete hat sogar mit 
Anwendung eines einfachen Determinantensatzes auch die Existenz von 


s . Duis) 
qa) lim 


bewiesen, welches dann nach allgemeinen Grenzwertsitzen mit lim VD, (f) 


tibereinstimmt. Ich bezeichne diesen Grenzwert im folgenden durch D(f) 
und beweise also, dab 
(1’) D(f) = G(f), 


wo G(f) das geometrische Mittel von f(z) im Intervalle 0 < x < 2a be- 
deutet, d. h. 


22 
2. ficgyis)ae 
an-o™ 

Dies geschieht folgendermaBen. Ich forme zuerst die Determinante (T) 
nach einer bekannten, von G. Landsberg*) herriihrenden Methode zu einem 
(n+ 1)-fachen Integrale um, welches von G. Pélya gefunden worden ist.**) 
Dann beweise ich nach M. Fekete zuniichst die Existenz von D(f); nach- 
dem dieser Nachweis geliefert ist, werden die darauffolgenden Betrach- 
tungen schon wesentlich einfacher. Darauf folgt, nach Ableitung eines 
formalen Satzes fiir die Determinante (T), der Beweis der Formel 


D() D(=) = 1, 


wo g(x) ein positives trigonometrisches Polynom beliebiger Ordnung be- 
deutet. Endlich beweise ich die Behauptung (1’) fiir trigonometrische 
Polynome beliebiger Ordnung; der Uvergang zu beliebigen stetigen, nach 
2a periodischen, positiven Funktionen ist dann, auf Grund des bekannten 
WeierstraBschen Satzes, sehr leicht. 


Ich erwihne schlieBlich, daB die Siitze (1) und (1"*) direkte Appro- 
ximationsmethoden zur Berechnung bestimmter Integrale von der Form 


22 
5 ; { log f(z) dz darbieten. 


2. Es seien 
fi), f(z), ane fn(“); 
9:(2), (2), ---; Pm (2) 
im Intervalle a<2<b gegebene reelle oder komplexe integrierbare 


*) G. Landsberg, Theorie der Elementarteiler linearer Integralgleichungen (Math. 
Ann. 69 (1910), S. 231]. 


™) L'Intermédiaire des Mathématiciens. 1. c. 
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Funktionen. Dann besagt der oben erwiahnte, von G. Landsberg formu- 
lierte Satz, daB 


| 
| 


| : | 
: St(2) 9i(z) dx --- f fy(2) (2) ae 
| 


a Sie palt)dx --- { fq(2) Gq(2) ax 


b b f, (2) ie hi (2,) F; (z,) hag Y; (2) | 
=—— |... Pe te : s+ bee 8 fe dz,dz,-:-dz,,. 
Mie . 
a fa(2s) alias fin (@m) Py( 1) eo Pin( Lm) 
Setzt man in dieser Formel 


m=n-+1, 
f(z) = fog (r—1)x 


P(x) =e fe—, 
t= 8,_; 
(r=1, 2,---,n+1), 
so erhalt man fiir die Determinante (T) folgenden Ausdruck: 


ra 
1 
DA = (eat? w+ i [freon PDMS E ++) 
—— >< Ay 41 (678%, e- #%, -», e-19n) dd, ++ dB,. 
Hier — wie auch im folgenden — bezeichnet A, die Vandermondsche 
Determinante ihrer Argumente, d. h. 
y seed 
A, (4), #2) °°") 24) = " 7. -T[e-s 
ve if 
ae as mnt 


Da 


a, —# 
(2 %» —ef 9u)(e-* 9» — e~*9u) = 2? sin? e. . 


ist, so folgt 


O) DD wpm gris JMOf@)--10. 


_ < I ] sin? _— "dt, d%,---d%,. 
uc 
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Aus dieser Formel kann ich zunichst unschwer eine obere und untere 
Grenze fiir D,(f) seen Ist naimlich f(~) = 1, so folgt aus (T) 


2 = 1 IT 2? 
(2) (n +1)! x"? ., [ [= 
0 u<yr 


also, wenn m und M das Minimum bzw. Maximum von f(x) bezeichnen, 


(3) met < Df) < Mn+, 





do, ---d%,—1, 


Es sei ferner g(x) eine ebensolche Funktion wie f(z) und ihr Mini- 
mum und Maximum sei » bzw. M. Dann folgt unmittelbar aus der 


Formel (T*), dab 
(4) u"** Df) S D,(f9) S M"** D,(f). 
3. Der Beweis der Existenz von 
tim 5 — tim VDF) = DA) 
laBt sich so ausfiihren. Es sei 
= |a, | (o,t =0, 1, 2, --+, m) 


eine beliebige Determinante (» + 1)** Ordnung, deren Minoren ich mit A, , 
bezeichnen will. Dann ist bekanntlich 


Big A,, 
A,, A,, 
(r,8 _ 0, 1, 2, rey N; r-+s), 


= A+ A prr) , 


ss 


wo A fery die Determinante (n — 1)‘ Ordnung bezeichnet, welche aus A, 


durch Streichen der yr und s*” Zeilen bzw. r und s* Spalten, reo 
Wenn also A eine Hermitesche Determinante ist, dh. a 
ist bekanntlich auch A,,=— A,,, so dab 


0; "ame a, a? dann 


t,a? 


A,,° A,,- A: A fer) — |A,,|?>0. 


Ich wende dieses Resultat auf D,(f) an, indem ich r = 0, s = m setze. 
Dann wird 
A,, = Ag = D,_,(f), 
A,, = Aya= D,_1(f), 


Bins ry ~ Ayes = D,_:(f); 


(5) (D,_,AP— D,(f)- D,-s(f) S= 9 
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und daraus folgt, da, wie es aus (T*) ersichtlich ist, die Determinanten 
D,(f) simtlich positiv ausfallen, 





D,_1(f) D,{f) 
(6) dD, .f) > D.# > 0. 
Die positiven Zahlen pe bilden also eine monoton abnehmende Folge, 
a—t 


so dab 


»— Daas) a, wr. 
lim Din » also auch lim VD,(f) 
existiert und einen gemeinsamen (nicht negativen) Wert D(f) hat, der 


nur von der Funktion f(x) abhiingt und dessen Auswertung unser weiteres 
Ziel bildet.*) 


Aus der Ungleichung (3) folgt unmittelbar, dab 


(3) m<DA<H, 
daB also D(f) einen gewissen Mittelwert bedeutet. Ferner folgt aus (4) 
(4°"*) uD(f) < D(f9) < MD(f). 
4. Es sei jetzt 
(7) f(z) ~~ a,+ 2 > (a, cos rx + b, sin rz) 
und ia 
x 
(8) y(“) = a+ 2 » (a, cos rz +38, sin rz). 
Ferner sei lie 
(9) fla) p(a) ~ Ay + 2 >) (A, cos rx + B, sin rz). 
r=1 


*) Ich bemerke hier, daB nicht nur der Quotient Poss monoton zu seinem 
n 
Grenzwerte strebt, sondern auch V D,, und zwar gleichfalls abnehmend. Es ist nim- 
lich, wenn m> 1, log D, positiv und 
log D,, — log D,_, > log D,, ,, — log D,, 
2log D, >log D,,_, + log D, 4,- 
log D,, 


Ich setze b, = , 80 ist 


2nb, >(M—1)b,_. + (M+) byes, 
(m+1) (0, —9n +1) > @—1) (0, -1— in) 
Wenn also b,_,>5,, so ist auch b,>b,,,. Man hat aber b, >b,, da D,*>D,, 
also fiir jedes n:b,>b,,, und 50 VD,> VD,.,. Es ist fener DR*'>D%,,, 80 
Dyasi + ° Dyes. 
daB D, =( $") , also VD, > —5*# 
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Ich fiihre die folgenden Bezeichnungen ein: 
cosz+isinzg = &*=z, 
a, + tb, = ¢4,, 
(10) a, + 1B.—74,, 
A, + tB,= C,,. 
(r= 0,1,2,---; b= B= By=0). 


Dann ist 

(7) fix) ~ at > 0" +08) = > &. 
Ahbnlich ; 

(8%) v2) 2% 

und 

(9%) f(a) 9(2) ~ > . 


In der formellen Produktreihe von (7*) und (8 *) 


k 

4 dt ts%xp 

ge-h 
2 — 


r=-@ 


und in der Reihe (9°) haben nach einem bekannten Satz von Hurwitz 
die entsprechenden Glieder gleiche Koeffizienten, d. h. 


a k 
(11) C= > yO 


u=a—k 


(r=0,+1,+2,---). 
5. Mit Hilfe der Bezeichnungen (10) kann D,(f) in der Form 


1% n 
(12) Df) =|" amt | 
le. Ciin-1)’** % 


geschrieben werden. Es sei jetzt »+1>2k. Ich bilde das Produkt 
D,(f)- D,_,(y). Za diesem Zwecke lasse ich die Determinante D,(f) in 
ihrer urspriinglichen Form (12), forme aber die Determinante D,_,.,(g) 
von (m — 2k + 1)** Ordnung in eine Determinante (n + 1)** Ordnung um 
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durch Hinzufiigung von 2k Zeilen bzw. Spalten mit geeigneten Elementen. 
Und zwar wenn 


D,(f) = \€,,¢| (6,e=0,1,2,---,m), 
q D,~x(P) = \fo,e (6,c—=0,1,2,---,m), 
so ist 
Coe = “rea? 
1 , wenn 6=Tt 
(13) as o} fir OSeSk—1 und m—k+1SeSm, TOO OTE 


¥,-, fur Ke sn—k. 


Ich multipliziere nun diese zwei Determinanten, indem ich Zeilen mit 
Spalten komponiere. Es sei die Produktdeterminante 


19u,<| (6,c=0,1,2,-- ,m), 
wo 
Go2= >, Carlne 
v=0 
Ist 


a) O< r< k—1, 80 ist 
Gone neler = %,2= Ce-o° 
b) n—kK+1<1t< 2, so ist wieder 
Go,e = s-a° 


ce) Ist endlich Kk << tr<in—k, so wird 


n n 
Ine Dy Sonlne= Dy r-oFe—v1 


v=0 r=0 


oder, da y, = 0, wenn m|>k, 


v=at+k n 
I.,2™ C,-oVe-v™ Creo —u lu 
vot—k ua—k 
also nach (11) 
Io,¢= Tine 
Auf Grund der Vorhergehenden hat man also 
(14) D,(f) Dy _2i(9) 
|G & -** Gus C, 6G, Gus (S| 
_|-1 % "** Gig Gus. +** Qazes Gus ‘ Sum |. 
. . | 
Og Cent) °°" Copn-agsy Gwen °° Cr C.ga-1)°''% | 
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6. Nun beweise ich mit Hilfe der Formel (14) den 
Satz 1 Ist p(x) ein positives trigonometrisches Polynom k*" Ord- 
nung, so ist 
1 
(15) D(y) D(<) = 


Setze ich nimlich in (14) f(z) = are so ist f(x)p(z)=—1, also 
C,,= 0, wenn m+0 und C,=1. Also 


1 
(16) D, (=) Dy - 249) 
\% “+ Gy Q@..-@ Coat nm | 
Jeo-m "75% 9+ O ea iange “+> Sonnet 
ca a 10--0 Co sh+1 ++ Oy 
01--90 
~ ly 
| 
|C_@—m con C_(n—2841) O0.-- 1 C, HG 
pons *** C_@uogess)' 0---0 «& “<*iies 
1C_. *** €_(y— eet) 0-.--0 i ou.m °°* % 
oder auf Grund des Laplaceschen Entwicklungssatzes: 
% 7°? Gs Cah—k¢1 °"* &n 
ore € c +e € | 
(16%) D, % (gy) =| C_e- 1) 0 n—2k+2 a—k+1) | 
(5 )p 1 |C_(m—e+1) °° * ©-(@m—ae42) % °7* Gus 
1€_» °** Cignaet) %@en °°* % 


Mit Hilfe des Riemannschen Lemma: iim ¢,= 0 ergibt sich aus (16""), daB*) 


% eee Cyt | . 
(17) lim D,(f)D-m@)— - ~~ |=[Da(Z)}>° 
l\@@-1n *°' @ | 
und daraus folgt der Satz I. 
7. Ich beweise jetzt den 
Satz IL Ist p(x) ein positives trigonometrisches Polynom k* Ord- 
nung, so hat man 
(18) D(y) = G(g), 


*) Dies ist eine Bemerkung von G. Pélya. 
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wo G(p) das geometrische Mittel von (x) im Intervalle 0< 2< 2a 
bedeutet. . 

Ich bewies diesen Satz zuerst in einer ziemlich langwierigen Weise, 
jedoch rein elementar, mittels des Determinantensatzes (14). Ich erhielt 
nimlich daraus durch Anwendung der Landsbergschen Umformung fol- 


gendes Resultat 
D(f) Dg) < D(f¢). 


Nun’ gebrauchte ich einen leicht beweisbaren Hilfssatz, nach welchem jedes 
positive trigonometrische Polynom g(z) sich als Produkt positiver tri- 
gonometrischer Polynome erster Ordnung darstellen laBt. Es wird also 


P(x) = 9x (©) Hs (2) «> (2), 
WO @;(%), p,(x),--+, p(w) positive trigonometrische Polynome erster 
Ordnung bezeichnen. Also bekomme ich, durch sukzessive Anwendung der 
vorigen Ungleichung 


D(g—) => D(H,) Ds Hs - - - Px) = D(Y:) D(Hy) D(Hs - ++ Y) S-° 
-- > D(g,) D(g;) - - - D(g,). 


Fiir trigonometrische Polynome erster Ordnung ist aber die Behauptung 
(1’) leicht zu verifizieren, so daB 


D(y) = G(s) EH) - -- EH.) = FY, 2 --- He) = G(H). 

Ich werde hier eine wesentlich einfachere, von M. Fekete herriihrende 
Methode zur Ableitung des Satz Il gebrauchen, die sich jedoch auf ein 
Resultat von O. Tveplitz und einen Determinantensatz von E. Fischer stiitzt. 

Es ist bekannt, daB die als Zyklanten bezeichneten Determinanten 


& & €>~ ea 


p-1 
\d,. dy d,-+- dg! 
(19) 4 d,_, dy-++ Gg)> 


p-2 


(a ce 


wo dy, d,,--+,d,_, beliebige GréBen bedeuten, in dieser Form darstell- 


bar sind 
P 


(19%) [][@taatagt 44.87), 


Az 


WO &, &,-+-, &, die p*” Kinheitswurzeln bezeichnen. Es sei 


. 
(8) p(x) = a + 2> (a, cos rz + B, sin rx) 


r=1 
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ein positives trigonometrisches Polynom k** Ordnung; ich bilde mit Herrn 
Toeplitz die Zyklante (2n+1)** Ordnung (n>k) 








Yo V1 a) Tt oe Tae es et 

ae Yo °° * Tans Fat Yn era Foe 

Y-(n-1) V-~w-2) "°° Yo Ve "2 Pasa 
(20) Z,(p)—! %-n  Pat—y °° Y= a “Qe TL 

Vs Ven Tae, wal Yo ta oe ee 

Vs Vs "** Fue Suto mee °°" Re Pe 

"1 Le a ae ee 


wo die y,, die Bedeutung (10) haben. Man hat dann nach (19>) 
fn+1 on 
4,(9) =] [* (s+), 
wenn oa 
P°(4) — Hot 118 +2 FMM ie tT Ping ++ +7 
Es ist aber, wenn ¢ eine (2x +1)” Einheitswurzel bezeichnet, 


a+r 2n+14+r—n—1 __ 1 
4 = Zz 


arti ’ 
(r= 1,2,---,m), 
so daB fiir solche Werte von z 


Yon Yen 7... 
SPO—-Nntntt: +490 +347 +--+ >F 
‘ : 
Yr 
vr 


~ 


r=—k 


und dies ist gleich m(— 2) (Ungl. (8")), wenn x das Argument von z be- 
deutet. Es ist also 


2n+1 


(20%) 2(9)=[] 9 (-* x33): 
so dab ine 


saya p veg (-4- 2%.) 
(21) lim*"*VZ,(p)—lime = *™" — G(g). 
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Ich wende jetzt auf die Zyklante Z,(q) einen Determinantensatz von 
E. Fischer*) an, welcher folgendermaBen lautet: 
Hilfssatz. Ist 


a+ by, by, -- +d, = |b, «| ‘(6,t=1, 2,---,p) 
eine Hermitesche Determinante (b, . = b,.,) und die Hermitesche Form 


7 - z,, z, 


Pp 
o,t=1 


definit positiv, so bestehen die Ungleichungen 


a+ bys bys oF al bo» Ss (+ by, bys 1e™ b, 9) (s+ Doste+t heat by») 
(e=1, 2,- + p—1). 

In unserm Falle sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
Z,(y—4) = 0 die fquidistanten Ordinaten von g(x), so daB jene simt- 
lich positiv ausfallen und daraus folgt bekanntlich**), daB die entsprechende 
Hermitesche Form definit positiv wird. Der Hilfssatz ist also anwendbar. 
Man hat p= 2n+ 1, wihlen wir ferner 9 = + 1, dann wird 
Z,(9) S D,(@) - D,_1(9) 
also 


2n 
Qntl " 2nt1 


. _ Qnt+1 
1 1 
Z,() < V D,(@)-D,-(9) = (Vp: p:,) 
und daraus folgt, dab 
G(9) S Dg). 

8. Ich beweise jetzt den 

Satz I1*. Ist f(a) eine stetige, nach 2x periodische, positive Funktion, 
so ist 


(18) D(f) > Gf). 


Es sei ¢ eine beliebige positive Zahl, dann laBt sich nach dem be- 
kannten Satz von Weierstra8 ein trigonometrisches Polynom k** Ordnung 
(x) finden, so daB gleichmibig 

wi f(@) 
1 ‘S5@site. 
Ich setze nun in den Ungleichungen (4"") g(x) und f a statt f(z) und 
g(x), so wird ' 
(l1—«) Dy) < D(f) S (1+ «) Dg), 
*) Archiv der Math. und Physik 13 (1908), S. 36, Satz IIL 


**) S. z. B. G. Kowalewski, Hinfiihrung in die Determinantentheorie (Leipzig, 
Veit & Comp.) (1909), S. 283, § 118. 
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also 
D(f) = (1—«) Dg) = (1-2) G@). 
Ferner 
G(9) — G(f) @(%) > G(f) Min. (4) > 719, 
so daB 


D> iz. Hf). 
Daraus folgt, da ¢ beliebig klein ist 
D(f) > G(f). 
Ich setze jetzt f(z) = <4 -- Dann wird 


(3) 26(8) 


D(5) ~ De 


Es ist aber nach Satz I 


ferner 
1 1 
6 (5) - Gis 
also 
1 1 
De) = 6) 
und so 
D(g) S Gg). 
Daraus und aus (18) folgt, daB 
(22) D(y) = G(g). 


Damit ist die Behauptung (1’) fiir positive trigonometrische Polynome be- 
liebiger Ordnung bewiesen.*) 

9. Es sei endlich f(x) eine stetige, nach 2” periodische, positive 
Funktion und « eine beliebig kleine positive Zahl. Nach den vorigen laBt 
sich ein trigonometrisches Polynom g(x) finden, so daB 


(l—«) Dy) S$ D(f) S (1 +4) D@), 


*) Ich erwihne hier, daS Herr M. Fekete auch einen direkten Beweis von (22) 
gefunden hat, der sich auf die folgenden Tatsachen stiitzt: 

1. Es sei a,,—G,,, ¢.,—=1 oder 0, je nachdem r=s oder r=s, und 

S,()=|4,,—#,,2| (r,8==1,-++, 9) 
(w = 1, 2,--*). 

Dann werden die Wurzeln der siikularen Gleichung S,,,(a)=0 durch die von 
S,(z) = 0 getrennt. 

2. Fir das trigonometrische Polynom q(x) von der Ordnung k stimmen die Ab- 
schnittsdeterminanten der Zyklante Z,,(q), abgesehen von den k letzten, mit 


D,(y), D,(y), Dy(@), --* 





tiberein. 
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also nach (22) 
(1—e«) G(g) < D(f) < (1 +4) Gg), 


(1—«) (4) G(f) < Dif) < (1 +8) G (F) (A), 


1—e 7, 1+eé 
tT! ar) < Df) <1 ** af). 
Es ist aber « beliebig klein, so dab 
(23) D(f) = G(f), 
womit unsere Behauptung in allen Teilen bewiesen ist.*) 


*) Wihrend der Korrektur dieser Arbeit hat mir Herr G. Pélya mitgeteilt, dab 
der Satz sogar fiir beliebige, im Riemannschen Sinne integrierbare positive Funk- 
tionen in Giltigkeit bleibt. 
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Konvexe Bereiche gegebener konstanter Breite und kleinsten 
TInhalts. 


Von 


Wiixetom Biascuxe in Leipzig. 


Als spezielles isoperimetrisches Problem in der Ebene bezeichnet man 
die Aufgabe, unter allen geschlossenen ebenen Kurven gegebenen Umfangs 
die zu finden, die ein méglichst groBes Flichenstiick umgrenzt. Die Liésung 
ist, wie schon die alten griechischen Geometer behauptet haben, die Kreis- 
linie. Fiir diese isoperimetrische Eigenschaft des Kreises hat unter der 
Voraussetzung der Existenz einer Lésung des Problems J. Steiner mehrere 
Beweise gegeben.*) Bei einer dieser besonders schénen Untersuchungen 
geht Steiner von der elementaren Eigenschaft des Sehnenvierecks aus, 
unter allen Vierecken mit vorgeschriebenen Seitenliingen den gréSten 
Flacheninhalt zu besitzen. Dieser Beweis laBt sich so anordnen, daB die 
bei Steiner noch unerledigte Existenzfrage gleichzeitig mitgelést wird. 

Von dieser geistvollen Methode Steiners will ich nun hier zeigen, daB 
sie auch dazu ausreicht, ein verwickelteres Variationsproblem, dessen 
Kenntnis ich einer miindlichen Mitteilung des Herrn P. Funk verdanke, 
vollig zu erledigen. 

Nachdem sich schon 1778 Euler mit verwandten Dingen beschiaftigt 
hatte, sind in neuerer Zeit von verschiedenen Mathematikern, besonders 
von Hurwitz und Minkowski, konvexe Punktmengen in der Ebene be- 
trachtet worden, die in jeder Richtung dieselbe Breite haben, das heiBt, 
bei denen parallele Stiitzlinien einen von ihrer Richtung unabhiingigen 
Abstand haben.**) Die Kreisfliiche ist ein triviales Beispiel fiir diese ,,Be- 


*) Uber Maximum und Minimum usw., Gesammelte Werke 2, S. 177—308. Man 
vgl. dazu meinen Vortrag: Kreis und Kugel, Jahresbericht d. D. Math-Ver. (1915), 
Bd. 24, 8. 195 ff. 

**) Die iltere Literatur iiber diesen Gegenstand findet man angegeben bei 
Ch. Jordan und R. Fiedler, Courbes orbiformes, im Archiv f. Math. (3) 21, S. 226—235. 
Dasselbe ausfiihrlicher in: Courbes convexes .. ., Paris 1912, von denselben Verfassern. — 
A. Hurwitz, Sur quelques applications géométriques des series de Fourier, Annales de 
l'école normale supérieure, (3) 19 (1902), S. 357—408. H. Minkowski, Uber die Kérper 
konsianter Breite, Gesammelte Abhandlungen II, 8S. 277—279. — Eine neue Definition 
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reiche konstanter Breite“; ein zweites Beispiel ist von F. Reuleaux zu 
kinematischen Zwecken benutzt worden: Ein Kreisbogendreieck, dessen 
Ecken und Bogenmittelpunkte in den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks 
zusammenfallen (Fig. 1). 

Alle diese Bereiche von vorgegebener / 4 
konstanter Breite haben — das wohl hat zu- Peal inten \ 
erst E. Barbier*) bemerkt —denselben Um- / { b* 5 
fang. Nach dem isoperimetrischen Satze hat ma 
also die Kreisfliche den gréften Inhalt. Hier 
soll hingegen mit Hilfe der Methode Steiners 
gezeigt werden, daB das Kreisbogendreieck ‘. | 
von Reuleaux unter diesen Bereichen den ea 
kleinsten Flicheninhalt besitzt. Dabei will 
ich mich, da es sich um recht elementare eae 
Uberlegungen handeln wird, darauf be- —_ 
schriinken, den Gedankengang des Beweises darzulegen ohne alle Schritte 
im einzelnen durchzufiihren. 

Ich erbringe den angekiindigten Beweis zuerst fiir spezielle Bereiche 
konstanter Breite, niimlich fiir gewisse Kreisbogenpolygone. Das gelingt 
ohne jeden Grenziibergang durch endlichoftmalige Anwendung desselben 
elementaren Prozesses. Die Ubertragung dieses Ergebnisses auf beliebige 
Bereiche konstanter Breite erfolgt dann durch Anniiherung der allgemeinen 
Bereiche durch die friiher untersuchten speziellen. 

Die hier mitgeteilte Beweismethode laBt sich ohne weiteres zur Lésung 
des analogen Problems der sphirischen Geometrie verwenden. 

Die Behandlung des Minimumproblems von Funk mit den gewéhn- 
lichen Methoden der Variationsrechnung diirfte mit einigen Schwierigkeiten 
verbunden sein, da die Grenzlinien der zulissigen Bereiche einer linearen 
Differentialungleichung zweiter Ordnung (Kriimmungsbeschrinkung) unter- 
worfen sind und da die Lésung Knickpunkte hat.**) 





der Punktmengen konstanter Breite bei E. MeiBner, Punktmengen konstanter Breite, 
Vierteljahraschrift der naturforschenden Gesellschaft, Ziirich 1911. 

*) Sur le probléme de I'aiguille ..., J. de math. (2) 5 (1860), S. 273—288, bes. 
5. 283, 284. 

**) Ich wil! hier nebenbei darauf hinweisen, wie sich unsere Minimumaufgabe 
symmetrisch in Formeln fassen lift: Eine Funktion w(p), die den Bedingungen 


jo(@)|<r 


mn na 


[ a) cos p dg =0, [ o@) sing dg =0 
0 0 


und 


geniigt, ist so zu bestimmen, dab 
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§ 1. 
Kreisbogenpolygone konstanter Breite nach Reuleaux. 

Nehmen wir ein geschlossenes Polygon D mit der ungeraden Seiten- 
zahl n = 2m-+1 und mit lauter gleichen Seiten von der Linge d. Die 
Ecken sollen p, (k=1,2,---,m) und die zu- 
nachst nur bis auf Vielfache von 22 erklirten 
»yAuBenwinkel* von D sollen «, heiBen. «, be- 
deutet also den Winkel zwischen der von p,_, 
nach p, und der von p, nach p,,, gerichteten 
Polygonseite (Fig. 2), wobei der Stellenzeiger 
k mod.» zu nehmen ist. Fiir die «, mégen die 
Beziehungen gelten 


(1) 0<a<2, 
Fig. 2. (2) >a, = (n—1)2. 





Um p, als Mittelpunkt schlagen wir im positiven Umlaufsinn einen 
Kreisbogen B, vom Halbmesser d, und zwar soll B, in p,,, beginnen 
und in p,_, endigen, also dem positiven Zentriwinkel 2 — «, entsprechen. 
Diese gerichteten Bogen B, schlieBen sich, da m ungerade vorausgesetzt 
ist, zu einer einzigen gerichteten Kurve R zusammen, von der sich zeigen 
laBt, daB sie den positiv umfahrenen Rand eines konvexen Bereichs bildet. 
Da namlich der Aubenwinkel 2 — @,_, zweier aneinanderstoBender Kreis- 
bogen B, und B,_, nach (1) zwischen 0 und z liegt, brauchen wir zum 
Beweise, daB R konvex ist, nur mehr einzusehen, dab die Gesamtkriim- 
mung von R gleich 22 ist. Diese Gesamtkriimmung setzt sich zusammen 
aus der Kriimmung an den Ecken, das ist 


a (x— a) 
und der lings der Seiten, die genau ebensoviel betriigt. Insgesamt ergibt 
sich also nach (2) in der Tat 22. 
Dem allereinfachsten Fall »=3 entspricht das eingangs erwihnte 
J f K@, 9) 0(9) 0(v) dp dw 
0 
ein Minimum wird, worin : 
cosgsiny fir gS, 
Kew—line coop » Grey. 


Dabei bedeutet (gq) + r den Kriimmungshalbmesser der gesuchten Kurve von der kon- 
stanten Breite 2r ausgedriickt, als Funktion des Winkels m der Tangente mit einer 
festen Richtung. Die Lésung ist 


o(9)=(—1)'r fir ki <g—g<k+1)—- 
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Kreisbogendreieck (Fig. 1); der nichsthéhere Fall » =5 wird durch die 
heigegebene Figur 2 veranschaulicht. Jede in dieser Art konstruierte 
Kurve R hat konstante Breite, nimlich ihre Breite ist gleich der Linge d 
der Seiten des ,,Diagonalecks“ D von R. Da zuerst F. Reuleaux derartige 
Kreisbogenpolygone R von konstanter Breite betrachtet hat, wollen wir 
sie Reuleauxpolygone nennen. 

Zwischen den Flicheninhalten F, und Fp von R und D besteht ein 
einfacher Zusammenhang. Nehmen wir, um ein bestimmtes Beispiel vor 
Augen zu haben, wie in der Figur 2 die Eckenzahl » = 5! Wir wollen 
ferner folgende Schreibweise einfiihren: 2512 soll den Flicheninhalt des 
positiv umfahrenen Dreiecks bedeuten, das von dem Kreisbogen B, und 
den geradlinigen Strecken p;p, und p,p, umschlossen wird. Wir wihlen 
ferner beliebig einen festen Punkt 0 und bezeichnen mit 25 den Flichen- 
inhalt des Dreiecks mit den Seiten B, und p,6 und op,. Ahnlich midge 
512 den Flicheninhalt des geradlinigen Vierecks mit den Seiten p,p,, P, Psy 
p,0, op, bedeuten. 

Dann bestehen die Gleichungen 


2312 =—25+4512, 

5345 —53 4345, 
(3) 3123 —31+123, 

1451-144 451, 

4934 —49 + 234. 
Summieren wir die untereinander stehenden Glieder! Links erhilt man die 
Summe der Dreiecke 


a s (x — a,) d* 
oder wegen (2) 
d®, 


» 


Links erhalt man zuerst den Inhalt Fz des Reuleauxpolygons R und an 


zweiter Stelle — man summiere von unten an! — den doypelton Inhalt 
2F’p des Diagonalecks D. Wir haben also gefunden 
(4) = @ = Fp + 2Fp. 


Diese Formel, wie auch der angegebene Beweis gilt fiir beliebiges 
n (=3, 5, 7,---). 
Nebenbei bemerkt ist der Umfang von B gleich 
2 (a —a,) d, 


also nach (2) gleich wd, dem Umfang des Kreises vom Durchmesser d. 
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§ 2. 
Der Beweis fiir Reuleauxpolygone. 


Nehmen wir beispielsweise an, unser Reuleauxpolygon R habe sieben 
Ecken (n = 7). Wir wollen das Polygon # abiindern und dabei von den 
sieben Ecken die fiinf festhalten, die in der Figur 3 doppelt geringelt 
sind, namlich p,, ~,, 4; Pz» P;- Dann miissen wir, 
wenn R ein Reuleauxsiebeneck bleiben soll, auch die 
Kreise in Ruhe lassen, auf denen die diesen Ecken 
gegeniiberliegenden Polygonseiten B,, B,, B,, B,, B, 
liegen. Es bleiben also nur die Ecken p,, p, 
und die ihnen gegeniiberliegenden Bogen B,, B, be- 
weglich. 

Die Fliiche des Diagonalecks D von R ist gleich 
der Summe der Inhalte des geradlinigen Vierecks mit 
den Ecken p,, p., Ps, p, und des geradlinigen Fiinf- 


ecks mit den Ecken p,, p;, Pg, Py, P;, WS Wir in den zuvor eingefiihrten 
Zeichen so ausdriicken kénnen 





(5) 12345671 —12341+4145671. 


Bei der besprochenen Abinderung von R bleibt das Fiinfeck in Ruhe 
sein Flaicheninhalt also unverindert. VergréBert sich bei der Anderung 
die Vierecksfliche, so wiichst nach (5) auch die Flache des Diagonalecks D 
und nach (4) vermindert sich dabei der Inhalt des zugehérigen Reuleaux- 
polygons R. 

Diese VergréBerung der Vierecksfliche kiénnen wir etwa so bewerk- 
stelligen. Die AuBenwinkel von R bei p, und p, sind a— a, und a — ey. 
Es sei etwa x—a,<2—a,. Dann bewegen wir (vgl. die Figur) den 
Eckpunkt p, auf der Verliingerung des Bogens B,, 
bis er in die riickwirtige Fortsetzung des Kreis- 
bogens B, zu liegen kommt, nach p,’. Dadurch ist 
dann die neue Lage p,'p,'p, p,/ des ,,Gelenkvierecks“ 
P: PsP; P, schon bestimmt, es ist niimlich p,’ = p,, 
Pp, =p, wid p,=p,. Dab dabei die Vierecksfliche 
wirklich vergréBert wird, ist natiirlich leicht zu zeigen: 
wir kommen darauf im niichsten Abschnitt zuriick. 

Das neve Reuleauxpolygon Ff’ mit den ,,Ecken“ 
Pi> Pe> Par Pas Pr» Ps» Ps hat also die gleiche Breite d und kieineren 
Fiacheninhalt als das alte Polygon R. Da aber die Eckpunkte p,’ und p, 
zusammenfallen und entsprechend die gegeniiberliegenden Seiten B,' und B, 





Fig. 4. 
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auf demselben Kreise liegen, so hat FR’ tatsiichlich nur » — 2 = 5 Ecken 
Psy Pos Pay Pr» Ps 

Durch diesen einfachen ProzeB, der einem Verfahren von Steiner nach- 
gebildet ist, gelingt es, jedes Reuleauxpolygon mit 2m +1 (m=2,3,4,---) 
Ecken in ein gleich breites Reuleauxpolygon mit 2m —1 Ecken zu ver- 
wandeln, das kleineren Flicheninhalt hat. Wiederholt man diesen Schritt 
im ganzen m — 1mal, so erhiilt man schlieBlich ein Reuleauxdreieck von 
der Breite d, das ist ein Kreisbogendreieck, dessen Ecken und Bogen- 
mittelpunkte in den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks von der Seiten- 
lange d zusammenfallen (Fig. 1). 

Wir haben damit bewiesen: Sind F, und F, die Fléachen eines Reu- 
leaux n-ecks und eines Reuleauxdreiecks von derselben Breite, so ist fiir 


3<n auch F< F,. 


§ 3. 
Die Vierecksfliche. 


Zu dem im vorigen Abschnitt gegebenem Beweis ist eine Bemerkung 
iiber den Flicheninhalt eines Vierecks p, p,p,p, nachzutragen, das bei un- 
verinderten Seitenliingen deformiert wurde und das wir deshalb als Gelenk- 
viereck bezeichnet haben. Drei Seiten p, p, = p,p,=p,p, = @ des Vier- 
ecks sind einander gleich und die vierte pp, -a<d ist kleiner. Es 
gehért dieses Gelenkviereck zu denen, die die Kinematiker als ,durch- 
schlagend* bezeichnen, da eine Bewegung des Vierecks méglich ist, bei 
der die durch die festgehaltenen Punkte p, und p, gehenden beweglichen 
Seiten volle Umliufe um 22 machen. 

Bedeuten « und # die AuBenwinkel des Vierecks bei p, und p,, so 
unterscheidet sich die (nach unseren Voraussetzungen tiber den Umlauf- 
sinn von D stets positive) Vierecksfliche 


41234=—4124+44234 
nur um den konstanten Faktor d: 2 von der Funktion 
gy =asine+dsin£. 
Wendet man andererseits auf die Dreiecke p,p,p, und p,p,p, den Kosinus- 
satz an, so findet man, daB bei der Bewegung der Ausdruck 
wy =acosa—dcos Bp 
sich nicht fndert. Fiir ein relatives Extrem von g unter der Nebenbedin- 
gung ~ = const. ist das Verschwinden der Funktionaldeterminante 
d(g, ¥) 
d(a, B) 


notwendig. sin (a+) = 0 bedeutet aber, dab unser Gelenkviereck einem 


= ad-sin (« +p) 
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Kreise einbeschrieben ist, oder, was dasselbe besagt, daB es beziiglich des 
Mittellots von p,p, symmetrisch liegt. 

Da sich die Vierecksfliche bei der Bewegung stetig indert, so erreicht 
sie bei einem Umlauf jedenfalls einen gréBten und einen kleinsten Wert. 
Der symmetrischen, nicht iiberschlagenen Lage (Fig. 5) entspricht nun 


Fig. 5. 





jedenfalls ein gréBerer Wert des Flicheninhalts als der symmetrischen 
aber iiberschlagenen (Fig. 6). 

Wir finden also: Bei einem Umlauf unseres Gelenkvierecks wird seine 
Fliche ein Extrem in den symmetrischen Lagen, und zwar ein Maximum 
in der gewihnlichen und ein Minimum in der iiberschlagenen symmetrischen 
Lage. Zwischen diesen beiden Exctremen dindert sich die Fliche monoton. 

Daraus ergibt sich, daB bei der zuvor betrachteten Abinderung 
P:PePsP, —> P; P,P; p, die Vierecksfliche wirklich vergréBert warde. Man 
kann aber dieses Ergebnis natiirlich auch ohne Anwendung der Differen- 
tialrechnung auf elementarem Wege herleiten, etwa indem man von der 
bekannten Formel fiir das Quadrat des Flicheninhalts ausgeht, 


F? = (s —a)(s —b)(s —c)(s —d) — abcd cos @, 
in der a, b, c, d die Vierecksseiten, s ihre halbe Summe und @ die halbe 
Summe zweier gegentiberliegender AuBenwinkel bedeutet.*) 


§ 4. 
Ubertragung auf beliebige Bereiche konstanter Breite. 


Wir gehen jetzt daran, die Ergebnisse des § 2 zu verallgemeinern, 
und zwar dadurch, daB wir eine beliebige Kurve konstanter Breite durch 
Reuleauxpolygone anniihern.**) 

Es sei K eine beliebige Kurve von der konstanten Breite d und K, 
eine Parallelkurve auBerhalb von K im Abstand «. K, ist dann ebenfalls 
konvex und von der konstanten Breite d+ 2. Wir wollen zeigen, dab 
man in dem ringférmigen Streifen zwischen K und K, ein Reuleaux- 
polygon einschreiben kann. _ 


*) Fir diese und fir die analoge Formel der sphirischen Geometrie hat G. Hessen- 
berg in der H. A. Schwarz-Festschrift (Berlin 1914), 8. 76—83 elegante Beweise erbracht. 

**) Als ,,Kurve konstanter Breite* wird die Begrenzung eines Bereichs konstanter 
Breite verstanden. ' 
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Schligt man um einen beliebigen Punkt p von K, einen Kreis vom 
Halbmesser d+, so schneidet dieser den von K, umschlossenen kon- 
vexen Bereich in einem Kreisbogen B, dringt aber nicht ins Innere des 
von A umschlossenen konvexen Bereichs ein, so daB also B ganz in den 
Streifen zwischen K und K, fallt. Die Entfernung der Endpunkte des 
Bogens B iindert sich stetig, wenn p auf K, fortriickt und hat daher ein 
positives Minimum 6 > 0. . 

Greifen wir nun eine beliebige Lage p, des Punktes p auf K, heraus 
und bezeichnen wir den zugehérigen Kreisbogen mit B,. Wir durchlaufen 
B im negativen Drehungsinn und bezeichnen den ,,Kintrittspunkt“ in K, 
mit p, und den ,,Austrittspunkt* mit p, (vgl. die Fig. 7, in der der Streifen 
zwischen K und K, schraffiert ist). Um p, als Mittelpunkt schlagen wir 
wieder im negativen Drehungsinn und wieder mit 
dem Halbmesser d+ < einen Kreisbogen B,, der 
in p, beginnt und in einem Punkte p, von K, 
endigt. Ebenso fiihrt ein um p, gezeichneter Kreis- 
bogen B, von p, nach einem Punkte p, von K, usf. 
Die Punkte p,, ps5, p;,---, die man durch diese 
Konstruktion erhiilt, folgen der Reihe nach aufein- 
ander im negativen Umlaufsinn von K, und kénnen 
sich nicht hiufen, da die Entfernung zweier be- 
nachbarter Punkte immer > 0 bleibt. Man muB also nach endlich vielen 
Schritten zu einem Punkt p,,,,, kommen, der zwischen p, und p, hinein- 
fillt. Der Schnittpunkt des zu p,,,,, hinfiihrenden Bogens B,,, mit B, 
soll p*,,,, gonannt werden. Ferner sei der Teilbogen von B,, der pj,, ,, 
mit p, verbindet, mit B* bezeichnet, der Teilbogen von B,,, zwischen 
Pom, und p*,,, mit BF, und der’ Bogen um p?,,,, als Mittelpunkt 
zwischen p,,, und p, mit BF, .,. 

Die auf diese Art konstruierten Kurvenbogen B¥, B,, B,, ---, By, _1; 
Bz,,, Be,,,, schlieBen sich in der Tat zu einem Reuleauxpolygon R zu 
sammen, das in dem Streifen zwischen K und K, liegt und die Breite 
d +e hat. Die Ecken von R liegen mit Ausnahme von p¥,,,, auf K, und 
die Seiten von FR ,,beriihren* mit Ausnahme von B%,,, K von auBen. 

Der Flicheninhalt Ff, von R liegt zwischen den Flicheninhalten der 
Parallelkurven K und K,, unterscheidet sich also fiir geniigend kleines « 
um beliebig wenig vom Filiicheninhalt / von K. Es sei nun F;* der 
Flicheninhalt des Reuleauxdreiecks von der Breite d+. Dann ist, wie 
in § 2 bewiesen wurde, 





F,' < F,. 
Daraus ergibt sich jetzt, wenn man « eine nach Null konvergierende 
Zahlenfolge durchlaufen laBt, 
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F< F, 
wenn F, den Flicheninhalt des Reuleauxdreiecks von der Breite d be- 
zeichnet. 

Damit ist unsere Behauptung allgemein bewiesen: 

Zwischen dem Flicheninhalt F einer beliebigen konvexen Kurve kon- 
stanter Breite und dem Flicheninhalt F, des gleichbreiten Reuleauxdreiecks 
besteht die Beziehung 

F< F. 

Wir bemerken nebenbei: Aus der am Schlusse des § 1 festgestelliten 
entsprechenden Eigenschaft der Reuleauxpolygone ergibt sich jetzt, daB 
der Umfang eines beliebigen konvexen Bereichs konstanter Breite gleich 
dem Umfang der gleichbreiten Kreisscheibe ist (Barbier). 


§ 5. 
Eine Verschirfung. 


Es liegt nahe, das gewonnene Ergebnis folgendermaBen zu vervoll- 
standigen: 

Zwischen dem Flicheninhalt F eines beliebigen Bereichs konstanter 
Breite und dem Flicheninhalt F, des gleichbreiten Reulcauxdreiecks gilt, 
sobald die beiden Figuren nicht kongruent sind, siets die Ungleichung 

F< F. 

Es soll hier kurz angedeutet werden, wie man dies mittels der zuvor 
verwendeten Methoden beweisen kann. Dazu lésen wir zuerst folgende 
Minimumaufgabe: Gegeben seien zwei Strecken pq und p'q’, beide von der 
Léinge d. Man soll den Bereich von der konstanten Breite d auffinden, der 
die beiden Strecken enthdlt und miglichst kleinen Flicheninhalt hat. 

Liegen die beiden Strecken in einem Reuleauxdreieck von der Breite d, 
so wissen wir bereits die Lésung, wir kénnen also diese ,,spezielle Lage“ 
der Strecken ausschlieBen. Damit unsere Aufgabe tiberhaupt lésbar sei 
und damit die beiden Strecken allgemein liegen, miissen wir voraussetzen, 
daB die Entfernungen pp’, qq’, pq’, gp >O und <d seien. Alle Kreis- 

scheiben vom Halbmesser d, die die vier Punkte 


j P,P,4,q enthalten, schneiden sich dann in einem 

Yy ) k Bereich, d i Kreisb ier- 
GT, cca vegrensh int. In der biegegebenen Figur 8 
VY 

4 ee 4 ist dieser Bereich schraffiert. Es gibt vier Reuleaux- 
iY 

NS Mi 







SSS 


cS 





6 fiinfecke, die mit K je zwei aneinanderstoBende Kreis- 

4 bogen gemein haben. Ihre Ecken sind in der Figur 

° mit pp'qgbe, p'qq'cd, qqpda, q'ppab bezeichnet. 
Ff +. Jedes andere Reuleauxpolygon RF mit der Breite d, 
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das die vier gegebenen Punkte und daher auch K enthiilt, kann mittels des 
in § 2 eingefiihrten Prozesses schrittweise so abgeiindert werden, daB die 
neuen Lagen des Reuleauxpolygons unveriinderte Breite haben und stets die 
vorgeschriebenen vier Punkte enthalten, daB der Flicheninhalt bei jedem 
Schritt verringert wird und daB die Endlage, die man nach endlichvielen 
Schritten erreicht, mit einem der angegebenen Reuleauxfiinfecke zusammen- 
fallt. Ist also FP, der Inhalt von R und F, der Inhalt des kleinsten der 
vier Fiinfecke, so ist stets 
F,< F,. 

Daraus ergibt sich weiter analog wie in § 4 die entsprechende Un- 

gleichung 

F,<F 
fir die Flache F' eines beliebigen Bereichs von der Breite d, der die vor- 
geschriebenen vier Punkte enthilt. Damit ist die neue Minimumaufgabe 
gelést. 

Man beweist nun leicht: Kine Kurve von der konstanten Breite d mit 
der Eigenschajt, daB zwei beliebige in der Kurve enthaltene Strecken von der 
Liinge d speziell liegen, ist notwendig ein Reuleauxdreieck. 

In jedem anderen konvexen Bereich der konstanten Breite d kann 
man also sicher zwei Strecken pq und p'q’ ausfindig machen, die allgemein 
liegen. Ist F der Inhalt dieses Bereichs und F, der Inhalt des kleinsten, 
den vier Punkten p,q, p’, g’ umschriebenen Reuleauxfiinfecks, so ist, wie 
eben bewiesen wurde, 


F< F. 

Andererseits war nach § 2 
Py< Ff; 

und daraus ergibt sich schlieBlich in der Tat die behauptete Ungleichung 
F< F. 


33* 
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Zur Theorie der konvexen Funktionen. 
Von 


F. Bernstem und G. Dorrsca in Géttingen. 


Einleitung. 


Unter einer konvexen Funktion versteht man eine in einem Intervall 
(a, b) fiir jeden Wert definierte eindeutige reelle Funktion f(x), die fiir je 
zwei Werte x, und z, im Intervall (a,b) der Bedingung 
f (*: + &) < f(@,) +14) 
: /= 2 


geniigt. , 
J. L. W. V. Jensen*) hat gezeigt: Ist die konvexe Funktion in dem 
Intervall (a,b) nach oben beschriinkt, so ist sie dort stetig. (Die Stetigkeit 
erstreckt sich iibrigens nur auf die inneren Punkte des Intervalls, an den 
Enden braucht die Funktion nicht stetig zu sein, z. B. 
f(z)=2? fir —1l<2<+1, 
=—-2 , z=—1 und g=+1. 

F. Bernstein**) hat nun auf Grund der Theorie der konvexen Funk- 
tionen, in bezug auf eine, bei der Begriindung des GauBschen Fehlergesetzes 
auftretende Funktion, foigenden Satz bewiesen: 

Erfiillt die eindeutige reelle Funktion y = g(x) die Funictionalbesiehung 

P(%) +--+ P(2,) <P +8) +--+ (+8) 
fiir «20 unter der Nebenbedingung 
a,+:---+2,=0, 
so liegen ihre Werte entweder auf einer Parabel der Form 
y = h®x*? + (0), 
oder sie fiillen den ebenen Raum oberhalb einer solchen Parabel iiberall 
dicht aus. 


*) J. L. W. V. Jensen, Sur les fonctions convexes et les inégalités entre leurs 
valeurs moyennes. Acta Math. 30, S. 175—201. 
**) F. Bernstein, Uber das GauBsche Fehlergesetz, Math. Ann. 64 (1907), 8. 417—447. 
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In der gegenwirtigen Arbeit zeigen wir, daB alle konvexen Funktionen 


ein fihnliches Verhalten wie diese spezielle Funktion aufweisen. Es gilt 
nimlich der Satz: 


Eine konvexe Funktion ist entweder im Inneren ihres Definitionsinter- 
valls stetig, oder ihre Werte fiillen den ebenen Rawm oberhalb einer stetigen 
konvexen Funktion, bew. den ganzen zwm Definitionsintervall gehirigen 
Streifen iiberall dicht aus. 

Der Jensensche Satz wird in dieser Arbeit nicht benutzt, sondern von 
Neuem bewiesen. Uberhaupt kann die Arbeit ohne Kenntnis der erwihnten 
Abhandlungen von Bernstein und Jensen gelesen werden. 


1. 
Hilfssiitze. 
Hilfssatz 1.*) Ist f(a) eine im Intervall (a,b) konvexe Funktion, so 
ist fiir alle Punkte r, die das Intervall (a, b) in rationalem Verhiiltnis teilen: 
f(r) Sg = Max (/(@, f@). 


Sind z,, %,, 23, %, irgendweleche Argumente im Intervall (a,b), so ist 


f(AtSetetn) < r(ar)+s f(>t*) 


< ; F(x) + ; f(a) + i f(as) + ; f(x,) 
Dureh den SchluB von m —1 auf m a" sich allgemein: 


2m ( > )< dre). 


v=1 


Es sei » eine positive ganze Zahl <2”. Dann wihlen wir 
+2, +:-* +4, 
Dna = Myyg SS ig . a. 
und erhalten 


mm. f(= 2) < dre) + e—»t(5 >a) 


v= v=1 v=1 
oder 


a 


(1) f(= > «,) <5 > f(z,). 


v=1 
Wir kénnen nun annehmen, da das Definitionsintervall von f(z) das 
Intervall (0,1) ist, indem wir f(a+2(b—a)) statt f(x) betrachten. Die 


*) Dieser Satz ist von F. Bernstein 1. c. S. 430 bewiesen worden. 
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rationalen Teilpunkte des Intervalls sind dann die Punkte mit rationaler 
Koordinate =r. Es sei 
m 
ae 
wo m und m ganze Zahlen sind und 0 < m<_» ist. Dann setzen wir in 
Formel (1) 


a @ Iam ++ eZ 


a-—m _ 0, x 
und erhalten: 


a-mei = = 2, = 1 


f(™) << -ng=g. 


n 


Hilfssatz 2. Ist f(x) im Intervall (a,b) eine konvexe Funktion, so 
ist f(x) in dem Teilintervall a +4 <r <b— x bei beliebig kleinem posi- 


tivem 4 < =" eine auf der Menge der rationalen Teilpunkte r des Inter- 


valls (a,b) gleichmdfig stetige Funktion, d. h. zu vorgegebenem 6 > 0 gibt 
es ein & = 8(0,) >, so daB fiir je zwei rationale Teilpunkte r, und r, 
des Intervalls (a,b), die der Bedingung r,—r,| << & geniigen und noch dem 
Intervall a + 4 <r <b — yu angehiren, die Ungleichung erfiillt ist: 

if(7s) — f(s) <4. 

Die auf einer tiberall dichten Menge definierte Funktion f(r) neonen 
wir eine Teillésung von f(z). Zu ihr gehért eine fiir das Innere des 
Intervalls (a,b) definierte stetige konvexe Funktion, die mit f(z) in den 
Punkten a <r <b iibereinstimmt. 

Der Hilfssatz 2, der fiir die spiiteren Beweise grundlegend ist, ist von 
F. Bernstein*) bewiesen worden. Wir geben hier einen neuen Beweis, der 
die dort gemachten Fallunterscheidungen nicht bendtigt. 

Wir nehmen wieder an, dab a= 0, b=1 ist. Zuniichst zeigt man 
leicht, daB f(r) auf der Menge der inneren rationalen Teilpunkte von (0, 1) 
stetig ist. Es sei r rational und 0<r< 1, ferner m eine positive ganze 
Zahl > 2. Dann wihlen wir eine rationale Zahl h so, daB r+ nh noch 
dem Intervall (0,1) angehéren und setzen in der Relation (1) 


H=rtan-h, m.=—---=—2—.. 
Dann ergibt sich 
f(r th) <— f(r + nh) + "—* f(r) 
oder 
f(r +h) i f(r) < f(r + nh) — f(r) 
= n ? 
und r ; 
(e)— fe -N2 OF. 


*) F. Bernstein, i. c. 8. 430—432. 
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Wegen der Konvexitiét von f(x) ist 


f(r +h) — f(r) > f(r) —f(r—h), 


also 
(2) (—W— 9) < A) — fr —D SIC +H —-10) 5 CEM. 


Da r und h, also auch r + mh rational sind, so ist nach Hilfssatz 1 
fir—nh) und f(r+nh)<g = Max (f(), f(1)), 
so daB aus (2) folgt: 


ay — @=%< pH) - Fe -W <frt+H-1) <9, 


LaBt man » bei festem r unbegrenzt wachsen und h entsprechend gegen 0 
abnehmen, so folgt: 
lim (f(r +h) —f(r)} = 9, 
wenn h durch die rationalen Werte gegen 0 liuft. 
Um zu zeigen, daB die Stetigkeit von f(r) im Intervall ySr<1 —y 
gleichmiBig ist, beweisen wir zunichst die Existenz einer unteren Schranke 
fiir f(r) im Intervall (0, 1). In der Formel (1) setzen wir 


1 
y=T?!, Bo mm -s om gs = 


n o 
2 


und erhalten: 


r-+(n—1) : : 1) 
A— 3} < fir) + (n—1) f (5) 
oder 


4)—4(} 470 


f(r)>n\f (: + 
Hieraus folgt: 


1 
fey —nit(t +” ,*) - (2) +402): 


f(z) ist fir z= ; in bezug auf die rationalen Argumente stetig. Es gibt 


also eine positive Zahl ¢, so daB, wenn @ rational und 9 <ée ist, die 
Ungleichung besteht: 


re+e)-r(8) <t 


Wir setzen nun speziell: 
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Dann ist fir alle r zwischen 0 und 1 


2 1 
< <;, 


= 
he 
also 
(: ~s) (1 , 
N\e t+ —f(s) <1. 
Mithin gilt fiir alle r zwischen 0 und 1: 
‘ a5 
fe)2—[,]-1+6(g) -*. 
Nachdem die Existenz einer unteren Schranke fiir f(r) bewiesen ist, folgt 
aus (3): 
Sf) —-fe-H Sfrt+h)-f1 <7," 


und hieraus 


(4) fr +h) —f(r) <9—“- 


n 


Hierbei war vorausgesetzt, dab r+ nh noch im Intervall (0, 1) liegen. 
Wir wihlen nun x >? so, daB 


g—u 
n 


<o 
ist. 


r, und r, seien je zwei rationale Argumente im Intervall y << r<1— 1, 
die die Bedingung 
n—ni<teas 
erfiillen. Weil 
4 + W(r,—7,) Sr, + 20y—) S11 —yt+n(%,—7,) 
ist, so ist dann 


y— ner, txu(r,—7r,) SC l—y+n-e, 
d. h. 


O<r, + n(r,-—7,) <1. 
Die Formel (4) ist also auf r = r,, h =r, —r, anwendbar und liefert: 
Ifirs) — f(r) <4- 
Hilfssatz 3. Eine in einem Intervall (a,b) nicht nach oben beschrénkte 


konvexe Funktion ist in keinem Teilintervall nach oben beschrénkt. 
Angenommen, in dem Teilintervall 


a<a<z<pd<b 


f(z) <<. 

















Zur Theorie der konvexen Funktionen. 519 


Wir setzen 
Max (9, f'a); (®) = G. 
Zu jedem Werte x im Intervall (a,b) gibt es einen Wert x’ im Intervall 


(a, 8) derart, daB x ein rationaler Teilpunkt des Intervalls (a, x’), bzw. (2’, b) 
ist. Nach Hilfssatz 1 ist dann 


{(x) < Max (f@, f(@’)), baw. f(x) < Max (fix), f®), 
also stets 
fle) < @. 
f(x) wiire mithin im ganzen Intervall (a,b) beschrinkt. 
Hilfssatz 4. Eine im einem Intervall (a,b) nicht nach unten be- 
schriinkte konvexe Funktion ist in keinem Intervall nach unten beschrénkt. 
Angenommen, in dem Teilintervall («, p) sei 


f(z) >. 
Wir kénnen f(a) =O voraussetzen, indem wir statt f(z) die konvexe 
Funktion f(x) — f(«) betrachten. 

In einem anstoBenden Teilintervall sei f(z) nicht nach unten beschrinkt. 
Wir kénnen annehmen, daB dieses Intervall rechts von («, 6) liegt. (An- 
derenfalls braucht man nur die konvexe Funktion f(— 2) zu betrachten.) 
Wir nennen es (f, y). Eine positive ganze Zahl n > 2 sei so gewiihlt, dab 
y—a<m(B—a) 

ist. In dem Intervall (6, y) gibt es einen Punkt &, wo 

f(&) << nu 
ist. Wir wenden die Relation (1) auf 


: = —— 
Hm =X Ha, T= F 


a“ 


an und erhalten: 


TAN 


n 


p(*—DE+8) <* n— 1 fe +f) = 2 18) <u, 


Nun ist aber 
§—aly—a<n(p—a), 


also 
e— as FE g. 
Ferner ist 
nae) _ i— >a. 
Die Ungleichung 
A eet Set Pay 


steht also in Widerspruch mit der Annahme, dab f(x) > wu im Intervall 


(ec, B) ist. 
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Hilfssatz 5. Eine im Intervall (a,b) nach oben beschrainkte konvexe 
Funktion ist dort auch nach unten beschrénkt. 
Im Intervall (a, 5) sei 
f(z) <9. 
Angenommen, f(x) wire dort nicht nach unten beschrinkt, so gabe es 


in (a,b) ein Argument —**° +h, h>O, derart, dab 


r(et? +H) <2¢(*t") 9 


wire. Nun ist aber 


a(S )sr(ar ta tr(y>-), 


ttn) 2 2r(t%) rf +a) > 


Dies widerspricht der Voraussetzung f(z) < g. 


also 


2. 
Das Verhalten der konvexen Funktionen. 
Es sei f(x) eine in dem Intervall (a, b) nach unten beschriinkte Funktion: 
f(z)S>e fir axs<arcb. 
Ist & ein Punkt des Intervalls und @ eine positive Zahl, so gibt es eine 
untere Grenze m =m (&,4) von f(x) in dem Intervall 
§—-d<2rsi+4, 
soweit es zu (a,b) gehért, derart daB dort 
f(a) = m(é, 6) 


ist, daB es aber mindestens ein z in demselben Intervall gibt, wo bei be- 
liebig kleinem « > 0 
f(z) << m(&,d) +6 

ist. LaBt man nun é bei festem § gegen 0 wandern, so durchlauft m(é, 0) 
eine monoton wachsende, nach oben beschriinkte Wertfolge*), konvergiert 
also gegen eine Zahl m(€). Wir nennen diese fiir jedes Argument & des 
Intervalls (a,b) definierte Zahl m(§) die untere Grenze von f(x) in der 
Niihe der Stelle —. Die Funktion m(£) nennen wir kurz die untere Grenze 
von f(z). 

Satz 1. Die untere Grenze m(x) einer nach unten beschriinkten kon- 
vexen Funktion f(x) ist eine stetige konvexe Funktion. 

Zunichst zeigen wir, dab m(x) konvex ist. Ist < eine beliebige posi- 
tive Zahl und sind &,, & zwei beliebige verschiedene Argumente im 


*) Denn es ist stets m(é, 6) < /(&). 
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Definitionsintervall von f(a), so gibt es wegen der Definition der unteren 
Grenze eine positive Zahl 6 = d(£,, & «) derart, daB fiir 


le— § +6 <é 

©) f(a) > m BF") — 3 

ist. Wir wihlen nun irgend zwei Werte xz, und 2, so, dab 
a,—§&|<6 und f(x,) < m(§,)+ = 
|zy—§ <8 und f(a) <m(k) +> 


ist. Dann folgt: 
2%,+ 2, io + &, <do 


2 2 
und 
fie) + fie) mbt mb) 5 
Die Ungleichung (5) kann auf x = * + “+ angewandt werden und liefert: 


(O$%)>m(bt8)— 2 


f (a+ 1) < fe) f(z) 


Da nun 


ist, so ergibt sich: 


m (e+ *) o Aeae mid) +m 


é 
2 +z) 


oder 


m (RTH) cmadtmd 4 ,. 


Dies gilt fiir jedes « >0, also folgt: 
& + & m (E,) + m (&.) 
m @ ) << ; s 


d. h. m(xz) ist eine konvexe Funktion. 

Um die Stetigkeit von m(x) zu beweisen, betrachten wir zunichst 
nur die inneren Punkte des Intervalls. Um einen inneren Punkt £ kann 
man ein Intervall (z,, 2,) abgrenzen, von dem & ein rationaler Teilpunkt 
ist. Da m(x) konvex ist, so existiert nach Hilfssatz 2 eine Teillésung von 
m(x), die in den inneren rationalen Teilpunkten r von (2,, 2) stetig ist. 
Es gibt also ein « > 0, so daB § — « und £ + « noch dem Intervall (z,, z,) 
angehéren und fiir r—§!/<e 
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m(r) — m(é)| < ; , 
also 


m(r) << m(E) + : 


ist. Wir behaupten, dab in dem Intervall |z—§&|<« 
m(x) << m(&) + 0 
ist. 
Es sei z ein beliebiger Punkt des Intervalls 2 — &|< «. Wir brauchen 
nur zu zeigen: In jedem Interval] um z liegt ein Punkt Z, wo 
f(Z) < m(§) + 6 
ist. Denn dann muB auch 
m(x) << m(E) +0 
sein. Nun liegt aber in der Tat, weil x dem Intervall |a—& <« angehért, 
‘ in jeder Umgebung von = ein rationaler Teilpunkt r des Intervalls (z,, 24), 
der auch noch im Intervall r —£&| << liegt und wo also 


3 
m(r) << m(—E) + 


ist. In beliebiger Nahe von r, also auch noch in der angegebenen Um- 
gebung von 2, aber gibt es einen Punkt Z, wo 


{(#) < m(r) + c 
ist. Dann ist 

f(#) < m(&) + 6. 
Damit ist gezeigt, daB in einer gewissen Umgebung von & 

m(x)< m(§) +4 
ist. Es gibt aber auch ein [ntervall um £, wo wegen der Definition der 
unteren Grenze 

—— 

f(z) > m(e) - 2 

ist, so daB dort 
m2) > m() —*2 > m(é) — 9 

sein muB. Folglich ist die Funktion f(z) in jedem inneren Punkte — des 
Definitionsintervalls (a,b) von f(x) stetig. 


Fir die Intervallenden, z. B. fiir 6, ergibt sich die Stetigkeit auf 
Grund folgender Uberlegungen: In einem Intervall b — z < « ist 


fla) > m(b) — +, 
also 


m(x) > m(b) — é. 
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In diesem Intervall gibt es auch einen Punkt z,, wo 


f(a,) <m(b) + $, 


also auch 


m(a,) << m(b) + : 


ist. In dem Punkte x, ist m(x) stetig, also ist in einem gewissen Inter- 
vall J um 2, 


| m(a) — m(a2,)' < <, 


m(x) << m(a,) + : <m(b) + 6. 


Zu jedem Punkt x zwischen z, und b gibt es nun einen Wert 2’ im Inter- 
vall J derart, daB «x ein rationaler Teilpunkt des Intervalls (z’, b) ist. 
Nach Hilfssatz 1 ist dann 
m(x) < Max (m(z’), m(b)) < m(b) + 0. 

Im Intervall (a,b) ist also sowohl 

m(x) > mib)— 9 
als auch 

m(xr) < m(b) + 4. 
Mithin ist m(x) in b stetig. 

Satz 2. Stimmt eine nach unten beschriinkte konvexe Funktion mit 
ihrer unteren Grenze an wenigstens einem inneren Punkt des Definitions- 
intervalles nicht iiberein, so ist sie nicht nach oben beschrénkt. 

Es sei € ein innerer Punkt des Intervalls (a,b), wo f(x) von m(z) 
verschieden ist. Dann ist 


f(é) — m(&) = p> 0. 
Wir werden nun zeigen, dab es eine Stelle im Intervall gibt, wo f(z) 


gréBer als eine beliebig vorgegebene Zahl 9 ist. 
Wir wihlen eine ganze Zahl » so, dab 


(n—1) 5 + m(&) > 
ist. Man kann im Intervall (a,b) ein Argument z = § —h so finden, dab 
—+(n—1)h noch im Intervall (a,b) liegt und zugleich 
f(z) —_m(’) <4, 
also 


f(a) < m(&) + 7 
ist. Da 
m(&) = f(§) — p 
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ist, so folgt 
f(z) < f(é) -— 4 
oder 
fe) — fE—W) > 2- 
Wir setzen nun in Formel (1) 
Hee a, = Eh, 1, = E+ (n—I1)h 
und erhalten: . 


nf(E) < (n—1)f(E—h) + F(E + @—JDh), 
((E + m— Dh) SS n(fO—fE—A) + fE-A), 


Nun ist aber 


also 


|f(E—h) — m(&)|< 9, 


also 

f(§—h) > m(g)— 2, 
ferner 

f(&) —fE—h) > F- 
Daraus folgt: 


(E+ m—Lh)>n-% + m(g)—2 =(n—1)5+m(b)>g9.- 


Aus den Siatzen 1 und 2 folgt der Jensensche Satz. Ist namlich die 
Funktion f(z) nach oben beschriinkt, so ist sie nach Hilfssatz 5 nach 
unten beschriinkt, besitzt also eine untere Grenze. Nach Satz 2 ist f(x) 
im Innern des Definitionsintervalls mit m(x) identisch, also nach Satz 1 
dort stetig. 

Satz 3. Die Werte einer im Intervall (a,b) nach unten beschriinkten 
konvexen Funktion fiillen den ebenen Raum oberhalb ihrer unteren Grenze 
tiberall dicht aus, wenn die Funktion im Innern von (a,b) nicht mit threr 
unteren Grenze identisch ist. 

Es sei 

a<§<b und y>m(é). 


Dann werden wir zeigen: Zu jedem 6 >0 gibt es ein x, so dab 


jz—§\<d 
und 
\f(z)-—4\ <9 
ist. 
Wegen der Stetigkeit von m(z) gibt es eine Zahl A > 0, so dab fir 
iz—El\<A 
9 — 22 © > m(z) 


2 
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ist. Wir kénnen uns auf die d beschrinken, die kleiner als 


. n— m (6) 
Min (A, - 2) 
sind. Dann ist fiir 


4 —d9>m/(z). 


Da die Funktion f(z) im Innern von (a, 6) nicht mit m(x) tibereinstimmt, 
so ist sie nach Satz 2 in (a,b) nicht nach oben beschrankt; nach Hilfs- 
satz 3 gilt dasselbe fiir das Intervall |z—£&|< 0d. Es ist also méglich, 
x, 80 zu wihlen, daB 

\§ —-Al< é 
und 

f\%)>y+0 
ist. Ferner kann man 2, so wiihlen, dab 

&—2a,|<d 

und 

f(a) <4 —4 
ist, da fiir |2—£| <4 die untere Grenze der Ungleichung geniigt: 

m(xr)<4—d 
und in beliebiger Niihe der unteren (renze Funktionswerte liegen. Man 
kann nun zwei Werte x und 2” im Intervall (a,b) so wihlen, daB 2, 
und x, innere rationale Teilpunkte des Intervails (2’, 2”) sind. Alsdann 
gibt es nach Hilfssatz 2 eine stetige Funktion F(x), die mit f(x) in den 
rationalen Teilpunkten von (z’,2”), also insbesondere in 2, und x, mit 
{(x) tibereinstimmt. Diese ist fiir z, gréBer als y + 4, fiir z, kleiner als 
4 — 6. Sie nimmt also an einer Zwischenstelle den Wert y und in einer 
hinreichend kleinen Umgebung von £ solche Werte an, die sich von 4 
um weniger als d unterscheiden. In dieser Umgebung liegen auch ratio- 
nale Teilpunkte des Intervalls (a’, x”), wo F(x) = (f(z) ist. Also gibt es 
sicher zwischen xz, und z,, d. h. im Intervall |t—§&|< d Argumente, wo 
; f(z) — | <6 
ist. 

Satz 4. Die Werte einer in einem Intervall (a,b) nicht nach unten 
beschrinkten konvexen Funktion erfiillen den zum Intervall (a, b) gehdrigen 
Streifen der Ebene iiberall dicht. 

Die Funktion ist auch nicht nach oben beschriinkt. Denn wiire dies 
der Fall, so miiBte sie nach Hilfssatz 5 nach unten beschrankt sein. 

Ist also a<&<b und y ein beliebiger Wert, so ist bei beliebigem 
6>0 die Funktion f(z) im Intervall |~2—&|< 0 nach den Hilfssitzen 
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3 und 4 weder nach oben noch nach unten beschrinkt. Man kann also 
zwei Argumente z, und z, so bestimmen, dab einerseits 


l§—a,, <4 
und 
f(a) > 4+ 4, 
andererseits 
§—a,|<d 
und 


f(%)<4— 4 
ist. Hieraus schlieBt man auf Grund von Hilfssatz 2 analog wie bei 


Satz 3, daB f(x) zwischen x, und 2, also im Intervall |z—£& <0 einen 
Wert zwischen 4 — 6 und 7 + 6 annehmen mub. 


+) 
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Zur Theorie der Integralgleichung dritter Art. 


Von 


Ernst Garse.*) 


Einleitung. 
Eine Gleichung von der Form 


1 
(1) p(s) — 2 A(s) K(s,t) p(t) dt = f(s) 
0 


heiBt nach Hilbert eine Integralgleichung dritter Art. Wir setzen voraus, 
daB A(s) im Intervalle 0 bis 1 bis auf eine endliche Anzahl endlicher 
Spriinge stetig und von beliebigem Vorzeichen und daB K(s, ¢) eine stetige, 
in s,¢ symmetrische Funktion vom positiven Typus ist, d.h. es soll, wenn 
u(s) irgendeine stetige oder wie A(s) unstetige Funktion bedeutet, die 
Ungleichung gelten: 


11 
(2) K(s,t)u(s)u(t)dsdt >0. 
06 
Ist 
: 
(3 K,(s,t) =| K(s,r) A(r) K(r,t) dr 
0 
eine nicht identisch verschwindende Funktion — und das wollen wir im 


folgenden annehmen —, so existiert mindestens ein singulirer Parameter- 
wert (sog. (polarer) Eigenwert von A(s) K(s,é)), fiir den die zu (1) gehérige 
homogene Integralgleichung 


(4) (8) =a. A(s) K(s,t) p(t) dt 
0 


eine Auflésung besitzt. Mit 4,, 4,,--- bezeichnen wir die dem absoluten 
Betrage nach geordneten Kigenwerte von (4) — sie sind reell und hiiufen 
sich nicht im Endlichen —, jeder soll so oft angeschrieben werden als 


*) Der Verfasser ist am 22** August 1914 in den Vogesen gefallen. D. Red. 
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seine Vielfachheit betrigt; 2,(s), x,(s),--- seien die zugehérigen Null- 
lésungen ((polare) Eigenfunktionen), die wir so normiert annehmen*), dab 


11 
i 1 fir »=—v 
K(s,t 3) a,(t)dsdt = 
(6) JJ Kx) dsdt=\5 ow ay 
ist; ferner werde 
’ 1 
(6) K,(s,#) gy K(s,r) A(r) K,_i(r,#) dr, 
K,(s,t) = K(s, t) 
gesetzt. Fir p> 3 ist 
. 1 = 2, (8) x, (6 
(7) K, (8, t) = 40 2 qpth > 


wo die rechts stehende Reihe in dem ganzen Gebiet O< s< 1, O<t< 1 
absolut und gleichmaBig konvergiert.**) Weib man, daB die Reihe auch 
fir p=2 gleichmiBig konvergiert, so besteht die Gleichung (7) auch 
fiir p = 2. 

Weiterhin ist bekannt, daB fiir jede durch Vermittlung einer stetigen 


Funktion g(s) in der Form 
1 


(8) f(s) = A(s), | K(s,#) g(O) at 
0 
darstellbare Funktion gilt 


f(s) = >" =, (8), | K(x,y)x,(a) fly) dx dy + h(s) = >’ f, x,(8) + h(s), 


v=1 0 


falls die rechts stehende Reihe gleichmaBig konvergiert; h(s) geniigt der 
Gleichung 


| K(s,t)h() at =0 
0 


und verschwindet also sicher identisch, wenn K(s,¢) abgeschlossen ist. 


Im folgenden werde ich nun die neuen Siitze herleiten, dap die auf der 
rechien Seite von (7) stehende Reihe auch fiir p= 2 in dem ganzen Gebiet 


*) J. Marty, Comptes rendus, 150 (1910), 8. 603. S. auch H. Hahn, Jahresb. d. 
D. Math.-Ver. 1911, S. 115 ff. 


1 
. t 2 
“*) Die Normierung durch (5), die gleichbedeutend mit J ° dt=i, ist, 
0 


bringt es mit sich, da8 in (7) die (p+ 1)* Potenz der Eigenwerte in den Nennern 
auftritt. — Von dem Fall endlich vieler (polarer) Eigenwerte, fiir den die in der Ein- 
leitung angefiihrten Sitze ohne weiteres gelten, sehen wir im folgenden ganz ab. 














Zur Theorie der Integralgleichung dritter Art. 529 


O0<s<1, OSt<S1 absolut und gleichmifig konvergiert, wnd also (7) 
stets auch fiir p=2 gilt; ferner dap fiir jede in der Gestalt (8) darstell- 
bare Funktion f(s) die absolut und gleichmafig konvergente Entwicklung 


f(s) = > f,%,(8) + h(s) 
v=1 
besteht; im Falle eines allgemeinen Kernes K(s,t), der ja stets auch ab- 
geschlossen ist, verschwindet h(s) identisch. Mit Hilfe dieses Entwicklungs- 
satzes gelingt es dann, das folgende Theorem zu beweisen, aus dem sich 
umgekehrt der Entwicklungssatz fiir einen allgemeinen Kern X(s,¢) un- 
mittelbar ergibt: ist K(s,t) allgemein, so gilt stets die ,bilineare Formel* 


1 — 2, (8) *, (0) 
K(6) = 49)4 i 


wo die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Reihe absolut und 
gleichmapig in dem ganzen Gebiete O<s<1, O<t<1 konvergiert. Ich 
hebe hervor, daB in dem Falle eines allgemeinen Kernes K(s,?¢) und einer 
polaren*) Integralgleichung (1) sowohl unendlich viele positive als auch 
unendlich viele negative (polore) Eigenwerte existieren.**) — 

Aus diesem Entwicklungssatz folgt, daB schon jede zweimal (nicht nur 
viermal***)) stetig differenzierbare Funktion, die in bestimmten Punkten 
(baw. Kurven) eines Gebietes gewissen Bedingungen geniigt, in eine Reihe 
entwickelbar ist, die nach den Eigenfunktionen der von Hilbert***) betrach- 
teten Differentialgleichungen fortschreitet. — 

Zum SchluB beweise ich noch, dab im Falle einer polaren Integral- 
gleichung (1) die Summe der (absolut genommenen) reziproken polaren Eigen - 
werte konvergiert und nicht grifer ist als die Summe der reziproken ortho- 
gonalen Eigenwerte+) 1,° von K(s,t): 


2 i <> i 


v=1 


*) D. h. die Funktion A(s) ist streckenweise abwechselnd konstant gleich +1 
oder — 1, und zwar so, daB sie innerhalb des Intervalles 0 bis 1 wenigstens an einer 
Stelle und sicher nur an endlich vielen Stellen ihr Zeichen wechselt. 

**) Hilbert, Grundziige einer allgem. Theorie d. lin. Integralgl., (Fortschr. d. math. 
Wiss. in Monogr. hrsg. von 0. Blumenthal) 1912, S. 204. 

*) Hilbert, a. a. O., Kap. XVI. 
+) Fir sie hat also die homogene orthogonale Integralgleichung 
1 


9) = 2; { Kis, Ho, (at 
0 


eine Lisung. 
34* 
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Dab die Reihe 


v=1 


gebildet aus den reziproken (positiven) orthogonalen Eigenwerten des 
Kernes K(s,t), konvergent ist, hat bekanntlich J. Mercer*) gezeigt. 

Man erkennt nun leicht, daB die Fredholmsche Determinante 6(2) des 
Kernes A(s) K(s,t) (A(s) = + 1, vgl. Anm. *), 8. 529) die Darstellung 


8 (4) =e [| (1-7) 


gestattet; fiir einen allgemeinen Kern K(s,t) ist a = 0 und also die ganze 
Funktion 6(4) vom Geschlechte Null. 


$ 1. 
Die ,,bilineare Formel“ fiir den zweifach iterierten Kern K,(s, t).**) 


Zuerst erinnern wir an eine bekannte Tatsache.***) Es sei 6(s) irgend- 
eine stetige oder wie A(s) unstetige Funktion und 


11 1 
y a : rea 
0, = K(s,t) 2,(s) 0()dsdt = 7 WG A(t) dt. 
oo "0 


Wegen (2) ist 
Jn -f| K(0 | 9(s) — > 0,n,(6) | (t) — > 6, x,(t) | dsdt>0, 
00 t v=1 at hk v=1 
und bei Beriicksichtigung von (5): 
J, ~{{'K%s, t) A(s) A(t) dsdt — > 027>0. 
j ral 


Die Reihe > 4 konvergiert also, und es ergibt sich 
v=1 


11 a 1 
ee i + x, (t) O(t) . 
(9) J i) K(s,t) 0(s) 0(t)dsat = >’ (J 1® at) + J, 


vr=1 


wo J eine nicht negative, endliche GréBe bedeutet. 


*) Philosoph. Transact. of the Royal Society of London, Series A, Vol 209, 1909. 
**) Zum Beweis dieses Paragraphen vgl. J. Mercer, a. a. O, S. 441f. 
***) Vgl. Marty oder Hahn, a. a. O. 
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Wir gehen nun aus von der Funktion 


= eS 25% = Az, (8) a, (0). 
(10) K (A; s, t) K(s,t) + Faw Y 3(8 = 1) 
Wenn 4 von allen 4,* verschieden ist, so konvergiert die Reihe auf der 
rechten Seite dieser Gleichung absolut und gleichmiBig in dem ganzen 
Gebiet O<s <1, O<t<1: denn es ist, wenn m geniigend groB gewiihlt 
wird (/A,?—4 >a fiir alle v>n) 


“elie an i %, a ‘t 7 | s.0% 
"| x, (t) | —y | m,(8) x(t) 
az | | a2(42 — S| A b 4 +e | ap(ay — 4) 


3: x, s))* : x, (O° 


~ (#,(8))* 
od is 


_ 


wissen wir aber, daB sie gleichmabig konvergiert.*) 
Da 


1 


= A, { K(s,t)x,(t) at 
0 


2, (8) 
A(s) 


eine stetige Funktion ist, so stellt auch K(A; s,¢) fiir alle negativen A 


eine stetige, symmetrische Funktion der Variabeln s,¢ dar. Wir bezeichnen 
die Summe der m ersten Terme der Reihe 


1 > 1x, (8) 2, (t) 
A(s) A(#) — a(Ay— 4) 


mit S,,(4;8,¢), den Rest mit F,,(4; 8,2). Es ist 


’ 1 7 (8) #,() ane © 
Su(4s 8) = Aw 402 aA A(s) oD" 


— 1 ) %, (9) 2, (0) 
jim 5,, (a; 5, t) ie a (8) A(t) a a? ? 


und aus (10) 
’ ; 1 > (#,(s))* 
(11) Jim [K(A; 8, 8) — R,, (4; 5, s)| - K's, = (A(s))? a" 
s=-@ . v=1 4 


*) Marty, a. a. O., S. 604. 








E. Garre. 


1S 4.) 
R,,(4; 8, 8) _ (As)* ew, 3 (a3 — iy? 
so ist 
(12) R,, (4; 8,8) <0 


fir jeden negativen Wert von 4. — 
Bedeutet @(s) irgendeine Funktion, die stetig oder wie A(s) unstetig 
ist, so folgt aus (10) 


11 
A K(a; 8, t) 0(s) O0(t) dsdt 
o°0 


11 x 1 
r y rt >, (0) 
=f K(s,0)0(8) o()asat + > ae=5 |, mae a(t) at) 
oder nach dem oben bewiesenen Hilfssatz (9): 
: 4 > * (é) 2 
SJ (a; 8,8) 0(s) 0) dsat = >’ 5. (. ty 9) at) +f, 
00 yah (” 0 . 
daher 
7 
[[ K(a; 8,8) 0(s) O() dsdt>0 fir 4<0. 
00 


K(A; s, #) ist demnach fir 4< 0 eine Funktion vom positiven Typus; als 
solche muB sie jedenfalls die Bedingung 


(13) K(4; s,s) >0 fir 1<0 
erfillen*). GleichermaBen gilt 

(14) K(s,s) > 0. 

Wir sehen also ((11) bis (14)), daB 

(15) Klas) — 73g DS > 0 


(A(o))* eo i: 
ist fiir alle Werte von m. Die Reihe 


(= )* 

SO 
v=1 a 
konvergiert somit fiir jeden Wert von s im Intervalle (0,1), und ihr Wert 
tibersteigt nie das Maximum der Funktion (A(s))* K(s,s). 


*) J. Mercer, a. a. O., S. 426. 
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Nun sieht man sofort, daB die Reihe 


1 =y 2,(8) 2, (t) 
A(s) OPA a8 


absolut und gleichmipig in dem ganzen Gebiet 0<s <1, OS t<1 kon- 
vergiert. Denn es ist nach (15), wenn K das Maximum von K(s,¢)| bedeutet: 


vro=n+m 


1 | 2,()2,(0 1 m1 ((%@ x,(t)\*) 
a jag] | A(s) A(t) —- i, +(G A(s) a) + (“5 | 


S94 K69+ KG ST), 


woraus die zu beweisende absolute und gleichmiBige Konvergenz folgt. 
Es gilt also stets die Gleichung (7) fiir p = 2. — 
Geht man aus von der Gleichung (vgl. (11)) 


cr! 1 “ 
lim | {KQ; s, s)ds — J Balas 58) ds | 
A=—@/|§ Jj 


™ / K(s,8)ds — > aS ( yas 


so findet man analog zu (15) 


1 m 
(16) [ K(s,s)4s— > 4, f(xy ds>0, 
fiir jedes m. . itis 
§ 2. 


Der Entwicklungssatz. 


Bildet man fir die durch Vermittlung einer stetigen Funktion g(s) 
in der Gestalt (8) 


f(s) = 4) K(s, t) g(t) dt 


darstellbare Funktion den polaren Fourierkoeffizient f,, so wird 


1 
Lowe | ee (" veo dt= to 


a A(t) a2, A(t) ~ Ir 
0 0 
Es gilt also 
von+m ha? = (s) 
D>t4(8)= > i %- 


ri 
r=" ‘=n 
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Nach der ,Schwarzschen Ungleichung“*) 


(San) sS4-De 


(p) (p) (p) 
ist daher 
st — ay venom [orate og 8))* v=n+m 
| Diao|< Dirnois|/ > SY. da. 
Der Wert der Summe 
r=n+m 


> s 


wird mit wachsendem x beliebig klein (vgl. (9)), ferner ist 


r=a2+m™m 


(, 2 
3 Sam, 


wo M das Maximum der Funktion (A(s))? K(s, s) bedeutet (s. 8.532 unten). 
Damit ist die absolute und gleichmdBige Konvergenz der Reihe 


Din) 
v=1 


bewiesen und die Giiltigkeit der Entwicklung 


f(s) = A(s) { K(s, t)g(t)dt = S f,x,(s) + h(s) 


gezergt. 


Wie schon in der Einleitung hervorgehoben wurde, verschwindet fiir 
einen allgemeinen Kern K(s,t) die Funktion /(s) identisch, die der Glei- 
chung 


1 
| K(s, t)h(t) dt =0 
0 
gentigt. Im folgenden wollen wir nun den Entwicklungssatz 


1 ~ 
f(s) = A(s) { K(s, t) g(t) dt — > f,2,(8) 


vel 


fiir einen allgemeinen Kern direkt beweisen**), ohne uns auf die Tatsache 


*) Hilbert, a. a. O., S. 126. 
**) Zu dem nachstehenden Beweis vgl. Hilbert, a. a. O., S. 25ff. 
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zu stiitzen, daB ein allgemeiner Kern stets auch abgeschlossen ist.*) Dabei 
soll noch die Annahme gemacht werden, daB (1) eine polare**) Integral- 
gleichung ist. Man findet dann leicht, daB wenn F’(s) eine beliebige stetige 
Funktion von s und ¢ irgendeine noch so kleine positive GréBe bezeichnet, 
stets mittels geeigneter Koeffizienten eine solche lineare Kombination F’*(s) 
aus einer endlichen Anzahl] der Eigenfunktionen 2,(s), z,(s),--- gebildet 
werden kann, daf 


1 
J (F(s) - F*(s)P ds <s 
0 
ausfallt.***) 
Die Funktion f(s) lasse sich also unter Vermittlung einer stetigen 
Funktion g(s) in der Gestalt (8) 


1 
f(s) = A(s),f K(s,t) g(t) at 
0 
darstellen. Nach dem eben Gesagten gibt es eine Funktion 
g*(8) = ¢,%, (8) + cya, (s) +--+ ++ ¢,,(8) 


nn 


1 
= A(s) | K(s, t)[e,4, 2, (t) + Aga (t) +--+ +¢,4,0,()] at 
i 


= A(s) { K(s, t)h(t) dt, 


so dab, wenn 
1 


2(s) = g(s) — A(s) | K(s, t) h(t) at 
0 


gesetzt wird, die Ungleichung 


1 
> Qs 2 
(17) J (x(s))?ds < (saa-m) 


erfiillt ist, wobei « irgend eine beliebig kleine positive GréBe bedeutet 
und die Zahl M so gewihlt ist, dab 


: 1 
| (A@ Ke, t))Pdt < M, 
0 


1 
(18) (A()*- K(s,8) +f K(s,s)ds<1+ M 
0 
*) Vgl. Hilbert, a. a. 0., 8. 27. 
**) s. S. 529, Anm. *). 
***) Vol. Hilbert, a. a. O., S. 208 unten. 
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gilt. Wir setzen 


7 (8) = A(s) { K(s, t) h(t) at, 


1 1 
f*(8) = A(s) { K(s, t) g(t) dt = A(s), [ Ky(s, t)h(t) at. 
0 0 
Die Funktion f*(s) ist*) in die absolut und gleichmiiSig konvergente 
Reihe nach Eigenfunktionen 
f*(8) = f,*%, (8) + f*,(8) +: 


entwickelbar, und man kann gewiB ‘eine ganze Zahl m finden, so dab 
fiir alle s 


(19) \f*(s) — f,*,(8) — f*m,(8) —--- — fé2,(8)| <5 


ist und auch diese Ungleichung giiltig bleibt, wenn man m hierin durch 
eine gréBere Zahl ersetzt. 
Nun ist gemiB der Ungleichung von Schwarz 


fA) K(s, t)a(t) dt < | V [(A@Ke, oat. f (ea) at 


und wegen (17) mithin 


Ss VM aH = z 
Da 
(20) f(s) = f*(s) + A(s),{ K(s, t) x(t) at 
ist, so folgt die Ungleichung 
(21) f(s) —f*(8)| < 5 - 
Wegen (20) ist 
f, — f= JS [J Kv, 8)x,(r) A(s) K(s, ) 2(¢) dtdr ds, 
600 
— {fK.,0) 2,0) 2(t) dtar= hf? aayat, 
und daher = : 
(22) KO [Tig eae 


*) Hilbert, a. a. O., S. 202, oder wie unmittelbar aus der in § 1 bewiesenen 
Entwicklung fiir K, (s,¢) folgt. 
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Setzen wir 
1 
1 x(t) 
. t)dt 
1 *,(8) Fs “4 aw *° 
A= i, Ais) A(s) JS (wayrat, ; B= 4/ 4 ’ 
° V { @ew)tat 
so erhilt man wegen 


| AB\ < 5 (A4°+B) 
aus (22) die Ungleichung 








“Aw)* fale? 1 2a? \. 
(t,t) =.(8)| < Sa (FS) V. ((eoyat + =, 
, [ (t)* dt 
0 
oder da 
1 1 
(/ 46 wat) < f (is) af erat, 
so ist 
\(f, -f*)4,(9)| < Vs [oat [4@? i s (Ho) + J Gio) 
oder wegen (15), (16) und (17) 


D\G-4s, (@)\ <5 2 a+ M) (40 K(s, 8) + fx (s, Ha | 


und wegen (18) 
D669) 2,9)|< |, 


v=1 


d. h. es ist auch 


(23) | fim (8) +--+ + hn%m(8) — fi*™(8)—-+ faq (8)! < G 
Aus (19), (21), (23) folgt fiir alle s 
f(s) — fim (8) — fo (8) — ++» — fn An (8) | <2, 


und zugleich ist ersichtlich, daB die Ungleichungen auch noch gelten, die 
entstehen, wenn man statt m eine gréBere Zahl wihlt. Damit ist der Satz 
bewiesen, daB unter den gemachten Voraussetewngen jede in der Gestalt (8) 
darstellbare Funktion in die absolut und gleichmipig apaenge Reihe 


Dis (8) entwickelbar ist. 


r=1 
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$ 3. 
Die ,,bilineare Formel“ fiir einen allgemeinen Kern K(s, t). 
Der Beweis fiir die absolut und gleichmaBig konvergente Entwicklung 


- 1 . z(t 
(24) KG) = aap 
r=1 


im Falle eines allgemeinen Kernes K(s,¢), kann nun auf Grund des § 2 
in abnlicher Weise gefiihrt werden, wie J. Mercer (a. a. 0.) die Konvergenz 
der bilinearen Formel fiir Kerne (einer orthogonalen Integralgleichung) 
vom positiven Typus zeigt. 
Da 
> |2 »(8) 2, (t) a,,(8)\? +Ga) 
A(s) A(t) S ‘A(s) A(t) 


ist, so ergibt sich aus der Formel (15), daB die Reihe 


or »(8) mt, (t) 
(25) WHAT >" 


absolut konvergiert fiir jedes Wertepaar der Variabeln s,¢, das den Un- 
gleichungen O<s<1, O<t<1 geniigt. Fiir jedes solche Wertepaar 
besitzt also die Funktion 


' 1 . 2, (8) x, (#) 
(26) f(s, t) = K(s, t) — iéitc, : 
v=1 
einen bestimmten, endlichen Wert, und wir wollen nun f(s,¢) niher be- 
trachten. Es sei bemerkt, daB wegen (15) die Beziehung 
0<fls, 8) < K(s,s) 
gilt. — 
6 bezeichne irgend eine vorgegebene positive GréBe; aus der absoluten 
Konvergenz der Reihe (25) folgt, daB fir ein beliebiges, fest gewihltes 
Wertepaar s,¢ eine Zahl m so groB gefunden werden kann, daB 


(97 = x(t) 6 . 
27) >: z mtn |< 3 


r=m+1 


Wir betrachten nun wieder die Funktion (10)*) 


, = Ax, ( (t 
K(A; s,t) = K(s, + aoa62 yeas) 


*) K(4; s,@ spielt hier dieselbe Rolle wie bei Mercer die Funktion K,(s, #); 
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Weil 


1|,@)7,/_ | 4a (9), (| 

Ay | Als) A(t) | GE — 4) Als) A | 

fir v >m, 24<0, so haben wir 
= 4) #,(0| 


Rf, (4; 8, t) = 42(42 —’) A(s) A(f) | ~ 3 ) (4<0). 


vom+l1 

Wegen 
. ; 1 - my, (8) %, () 
lim (K(A; 5, 2) — RAs 8) = KS) — aaay 
Presct v=1 f 


kann eine negative Zahl L’ so groB ihrem absoluten Werte nach gewihlt 
werden, daB fiir 1< L’ 


1 — x, (8) 2, (8) 6 
K(A; s,t) — R(A; s,#) - | K(s,) — T@ ao > r ] <3: 
v=1 ’ 


aus (26) und (27) folgt 


m 


7, 1 2, (8) x, (8) = 6 
Ko, t)— A(s) A(t) “2 a2 | — f(s, t) | <5" 


Addieren wir die drei letzten Ungleichungen, so erhalten wir 


|K(A; s, t) — f(s, t)| <9, (A<L’, 
d. h. 
(28) _lim K(A; s, t) = f(s, ), (O<s<l, O<t<1). 


Von K(A; s,¢) haben wir gezeigt, daB es fiir 4<0 eine Funktion 
vom positiven Typus ist (S. 532): es gilt immer 


1 3 
SJ K(a; 8, t) (8) 0(t) ds dt > 0, (1<0) 
00 


wiihrend aber letztere die zum Kerne k(s,t) gehirige lésende Funktion darstellt, ist 
hier (s) = K(A; s,¢#) eine Lisung der Integralgleichung 


1 
o(s)—af "K, (6, 7) A(r) 9 (0) dr = K(s, 8), 
0 


wie man leieht beweisen kann. Darum ist auch die Methode zu Anfang des § 29 
(bei Mercer) in unserem Falle nicht unmittelbar anwendbar (vgl. unten 8. 5401f.). 
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fiir jede beliebige stetige Funktion 6@(s). Wir wollen beweisen, daB auch 
die Funktion 

K(4; a,,8) K(A;a,,¢ 
(29) K (A; 8, t) = K(a; 8, t) — gq. oe A 





fiir alle negativen Werte von 4 vom positiven Typus ist, wo a, irgend 
einen Punkt des Intervalles 0 bis 1 und « irgend eine positive Zahl be- 
deutet. Aus (10) und (26) folgt 


® — 1 at, ( 1/ 2 
(30) K(A; A, a,) a f(4,, a,) +> az—i (Fes) , 


v=1 


daher wiichst K(A; a,, a,) monoton mit 1, solange letzteres negativ ist, 
und es verschwindet somit wegen (28) der Ausdruck 


K(A; a,, 4,) —f(a,,4,) +é 
fiir keinen negativen Wert von A. 
Bilden wir nun das Doppelintegral 


11 
(31) J.J K(2; 8,8) 0(s) O(@) dsdt 
00 
1 2 
(fa: a, , t) a at) 
0 


11 
iy K (A; 5, f) 0(s) Ot) dsdt — Kaa Fea) Ee? 
wo 6(s), wie eben, eine beliebige stetige Funktion bezeichnet. Wie ich 
schon 8.532 bemerkt habe, besteht die Gleichung 


11 ~o 

(32) Sf K(A; s, t) 0(s) 0(t) ds dt = » =, + J, 
0 vai ” 

wo J eine nicht negative, endliche GréBe und 


1 
» "x, (t) 
a Te OC) at 


ist. Ferner gilt nach (10) 


1x, (8) 


(¥) 
sa 


33) .A(s) { K(A; s,#) 0(t) dt—A(s) [ K(s, t) 0(t) a : ; 
(88) AG) KA; 5,6 01) dt A(6) f KOs, 10H dt +>? 


Nach dem von mir fiir allgemeine Kerne K(s,?) in § 2 bewiesenen Ent- 
wicklungssatz ist 
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f(s) = A(s) f(s, 0(6) dt = S'=,(6) ff Kee, (0) fly) dzay 
- >> =.) 1) K(a, y),(#) Ay) Ky, #) 0(f) dt dx dy 


3 J, 


ci 9) 
a2 2 ”, 


Pe 


1 
° 


1 
K,(a, t) x,(a) 0(t)dtdx -> 7 f po 6(t) dt 
0 


v=1 


also folgt aus (33) 


2,,(8) 


1 ~« 
: 4 @™ ® 
(34) J K(A; s, t) O(¢) dé “2 B—i* AG)” 


Wenn (34) mit 0(s)ds multipliziert und von 0 bis 1 integriert wird, sieht 
man iibrigens in (32), daB (fiir allgemeine Kerne) J = 0 ist. Aus (30), 
(31), (32) und (34) ergibt sich 


(3 le is) 

v)\2 —i 4G, 

(35) Sf K(A; s,t) 0(s) O(t)dsdt — ->@ ce Z _ ( = ' 
vel e +3 = i cs ) 


Wenn nun 

S71 (mln? SO _ (0 cq) 
(36) = a—1 Ges) . a | aed — a —i A(a,) So fir 1<0 
ist, so folgt auch aus (35) 


(37) J, / K(A; s, #) 0(s) 0(t) dsdt > 0, (1<0), 


und K(A; s,¢) ist fir 4<0 vom positiven Typus, wie wir beweisen 
wollten. Da® die Relation (36) richtig ist, erkennt man sofort; denn es 
gilt fiir jedes negative 4 

J s@) 
fd Ata) YR—12 Aa)VR—-2 Sj VR ‘Yu—i 


oo \3 
7 a,(a,) 0” 
< (> 4) 1) 
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nach der ,Schwarzschen Ungleichung“.*) K(i; s,¢) muB daher als Funk- 
tion vom positiven Typus fir alle negativen Werte von A der Bedingung 

K(A; s,s) > 0, (4<0) 
geniigen (O<s<1). Aus (28) und (29) folgt also 


fis,) — Ue9l" > 0, O<s<0). 


Diese Beziehung ist offenbar nur méglich, wenn f(a,,s) verschwindet, da 
wir die positive GréBe « beliebig klein wihlen kénnen. a, und s sind 
ganz beliebige Werte im Intervalle 0 bis 1, und es muB daher 

f(s, ¢) =0 
sein fiir jedes Wertepaar der Variabeln s,¢, das den Ungleichungen 
O<s<1, O<t<1 geniigt; somif ist nach (26) 


1 7 2, (8) 2, (0 
K(s, t) = A(s) A(t) P i? : 
. ’ vy—] 


Dab die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Reihe absolut 
konvergiert, haben wir bereits gezeigt; daB sie in dem ganzen Gebiet 
O<s<l, O<t<1 auch gleichmibig konvergiert, folgt aus einem 
Theorem von Dini**), auf Grund dessen die Reihe 


<1 /%,(8)\2 
> ri (Ta ; 


die nur Glieder positiven Vorzeichens hat und gleich einer stetigen Funk- 
tion, nimlich A(s, s) ist, gleichmiBig konvergiert. Wegen 


,,(8) %,(t) | ,,(8)\? a, (t)\? 
2 A(s) A(t) Ss (za ) + (r ) 
ergibt sich daher die Richtigkeit des zu Anfang dieses Paragraphen aus- 
gesprochenen Satzes. 
§ 4. 
Die Summe der reziproken polaren Eigenwerte konvergiert absolut. 


Um den letzten in der Einleitung ausgesprochenen Satz zu beweisen, 
miissen wir uns auf die Hilbertsche Theorie der polaren Integralglei- 
chung stiitzen, wobei die Theorie der quadratischen Formen mit unendlich 
vielen Variabeln zur Anwendung kommt, insbesondere der Hauptsatz***): 


*) Vgl. oben S. 534. 
**) Fondamenti per la teoria delle funzioni di variabili reali (Pisa 1878), § 99.” 
***) Hilbert, a. a. O., 8. 162. 
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»Hs sei eine positiv definite, vollstetige quadratische Form K(x) und 
auBerdem eine quadratische Form von der Gestalt 


V(x) = 0, 4,2+ v4,2+--- 
vorgelegt, wo v,, 0,,--- bestimmte Werte +1 oder —1 sind: alsdann gibt 
es stets eine Reihe von teils positiven oder negativen, teils verschwinden- 
den GréBen x,,%,,---+, die, wenn in unendlicher Anzahl vorhanden, gegen 


Null konvergieren, und von zugehérigen beschriinkten Linearformen 
A, (x), A, (x), --- derart, daB die ,,Polarititsrelationen“ 

A, (+) V(-, *) A,(*) ™ %y, 

A,(-) V(-, e)A,(*) = 0, (p+ 4) 
erfiillt sind, und daB ferner die vorgelegte quadratische Form die Dar- 
stellung 

K(x) = (A, (@))? + (Ag(@))? + --- 
gestattet.“ 

Die Linearformen A,(x), A,(x),--- erhilt man auf folgende Weise: 
die Form K(x) wird durch eine orthogonale Transformation der Variabeln. 
2, %,-+*- in die Gestalt einer Quadratsumme: 

(38) K(x) =k, a,* +k, a"? +--+» =k, (LD, (a)? +k (L,@))*? +>: 

gebracht; die nicht negativen GréBen k,,k,,--- konvergieren gegen Null. 
V’(x’) bezeichne die durch jene orthogonale Transformation aus V(z) ent- 
stehende quadratische Form der Variabeln «,’, x,',---; setzt man in der- 
selben an Stelle von z,', 2, --- die Ausdriicke Vik, &, Vit, &,---, 80 
werde die dadurch aus V’(z’) hervorgehende quadratische Form der 
Variabeln &,, &,--- mit V’(Vk &) bezeichnet. Man beweist leicht*), daB 
V'(VYk&) eine vollstetige Form der Variabeln £,, &,-°~ ist; sie kann also 
so orthogonal in neue Variabeln transformiert werden, daB sie die Gestalt 


V’ (Vk) = #5? + 48% +--- 
erhilt; z,, x,,--- sind reelle, teils positive oder negative, teils verschwin- 


dende GréBen und konvergieren, wenn in unendlicher Anzahl vorhanden, 
gegen Null. Es mégen die Formeln 


£5 = 04,8, + 8 +--+, 


Ee’ = 02,5 + Ope +--+ 


die zuletzt gebrauchte orthogonale Transformation bezeichnen; die obigen 
Linearformen A,(x), A,(x),--- sind dann durch 


*) Hilbert. a. a. O., 8. 157. 
Mathewatische Annalen, LXXVI. 35 
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A,(z) = 01, Vk, L, (2) + Og Vik Ly (x) +++, 
(39) Ng (ax) = O45 Vii, Ly (2) + O49 Vy Ly (2) +--+ 


gegeben. — 

Von den quadratischen Formen geht man zu der polaren*) Integral- 
gleichung (1) tiber, indem man nach dem Vorgange von Hilbert ein polares 
vollstindiges Funktionensystem TT,(s), T1,(s),--- fiir das Intervall s = 0 
bis s = 1 benutzt. Die Funktionen TT,(s), TT,(s),--- sind stetig, eventuell 
stiickweise stetig mit endlichvielen Sprungstellen im Intervalle 0 bis 1 und 
erfiillen die folgenden Eigenschaften: 

I. Die Polarititseigenschaft 


J A(s) TI, (s) T1,(s) ds = 0, (p+q) 


1 
{ A(s) (TI, (9))*ds = v,, 
v 
wobei 
1, = +1, ,——1,.,—-+1, ,=——1,.=—+1,--- 
gesetzt ist; 
Il. Die Vollstandigkeitsrelation 


J A(s) u(s) v(s) ds = S|. - { A(s) u(s)TT,(s) ds - {-A(s) 0(s) TT,(s) ds | 


fiir jedes Paar stetiger Funktionen u(s), v(s) der Variabeln s. 

Das von Hilbert gebrauchte polare vollstindige Funktionensystem 
TT, (s), TI,(s),--- ist zugleich auch ein orthogonales vollstindiges Funk- 
tionensystem fiir das Intervall 0 bis 1**); daher Jassen sich die Koef- 
fizienten K,, der quadratischen, positiven definiten Form K(x), die durch 


K,, = »,, [ { A(s) A( K(s, t)T1,(s)T1,(t) ds dt 


gegeben sind, auch als Fourierkoeffizienten von K(s, 7?) in bezug auf ein 
orthogonales System auffassen. 


*) Siehe S. 529, Anm. *). Statt unserer mit A(s) bezeichneten Funktion steht 
bei Hilbert —_ (= Vie) = +1). 


V(s) 
**) Vgl. Hilbert, a. a. O., 8. 198 und 177. 
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Wenden wir den oben angefiihrten Hauptsatz auf die Form K(a) und 
die mit alternierenden Vorzeichen gebildete Form 
V(a) = 0, 2,7 + 0%? + --- = 2? — 2% +--- 
an, so erhalten wir fiir K(x) die Darstellung 
K(z) = (A, @)? + (A,@))? + 
die Linearformen A,(z), A,(x),--- geniigen den Relationen 
Ny (+) V(+,#) Ay(*) = Hp» 
A,(-) V(-,¢) A,(*) =, (p+q) 
wo die GréBen x,, x,,---, wenn in unendlicher Anzahl vorhanden, gegen 
Null konvergieren. Bezeichnen wir die reziproken Werte der von Null 


verschiedenen GréBen x, mit 4, (p= 1,2,---), so sind nach Hilbert die 
GréBen 1, die Eigenwerte der polaren Integralgleichung (1). Nach (39) ist 


A, (2) -> 0,Vk, L,(“) = do, k, l,,%,, 


%g=1 


L, (2) -> L, % 


qg=1 


(40) 


wenh 


gesetzt wird; wegen (40) ist 


6->4( Dove : 


q=1 


“is (S vk 


q=1 v= 


also 


Da die Linearformen L,(x) mit den Koeffizienten /,, ein vollstindiges 
Orthogonalsystem*) bilden, ist 


3 (SVE t,)-S ak, 
g=1 \r2l j 


ls Dah, 
Smisy Dae ->1 de. 


p=1 p=l r= vel p=l 


und daher 


*) Siehe Hilbert, a. a. O., S. V. 
35* 
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Da man nun die Form K(x) aus K(s, ¢) durch Vermittlung eines orthogonalen 
volistindigen Funktionensystems entstanden ansehen kann, so sind die 
(nicht negativen) GréBen k,, soweit sie von Null verschieden sind, nichts 


anderes als die reziproken orthogonalen Eigenwerte z des Kernes K(s, ¢) 


(vgl. (8) und Hilbert, a. a. O., S. 186ff). Weil K(s,¢) vom positiven 
Typus ist, so konvergiert nach Mercer die Summe 


~ 2% 

1 
Dh Dz 
vai 21 . 


und wir erhalten 


(41) dinis ds, 


p=1 
da 


m 


> ars! 


p=1 


ist (die 0,, sind ja die Koeffizienten einer orthogonalen Transformation). 
Aus (41) folgt, dab 


(42) Diai- Sb sd4->t 
vy=1 v=l vy=1 v=1 


ist, w. z. b. w. 





Die polaren Eigenwerte 4, sind die Nullstellen der Fredholmschen 
Determinante 4(4) des Kernes 


H(s, t) = A(s) K(s, t). 


Da diese bekanntlich héchstens das Laguerresche Geschlecht 2 besitzt, 
gestattet sie wegen (42) die Darstellung 


B(a) = ent” JP (1 - 7): 


val 


Vergleicht man diese Formel mit der fiir gentigend kleine 2 konvergenten 
Fredholmschen Entwicklung 
a’ (2) 


1) ~~ Hi ----#, 


n 
nit . 


1 


H, = [ AAs, s)ds, 
0 
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wo H,(s,t) der n iterierte Kern von H(s,#) ist, so folgt 


oa 
1 
a-> ~~~, 


v=1 


2b 2 = — Ah. 
val 


Nach § 1 ist 





1 x 
H,(s,t) = A(s) | K(s, r) A(r) K(r, t)dr = 6D Sh oft , 
0 a , 


i oo 
H, = { H,(s,s)as => 5, 
0 vel ” 
b=Q. 
Fiir einen allgemeinen Kern K(s,t) gilt (24) 
H(s,t) = A(s) K(s,t) = 4 > Se", 


vy=1 
1 oo 
H, =| H(s,s)ds => 2, 
0 v=l1 . 
a= 0- 


Damit ist die zam Schlusse der Einleitung aufgestellte Behauptung bewiesen. 








C. Just. 


Einleitung in die Theorie der Elementarflichen dritter Ordnung. 
Von 


C. Juzt in Kopenhagen. 
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Die Lehre von den algebraischen Flichen dritten Grades hat sich seit 
der Mitte des vorigen Jahrhunderts teils an der Hand der Theorie der auf 
den Flachen liegenden Geraden, teils mittels der Polarentheorie entwickelt. 
Wihrend die letztgenannte Theorie an das algebraische Gebiet gebunden 
scheint, beabsichtige ich in der vorliegenden Arbeit nachzuweisen, daB die 
Theorie der Geraden, von der algebraischen Grundlage, auf der sie auf- 
gewachsen, unabhingig ist. 

Nachdem ich in § 1 die Flaichen, die im folgenden behandelt werden, 
charakterisiert habe, betrachte ich in § 2 das Auftreten der einfachsten 
Singularititen der ebenen Schnitte und der Umrisse dieser Flichen. Es 
ist unmittelbar ersichtlich, daB die angegebenen Resultate auch fiir jeden 
allgemeinen Punkt einer beliebigen Elementarfliiche giiltig bleiben. Alle 
Schliisse beruhen namlich auf Parititsbestimmungen und jede Eiementar- 
fliche ist ihrer Definition zufolge endlicher Ordnung; ein allgemeiner Punkt 
ist aber ein Punkt der Fliche, fiir welchen keine Tangente mehr als drei 
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mit dem Beriihrungspunkte zusammenfallende Punkte mit der Flache ge- 
mein hat.*) 

Nachdem in § 3 die Existenz einer einzelnen Gerade der Fliiche nach- 
gewiesen worden ist, findet sich in § 4 der Hauptsatz der ganzen Theorie, 
nimlich daB jede allgemeine Elementarfliiche immer drei in einer Ebene 
liegende Gerade enthilt. Darauf fubend wird in § 6 bewiesen, daB die 
Fliche entweder 3, 7, 15 oder 27 Gerade enthiilt; dies geschieht durch 
eine schrittweise fortgehende Diskussion der Umrisse der Fiche. 

Es kann iibrigens kaum bezweifelt werden, daB die Satze in den §$§ 3, 4 
und 5 verschiedene Giiltigkeitsbereiche haben. So wird man mit gréBter 
Wahrscheinlichkeit finden, daB der Satz in § 3 nicht nur fiir Elementar- 
flichen und der Satz in § 4 nicht nur fiir allgemeine Elementarflichen giltig 
sind, wihrend die allgemeine Giiltigkeit der Satze in § 6 eine ,,allgemeine 
Elementarfliiche dritter Ordnung“ voraussetzen wird. 

Mein Ausgangspunkt fiir die folgenden Betrachtungen war der Be- 
weis in § 5, der nach einer kleinen Anderung wesentlich mit der be- 
kannten Salmonschen Konstruktion der 27 Geraden zusammenfiillt. Das 
Hauptmittel der Untersuchung ist aber die Betrachtung des Umrisses der 
Fliche aus einem Punkte desselben auf eine Ebene. Fiir algebraische 
Flichen ist diese Methode seit Geisers Arbeit: ,,Uber die Doppeltangenten 
einer ebenen Kurve vierten Grades“ in Bd. 1 der Math. Annalen sehr be- 
kannt. Um sie aber auf nicht-algebraische Flichen anwenden zu kénnen, 
waren einige Sitze iiber ebene Elementarkurven vierter Ordnung not- 
wendig, die ich in einer vorstehenden Note: ,,Einige Sitze tiber Elementar- 
kurven vierter Ordnung“ gesammelt habe.**) 

Die Beweise habe ich, wie man sehen wird, iiberall so zu fiihren ver- 
sucht, daB die Schliisse auch fiir nicht-analytische F lichen giiltig bleiben. 
Man kann dieses Bestreben vielleicht etwas verfriiht nennen, denn man 
hat in der Tat bis jetzt keine nicht-analytische allgemeine Elementarfliche 
dritter Ordnung wirklich hergestellt. Weil sich aber doch in dieser Rich- 
tung gewisse Anfiinge vorfinden — nicht-analytische Flichen zweiter Ord- 
nung sind mehrmals bemerkt, konstruktive Bestimmungen von gewissen 
nicht-analytischen Regelflichen dritter Ordnung oder auch von gewissen 
Umdrehungsflichen habe ich anderswo gegeben —, so darf man sich doch 
denken, daB man in absehbarer Zeit auch nicht-analytische Elementar- 
flichen dritter Ordnung wird konstruieren lernen.***) 

*) Vgl. die Note; Uber Elementarflichen“, Jahresb. d. deutschen Math.-Ver- 
einigung 22, S. 345 (Vortrag auf der Jahresversammlung in Wien 1913). 

**) Diese Ztschr. Bd. 76, S. 348—353. Ich zitiere diese Arbeit als ,,Sitze‘. 

***) DaB solche Flichen tiberhaupt vorhanden sind, ist aber selbstverstindlich, weil 


man nur einer algebraischen Fliche dritten Grades eine passend kleine Deformation 
zu geben braucht, um sie zu gewinnen. 
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Die einzigen Flichen dritter Ordnung, deren Theorie ich in der vor- 
liegenden Arbeit zu einem gewissen Abschlu8 bringe, sind jene Elementar- 
flichen, die keine Doppelpunkte und keine zusammenfallende und keine 
,Singuliire* Gerade enthalten — ich nenne sie allgemeine Elementarflichen 
dritter Ordnung. Soweit ich sehe, reicht die Betrachtung der Umrisse 
auch fiir die ausgelassenen Fille aus, aber alle Méglichkeiten so mitzu- 
nehmen, wird zu groBen Weitliufigkeiten fiihren. Es wird dies wohl auch 
nicht der richtige Weg sein. Die Bestrebungen miissen vielmehr darauf 
gerichtet werden, eine Theorie der Nachbarfliichen aufzustellen, wodurch 
man eine besondere Fliche in eine benachbarte allgemeine iiberfiihren 
kann. Fiir die algebraischen Flichen ist dies schon von Hrn. F. Klein 
ausgefiihrt.*) Wenn man aber das Gebiet der algebraischen Flachen dritten 
Grades verlaiBt, dann treten dem Problem der Nachbarfliichen besondere 
Schwierigkeiten entgegen, von denen man in § 7 nur wenige geldst finden 
wird. Hiermit steht auch in Verbindung, daf ich nicht neue Flachen mit 
27 Geraden habe finden kénnen, gondern nur Flichen mit drei oder sieben 
Geraden; diese sind Flichen beliebig hohen unpaaren Grades oder jeden- 
falls analytische Flichen.**) 

Der letzte Abschnitt ordnet die Stellung der Flaichen dritten Grades 
in das Gebiet der analytischen Flichen dritter Ordnung ein, nimlich durch 
den Satz, daB eine analytische, iiberall reguliire Flache, welche héchstens 
sechs Punkte mit einer nicht auf der Fliche liegenden Kurve zweiter Ord- 
nung gemein hat, notwendigerweise algebraisch sein muB. Hierbei ist jedoch 
vorausgesetzt, daB die Fliche wenigstens eine ,allgemeine“ Gerade enthiilt. 

Ich habe im obigen kein Hehl daraus gemacht, daB viele hierher ge- 
hérige und teilweise sehr naheliegende Fragen noch ihrer Beantwortung 
harren. Es ist aber zu hoffen, daB das Interesse, das sich in diesem Jahr- 
hundert wieder den interessanten algebraischen Flichen dritten Grades 
zuzuwenden scheint, nicht ganz die Elementarflichen dritter Ordnung bei 
Seite liegen lassen wird. 

§ 1. 
Voraussetzungen und einleitende Sitze. 


Jede hier in Betracht kommende Fliche F'™ ist erstens eine stetige 
geschlossene Fliche, welche von jeder Ebene in einer Kurve dritter Ord- 
nung geschnitten wird. Die Fliche soll zweitens in jedem Punkte eine 


*) Siehe F. Klein: Uber Flachen dritter Ordnung, Math. Ann. 6, S. 551; siehe 
auch V. H. Blythe: On Models of cubic surfaces (Cambridge 1905). 

**) Die Ergebnislosigkeit meiner Bestrebungen, eine neue analytische Fliiche mit 
27 Geraden zu finden, michte mich zu der Hypothese verleiten, daB eine solche nur ent- 
weder als algebraische Fliche dritten Grades oder auch als nicht-analytische Fliche 
existiert; ich habe aber auch keine stichhaltigen Griinde fiir die Hypothese finden kénnen. 
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mit dem Beriihrungspunkte sich stetig aindernde beriihrende Ebene haben 
und kein ebenes Flichenstiick enthalten. Wesentlich ist es ferner, daB wir 
die Fliche als eine Elementarfliche voraussetzen, d. h. es soll nicht nur 
jede ebene Schnittkurve, sondern auch jeder geometrische UmriB der 
Fliche Von einem beliebigen Punkte des Raumes aus eine Elementarkurve 
ohne Winkelpunkte und ohne geradlinige Segmente sein; eine Elementar- 
kurve ist aber eine Kurve, von der jeder Zweig aus einer endlichen Zahl 
von Konvexbégen zusammengesetzt ist. 

Kine Flaiche dritter Ordnung kann zwei getrennte Schalen haben, 
deren eine ein projektives Ovaloid ist. Dieses lassen wir, auch wenn es 
vorhanden ist, weg, so daB in unseren Betrachtungen nur eine unpaare 
Schale in Betracht kommt. 

Weil auch eine beriihrende Ebene uw in einer Kurve dritter Ordnung y 
schneidet, kann eine in uw liegende und durch den Berihrungspunkt M 
gehende Gerade auferhalb M héchstens einen Punkt N mit y gemein 
haben. Es muB deshalb M entweder ein eigentlicher Doppelpunkt oder 
eine Spitze von y oder auch ein auferhalb y liegender Punkt der Art 
sein, daB jede durch M gehende Gerade nur einen Punkt mit y gemein 
hat. Einen solchen Punkt nennen wir einen wuneigentlichen Doppelpunkt. 
Den genannten Fallen entsprechend wird M ein hyperbolischer, ein para- 
bolischer oder ein elliptischer Punkt der Fliche genannt. Die Tangenten 
des Doppelpunktes nennt man die Haupttangenten der Fliche in M. Zer- 
fallt y in eine Gerade’ und ein Oval, so ist wieder M entweder hyper- 
bolisch oder parabolisch. Das letztere ist der Fall, entweder wenn das 
Oval x die Gerade a beriihrt oder wenn x ein auf a liegendes Punktoval 
ist oder wenn x sich in zwei durch WM gehende Gerade auflést. 

Unsere Aufgabe im folgenden ist besonders die Untersuchung der 
Geraden der Fliche. Wir setzen hierbei voraus, daB die Fliche keine 
Regelfliiche ist, und ferner, daB sie keine zusammenfallende Gerade hat. 
Darunter verstehen wir folgendes: Vier verschiedene Tangenten, welche 
die Fliche in vier Punkten einer Geraden a beriihren, diirfen erstens nicht 
in einer Ebene liegen, und wenn sie das nicht tun, darf die zweite Ge- 
rade, welche im allgemeinen auBer a die Tangenten schneidet, nicht mit a 
zusammenfallen. 

Legt man durch eine Gerade a der Fliche F'™ eine beliebige Ebene u, 
so hat diese auBerhalb a entweder keine Punkte mit der Flache gemein 
oder sie schneidet dieselbe noch in einer Kurve zweiter Ordnung. Diese 
kann sich in zwei Geraden auflésen oder auch ein Punktoval sein, in 
welchen beiden Fiillen wir die Ebene eine dreifach beriihrende Ebene 
nennen. Wenn wir aber im folgenden ausdriicklich sagen, dab eine durch 
a gehende Ebene noch in einer Kurve zweiter Ordnung schneidet, werden 
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wir, wenn nicht anderes ausdriicklich bemerkt, dabei das Punktoval nicht 
mit einschlieBen. 

Ist M ein Punkt der Geraden a, uw die in a beriihrende Ebene, dann 
geht w durch a, und die Kurve « zweiter Ordnung, in der uw die Fliche 
noch schneidet, hat auBer M noch einen Punkt N mit a gemein, der aber 
auch mit M zusammenfallen kann. Es wire méglich, dab M und N 


tiberall zusammenfallen; wir setzen aber noch vorans — und dies ist un- 
sere letzte Voraussetzung —, dab solche ,singuliire Gerade“ nicht vor- 
kommen. 


Jedem Punkte M entspricht ein und nur ein Punkt N, denn erstens 
hat die Fliche in jedem Punkte nur eine beriihrende Ebene und zweitens 
kann die Kurve a, in der eine Ebene uw die Fliche auBer in a noch 
schneidet, nicht auber M zwei (getrennte oder zusammenfallende) Punkte 
mit @ gemein haben, ohne in a und noch eine Gerade zu zerfallen; dann 
wiirde aber jede in w liegende Gerade eine Tangente der Fliche sein, was 
unseren Voraussetzungen widerspricht. Aber auch jedem Punkte N ent- 
spricht ein und nur ein Punkt WM, denn uw muB auch in N eine beriih- 
rende Ebene sein. 

Die Abhingigkeit WN ist also umkehrbar eindeutig und zugleich 
involutorisch. Weil ferner den Voraussetzungen nach die Abhingigkeit 
zwischen M und uw gegenseitig stetig ist, wird auch die Abhingigkeit MN 
stetig sein. Aus der Hin-ein-Deutigkeit und Stetigkeit folgt offenbar, daB 
N sich in einem bestimmten Sinne bewegt, wemn M es tut, und um- 
gekehrt. 

Wenn nun M und N sich in demselben Sinne bewegen, dann kénnen 
sie nie zusammenfallen. Fielen niimlich M und N in £ zusammen, dann 
miibten EMN und ENM denselben Sinn bestimmen, was sich wider- 
spricht. 

Wenn aber M und N sich nicht in demselben Sinne bewegen, dann 
sieht man, daB M und N zweimal und in getrennten Punkten zusammen- 
fallen werden und daB diese Punkte R, und R, immer zwei zusammen- 
gehérige Punkte M und N voneinander trennen. Die in R, und R, be- 
riihrenden Ebenen g, und g; miissen auch getrennt sein, weil das Paar R, R, 
nicht mit einem Paar MN zusammenfallen kann. 

Hat die Gerade a keine parabolischen Punkte, so wird jede durch a 
gehende Ebene w die Fliiche noch in einer Kurve « zweiter Ordnung 
schneiden. Weil niimlich keine Kurve a mit a zusammenfallende Punkte 
gemein hat, muB entweder jede oder auch keine-durch a gehende Ebene u 
die Fliche in einer Kurve schneiden, die mit a Punkte gemein hat; die 
letztere Méglichkeit ist aber ausgeschlossen, weil dann a nicht auf der 
Flache liegen wiirde. 
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Wenn aber a@ zwei parabolische Punkte R, und R, hat, so braucht 
nicht jede durch a gehende Ebene in einer Kurve @ zu schneiden, die Punkte 
mit a gemein hat. Um dies zu untersuchen, betrachten wir die in einem 
Punkte beriihrende Ebene u, wenn M der Geraden a entlang in einem 
bestimmten Sinne von R, tiber einen Pankt Q nach R, liuft. Man sieht 
dann, daB w sich in einem bestimmten Drehsinne um a drehen mub, weil 
man sonst eine Ebene uw finden kénnte, die in zwei auf dem Geradenstiick 
R, QR, liegenden Punkten beriihren wiirde, wihrend nach dem friiheren 
zusammengehérige Punkte M und N durch R, und R, getrennt sein sollen. 

Geht aber M immer in demselben Sinne laufend iiber R, weiter, dann 
muB der Drehsinn yw sich umkehren, denn wenn M von R, nach R, nicht 
iiber Q geht, dann wird N von R, nach R, iiber Q gehen und zwei zu- 
sammengehérige Punkte M und N haben dieselbe beriihrende Ebene. 

Es folgt hieraus, daB die Ebenen in dem einen durch g, und g be- 
stimmten Winkelraume die Fliche in Kurven @ schneiden, die Punkte 
mit @ gemein haben, wiihrend die Ebenen des anderen durch g, und @ 
begrenzten Winkelraumes entweder auBerhalb a keinen Punkt mit der 
Fliche gemein haben oder auch in Kurven @ schueiden, die keinen Punkt 
mit a@ gemein haben. Schnittkurven der letzteren Art sind jedenfalls vor- 
handen. 

Die im folgenden aufzustellenden Siitze gelten fiir die hier charak- 
terisierten Flichen, die man allgemeine Elementarflichen dritter Ordnung 
nennen kann. Dieselben sind einschalige Elementarflichen dritter Ordnung 
ohne Doppelpunkte und Doppelkurven (Spitzkurven eingeschlossen), welche 
sowohl als Punkt- wie als Ebenengebilde stetig sind. Ferner sollen sie 
nicht unendlich viele Gerade enthalten und unter den Geraden der Fliiche 
sind zusammenfallende sowie auch singuliire Gerade ausgeschlossen. 


§ 2. 
Allgemeine Siitze iiber die Umrisse einer Elementarfliiche 
dritter Ordnung. 


Man erhiilt in bekannter Weise die Punkte des Umrisses einer Fliche 
aus einem Punkte P, indem man durch P eine beliebige Ebene u legt 
und aus P an die Schnittkurve 6 von uw mit der Fliche die beriihrende 
Gerade zieht. Ist die Fliche dritter Ordnung, dann gehen wie bekannt 
aus P an o entweder sechs oder vier oder auch keine Tangenten. Ist die 
Fliiche also eine Elementarfliiche, so wird der Umrib eine Elementarkurve 
sechster oder vierter oder zweiter Ordnung sein, insofern sie tiberhaupt 
vorhanden ist, was in jedem Falle besonders untersucht werden muB. 

Ehe wir die singuliiren Punkte des Umrisses untersuchen, betrachten 
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wir erst das Auftreten von singuliren Punkten auf den ebenen Schnitt- 
kurven der Fliche, wobei wir uns erinnern miissen, daB die Fliche F keine 
Doppelpunkte. (im weiteren Sinn) haben soll. 

Ein Doppelpunkt M kann auf einer ebenen Schnittkurve 6 nur dann 
auftreten, wenn die Ebene uw von o die Fliiche in M beriihrt. Jede durch 
M gehende und in w liegende Gerade 7 hat niimlich in diesem Falle 
héchstens einen auBerhalb M liegenden Punkt mit F gemein, so dab / 
in M die Fliche beriihren muf. Die Tangenten an o in M nenrt man, 
wie bemerkt, die Haupttangenten in M, einen Punkt der Fliche mit zwei 
Haupttangenten — also einen hyperbolischen Punkt — nennen wir einen 
allgemeinen hyperbolischen Punkt, wenn er nicht auf einer Geraden der 
Flache liegt. Eine Haupttangente, die nicht ganz auf der Fliche liegt, 
nennen wir eine allgemeine Hauptiangente. 

Eine Spitze kann 6 nur dann haben, wenn ihre Ebene die Fliche in 
einem nicht auf einer Geraden der Fliche liegenden Ponkte mit zusam- 
menfalienden Haupttangenten — wir sagen in einem allgemeinen parabo- 
lischen Punkte — beriihrt. Dies sieht man ganz wie oben. 

Hat o einen Inflexionspunkt in M, dann hat die 6 in M beriihrende 
Gerade m keinen Punkt auBerhalb M mit 6 und also auch mit F’ gemein. 
Es muB deshalb m eine allgemeine Haupttangente in M sein. 

Ist umgekehrt m eine in einem Punkte M beriihrende allgemeine 
Haupttangente, so wird eine durch m gehende, aber nicht in M beriih- 
rende Ebene mw die Fliiche in einer Kurve 6 schneiden, die in M einen 
Inflexionspunkt hat. Es hat niimlich m auSerhalb M keinen Punkt mit 
und also auch mit 6 gemein, und M wu deshalb entweder eine Spitze 
oder auch ein Inflexiouspunkt sein; das erstere ist aber, wie wir oben 
sahen, in diesem Falle nicht méglich. 

Wir gehen jetzt zu den Umrissen @ iiber und fragen, wann @ im 
Bilde M, eines Punktes M einen Inflexionspunkt haben kann. Das Pro- 
jektionszentrum P sei von M verschieden und es liege der letztere Punkt 
nicht auf einer Geraden der Fliche. Es ist nun, wie oben gesagt, @ eine 
paare Kurve, so daB in diesem Falle die @ in M, beriihrende Gerade m, 
auBerhalb M, eine unpaare Zahl von Punkten mit @ gemein haben muB. 
Aus P geht deshalb an die Schnittkurve y von F' mit der Ebene (Pm,) 
eine unpaare Zahl von (von PM, verschiedenen) Tangenten, und es mub 
deshalb entweder y eine Kurve dritter Ordnung mit einer Spitze sein oder 
auch P mu8 auf einer der in M beriihrenden Tangenten an y liegen — 
daB y nicht einen uneigentlichen Doppelpunkt in M haben kann, ist ein- 
leuchtend. Legt man aber durch PM eine allgemeine von mu verchiedene 
Ebene u,, so mu in dem hier betrachteten Falle aus P an die Schnitt- 
kurve y, von F' mit u,, auber PM eine unpaare Zahl von Tangenten gehen. 
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Deshalb kann P nicht auf der Wendetangente einer allgemeinen Kurve 
dritter Ordnung liegen, und es bleibt nur die Méglichkeit, dab die obige 
Schnittkurve y in M eine Spitze hat, auf deren Tangente P nicht liegt. 
Ist M ein auf einer Geraden a liegender parabolischer Punkt, so kann das 
Bild M, von M kein Inflexionspunkt sein, weil das Bild von a eine paare 
Zahl von Punkten mit m gemein haben wiirde. 

Weil die Schliisse auch in umgekehrter Ordnung genommen werden 
kénnen, hat man: 

Der Umrif einer F™ aus einem Punkte P hat im Bilde M, eines 
von M verschiedenen Punktes M dann und nur dann einen Inflexionspunkt, 
wenn M ein allgemeiner parabolischer Punkt ist, auf dessen Tangente P 
nicht liegt. 

Denken wir uns nun das Bild M, von M sei eine Dornspitze. Weil 
auch hier die @ in M, beriihrende Gerade auBerhalb M, eine unpaare 
Zahl von Punkten mit  gemein hat, muB wieder die in M beriihrende 
Ebene uw die Fliche entweder in einer Kurve y mit Spitze schneiden oder 
es muB auch P auf einer Doppelpunktstangente von y in M liegen. Hier 
ist aber die erstere Méglichkeit auszuschlieBen. Eine beliebige von mu ver- 
schiedene durch PM gehende Ebene muB hier niimlich in einer Kurve 7, 
schneiden, an die durch P auBer PM noch eine paare Zahi von Tan- 
genten geht; das ist nicht médglich, wenn y, eine Spitze hat — und P 
nicht auf der Tangente in M liegt, ein Fall, den wir hier ausschlieBen. 
Man hat also: 

Der Umrif @ kann im Bilde M, eines von P verschiedenen Punktes M 
dann uid nur dann eine Dornspitze haben, wenn P in einer Haupttangente 
von M liegt (den Fall, da®B M ein parabolischer Punkt ist, ausgeschlossen; 
und ebenso den, daB P auf einer durch M gehenden Gerade der Fliche 
liegt). 

Der Umri8 kann ferner keinen Doppelpunkt haben, wenn P nicht auf 
einer Geraden der Fliiche liegt, denn eine Gerade kann nicht zweimal die 
Fliche beriihren, ohne ganz auf der Fliche zu liegen. 

Aus demselben Grund muB8 eine Doppeltangente a, des Umrisses das 
Bild einer Geraden a der Fliche sein. Die Ebene (Pa) schneidet dann 
auBer in a noch in einer Kurve zweiter Ordnung x, und die Bilder der 
Punkte, die x mit a gemein hat, sind die Beriihrungspunkte von a, mit o. 
Man sieht hieraus zugleich, daB nicht das Bild a, jeder Geraden der 
Fliche eine Doppeltangente von @ wird, und zugleich die wesentliche Tat- 
sache, daB a,, wenn sie keine Doppellangente ist und wenn P auf F liegt, 
dann keinen Punkt mit @ gemein haben kann. 

Die Wendepunkte und Spitzen des Umrisses sind jedenfalls nur in 
endlicher Zahl vorhanden, weil eine Elementarkurve ist. Ist das Bild M, 
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von M keine Spitze und kein Inflexionspunkt, dann ist es ein gewéhn- 
licher Punkt, d. h. ein innerer Punkt eines Konvexbogens. Ist also PN 
eine PM naheliegende, aber nicht in der in M beriihrenden Ebene u 
liegende Gerade, dann gehen durch PN entweder keine oder auch zwei u 
naheliegende, F’ beriihrende Ebenen. * 

Im folgenden kommt durchgehend nur der UmriB @ aus einem 
Punkt P der Fliche selbst in Betracht. Es ist dann leicht zu sehen, dab 
Schnabelspitzen nicht vorkommen kénnen. Aber weil eine Haupttangente 
auBerhalb des Beriihrungspunktes keinen Punkt mit der Fliche gemein 
hat, sind Dornspitzen auch nicht vorhanden. Der Fall, daB P mit M 2zu- 
sammenfillt, bleibt freilich besonders zu betrachten, was wir jetzt tun 
werden. Es sei in diesem Falle erstens P ein elliptischer Punkt, dann ist 
P fiir die Schnittkurve y von F’ mit der in P beriihrenden Ebene z ein 
uneigentlicher Doppelpunkt, und aus P geht keine Tangente an y. Die 
Spur von z in der Bildebene ist also eine Gerade, die mit @ keinen Punkt 
gemein hat. Ist aber P ein allgemeiner hyperbolischer Punkt, dann ist es 
leicht nachzuweisen, daB die Spur p von a eine Doppeltangente von 
wird, deren Beriihrungspunkte 7’, und 7, die Spuren der beiden in P be- 
riihrenden Haupttangenten ¢, und ¢, sind. Legt man nimlich durch ¢, eine 
beliebige von x verschiedene Ebene, so erhilt man als Schnittkurve mit 
F™ eine Kurve y dritter Ordnung, die in P einen Inflexionspunkt hat. 
Jede in der Bildebene liegende, von p verschiedene und durch 7, gehende 
Gerade hat deshalb auBerhalb 7’, eine unpaare Zahl von Punkten mit o 
gemein. Weil paar ist, muB 7, deshalb auf  liegen und daselbst ent- 
weder ein gewéhnlicher Kurvenpunkt oder auch ein Inflexionspunkt sein. 
Nur fiir die Gerade p selbst weiB man nicht, ob sie auBerhalb 7’, eine 
paare oder eine unpaare Zahl von Punkten mit m gemein hat. Weil aber 
@ auch in 7, eine Tangente haben soll, kann dies keine andere als p 
sein. Ebenso sieht man, daB p auch in 7, eine Tangente an ist; p ist 
also eine Doppeltangente an o.*) : 

Liegt P auf einer Geraden oder Fliche, dann sieht man, indem man 
durch a Schnittebenen legt, daB die Spur A von a ein uneigentlicher 
Doppelpunkt ist, wenn a keine parabolischen Punkte hat. Hat sie aber 
solche und ist P kein parabolischer Punkt, dann ist P ein gewéhnlicher 
Doppelpunkt von , deren Tangenten die Spuren der in den parabolischen 
Punkten von a beriihrenden Ebenen sind. Eine Tangente in A wird eine 
Wendetangente, wenn eine der genannten beriihrenden Ebenen in zwei 
Geraden oder auch in einem Punktoval schneidet. Die Spur der in P 


——_. 


*) DaB 7, und T, nicht beide Inflexionspunkte von sein kinnen, kann man 
direkt auch durch Betrachtung des Umrisses schlieBen. 


a 














Elementarflichen dritter Ordnung. 557 


beriihrenden Ebene ist eine aus A an @ gehende beriihrende Gerade, die 
in der Spur der anderen in P beriihrenden Haupttangente beriihrt. 

Wir sind im obigen ohne weiteres davon ausgegangen, daB der Umrib 
@ vorhanden ist. Es ist dies nicht notwendig, wenn P ein elliptischer 
Punkt der Fliche ist. Wenn aber P ein allgemeiner hyperbolischer Punkt 
ist, dann existiert der UmriB sicher. Man sieht dies, indem man durch 
eine in P beriihrende Haupttangente Schnittebenen legt, denn aus einem 
Inflexionspunkte P einer Kurve y dritter Ordnung gehen sicher Tangenten, 
die y auBerhalb P beriihren. 

Dies bleibt noch richtig, wenn P ein nicht parabolischer Punkt einer 
Geraden a der Filiiche ist, denn durch P geht dann auch eine allgemeine 
Haupttangente, den Fall ausgenommen, wo P ein Schnittpunkt zweier Ge- 
raden a und 6 der Fliache ist. Hat aber wenigstens die eine dieser Geraden 
z. B. a zwei parabolische Punkte, dann gehen wie in § 1 Seite 553 angegeben, 
durch a Ebenen, welche F in Kurven zweiter Ordnung schneiden, die keine 
Punkte mit a gemein haben. An diese Kurven gehen Tangenten aus P, 
und der UmriB ist also vorhanden. Noch unerledigt ist nur der Fall, dab 
beide durch P gehende Gerade a und b ohne parabolische Punkte sind. 
Die Ebene (ab) schneidet dann F' auBer in a und Bb noch in einer Ge- 
raden c. Wir kénnen davon ausgehen, daB diese drei Gerade nicht durch 
denselben Punkt gehen, denn sonst wiirde sich auf a noch ein para- 
bolischer Punkt vorfinden, so daB wir auf den friiheren Fall zuriickkom- 
men. Legt man durch a Ebenen, so schneiden dieselben F in Kurven x 
zweiter Ordnung, deren Schnittpunkte N mit a eine Reihe von Punkte- 
paaren bilden, die einander trennen (siehe § 1 Seite 552). Weil (ab) und 
(ac) ein solches Paar ist, gibt es Kurven y, an denen man entweder aus 
(ab) oder aus (ac) Tangenten ziehen kann. Es gelte dies z. B. fiir (ac), 
so daB ein UmriB @, aus @=—(ac) vorhanden ist. Fiir diesen UmriB sind 
die Spuren A und C von a und ¢ zwei uneigentliche Doppelpunkte; in- 
folge der ,,Sdtze“ (§ 2, Nr. 11), gehen dann durch A wenigstens zwei 
Tangenten an @,, welche auBerhalb A beriihren. Deshalb gehen durch 
die Gerade a wenigstens zwei Ebenen, welche F' auBerhalb a in zwei 
Punkten R und S beriihren. Aber dann} miissen auch die Geraden PR 
und PS bzw. in R und in S beriihren, d. h. der UmriB @ aus P enthiilt 
jedenfalls die Bilder R, und S, der Punkte R und S und hat in diesen 
Punkten bestimmte Tangenten. Die als Elementarkurve vorausgesetzte 
Kurve @ hat also jedenfalls zwei Bogen, die durch R, und S, gehen, und 
muB also vorhanden sein. 
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§ 3. 
Jede allgemeine Elementarfliche dritter Ordnung enthilt wenigstens 
eine Gerade. 


Wir bilden den UmriB @ der Flaiche aus einen allgemeinen hyper- 
bolischen Punkte P, in welchem Fall der UmriB sicher existiert; einen 
hyperbolischen Punkt hat man jedenfalls in dem Inflexionspunkte eines 
ebenen Schnittes. Indem wir davon ausgehen, dab  keinen Doppelpunkt 
hat — sonst wiirde durch P eine Gerade der Fliche gehen —, kann 
nur paare Zweige haben. 

Denken wir uns zuerst, daB die Flache keine parabolischen Punkte 
hat. Dann hat @ nicht nur keine Doppelpunkte und Spitzen sondern 
auch keine Inflexionspunkte. Enthalt nun die Fliche keine Gerade, dann 
hat @ auBer der Spur p der in P beriihrenden Ebene auch keine Doppel- 
tangente. Die Gerade p kann nicht denselben Zweig von @ zweimal be- 
riihren, denn der durch die Beriihrungspunkte bestimmte innere Bogen 
wiirde zwei Inflexionspunkte geben.*) Es ist also @ aus projektiven Ovalen 
zusammengesetzt, von welchen zwei die Gerade p beriihren. Darin liegt 
aber ein Widerspruch, denn zwei Kurven zweiter Ordnung, welche ein- 
ander nicht schneiden, haben entweder keine oder vier Tangenten mit- 
einander gemein. 

Denken wir uns nun, daB die Fliche einen parabolischen Punkt A 
enthalt. Die in A beriihrende Ebene schneidet F™ in einer Kurve dritter 
Ordnung mit Spitze, die einen Inflexionspunkt P hat: Aus diesen Punkt 
bilden wir wieder den Umri8 der Flaiche.**) Enthalt nun die Fliche keine 
Gerade, so kann keine andere Doppeltangente haben als die Spur p der 
in P beriihrenden Ebene. Beriihrt diese aber zwei getrennte Zweige x, 
und x, von @, dann hat man wieder denselben Widerspruch wie oben, 
denn x, und x, schneiden einander nicht. 

Es kénnte aber p auch einen Zweig x zweimal beriihren, und dann 
auf diesem einen inneren Bogen bestimmen, der zwei Inflexionspunkte hat, 
Aber keine von diesen kann das Bild A, von A sein, denn die Tangente 
in A, an @ geht der Konstruktion zufolge durch einen Endpunkt des 
genannten inneren Bogens, was nicht méglich ist, wenn A, diesem Bogen 
angehdért.***) Es muB deshalb entweder x einen neuen Inflexionspunkt 
haben; oder es muB sich ein anderer Zweig vorfinden, der nicht zweiter 
und also vierter Ordnung ist. In beiden Fallen muB wenigstens ein neuer 


*) Siehe: ,,Siitze § 2 (3). 
**) Siehe: ,,Siitze* § 2 (5). 
***) Siehe: ,,Sitze“ § 2, Bemerkung zu (3). 
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innerer Bogen auf einem Zweig von @ vorkommen; und also auch eine 
von ¢ verschiedene Doppeltangente. 

Jede allgemeine Elementarfliche dritter Ordnung enthilt also wenigstens 
eine Gerade. 

Es liegt nahe anstatt des obigen Beweises einen anderen zu fihren, 
der einem der fiir die algebraischen Flichen tiblichen ganz analog ist. 

Man betrachte zuerst die Regelfliiche, welche durch zwei Gerade 1, 
und J, und eine ebene Elementarkurve «, als Leitlinien bestimmt ist; 1, 
und /, diirfen nicht in der Ebene von «, liegen und nicht einander, da- 
gegen wohl a, schneiden: im letztgenannten Falle sorge man nur, alle Teile 
der Regelfliiche mit zu beriicksichtigen. Die Fliche schneidet eine Gerade |, 
allgemeiner Lage in einer paaren Zahl von Punkten, weil die durch J,, J,, 1, 
bestimmte Regelfliche eine paare Zahl von Punkten mit «, gemein hat. 
Durch Fortsetzung sieht man sogleich, daB die Regelfliche, die durch drei 
Elementarkurven «,,«,,@, als Leitlinien bestimmt ist, paar sein mub, 
wenn sie existiert, und wenn alle ihre Teile mitgerechnet werden. 

Wir wihlen nun «,, «,, «, als drei ebene Schnittkurven unserer Fliche, 
die nicht durch denselben Punkt gehen. Hier kommt offenbar eine unpaare 
Zahl von Kegelfliichen dritter Ordnung in Abrechnung. Als Rest bleibt 
eine Regelfliiche 9 unpaarer Ordnung, die sicher existiert, und deren Er- 
zeugende «,, @,, @, in getrennten Punkten schneiden. Die Fliiche g schneidet 
eine vierte ebene Schnittkurve a, von F™ in einer unpaaren Zahl von 
Punkten; aber es wird nicht jede durch einen solchen Schnittpunkt 
gehende Erzeugende vier getrennte Punkte mit F™ gemein haben. Es 
sei z. B. P ein Schnittpunkt von «, mit «,. Durch P geht eine unpaare 
Zahl von Geraden, die «a, und «, schneiden. Aber von diesen sind schon 
einige friiher abgerechnet, niimlich diejenigen, die zugleich durch die 
Schnittpunkte von «, mit «, gehen, und die Zahl dieser Geraden ist auch 
unpaar. AuBer diesen Geraden gehen also durch P eine paare Zahl von 
Geraden, welche F™ nicht in getrennten Punkten schneiden. Da dies fiir 
jeden der Schnittpunkte («,@,), (a), (@,a,) gilt, bleibt als Rest eine un- 
paare Zahl von Geraden, welche die Flaiche in vier getrennten Punkten 
schneiden, und also mindestens eine Gerade. 

Dieser Beweis ist ganz davon unabhiingig, ob die Fliche Doppel- 
punkte hat oder nicht, und ist korrekt, wenn die Fldche analytisch und 
tiberall regulir ist; zwei analytische tiberall regulire Kurven kénnen naim- 
lich nur dann unendlich viele Punkte miteinander gemein haben, wenn 
sie entweder ganz zusammenfallen oder wenigstens einen Zweig miteinan- 
der gemein haben. Wenn also die y. Staudtschen Schnittpunktssiitze in 
der gréBten ihnen mit Wahrscheinlichkeit zukommenden Allgemeinheit 
bewiesen waren — was aber, soviel ich weiB, nicht der Fall ist — dann 
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wiirde man den Satz dieses Paragraphen von jeder stetigen und ge- 
schlossenen Flache dritter Ordnung ohne jede Ausnahme aussprechen: 
k6nnen. 


§ 4. 


Jede allgemeine Elementarfliche dritter Ordnung enthilt wenigstens. 


drei Gerade, welche in einer Ebene liegen. 
Es sei a eine auf der Fliche F™ liegende Gerade. Wir bilden den 


UmriB @ der Fiache aus einem auf a liegenden Punkte P, der nicht auf 


einer anderen Geraden liegt und kein parabolischer Punkt ist. Unter den 
aus der Spur A von a an @ gehenden Tangenten ist die eine die Spur p 
der in P beriihrenden Ebene z. 

Wir denken uns nun erstens, daB a keine parabolischen Punkte ent- 
halt. A ist dann ein uneigentlicher Doppelpunkt von a, und es geht aus 
A an den Zweig von , der von p berihrt wird, noch eine Tangente ¢. 
Die Ebene (pt) schneidet F™ in drei Geraden, denn jede durch a gehende- 
Ebene schneidet in diesem Fall die Fliche in einer Kurve zweiter Ord- 
nung*), und diese hat in diesem Fall einen Doppelpunkt. 

Wenn auf a zwei parabolische Punkte liegen, dann ist A entweder 
ein eigentlicher Doppelpunkt auf einem Zweig g oder auch ein Schnitt- 
punkt zweier Zweige von w. Im ersten Fall erkennt man erstens das 
Vorhandensein einer a nicht schneidenden Geraden ¢ auf F™. Weil die 
Kurve @ nimlich nur den einen Doppelpunkt A hat, wird sie wenigstens 
eine Doppeltangente haben (siehe ,,Siatze“ § 2, Nr. 6), und diese kann nicht 
durch A gehen; die Doppeltangente ist aber das Bild einer Geraden c 
der Flache. An den Zweig von o, der von p beriihrt wird, geht nun wie 
im ersten Fall aus A noch eine Tangente ¢, und die Ebene (a?) beriihrt 
F™ in einem Punkt R, der nicht auf liegen kann. Die Ebene (at) =m hat 
also jedenfalls den nicht auf a liegenden und von R verschiedenen Punkt 
(we) mit F™ gemein, und schneidet demnach dieselbe in drei Geraden. 

Wenn aber A ein Schnittpunkt zweier Zweige dritter Ordnung 
und w von @ ist, dann gehen aus A zwei Tangenten f, und f, an m und 
und ebenso zwei g, und g, an ~. Es ist nun leicht darzutun, dab f, und f, 
durch die zwei in A beriihrenden Tangenten a, und a, getrennt sind, 
wobei a, diejenige Tangente sein mége, welche @ beriihrt. Nehmen wir 
nimlich an, daB f, und f, durch a, und a, nicht getrennt sind. Die Ge- 
rade a, schneidet m in drei Punkten, von welchen zwei in A liegen. 
Drehen wir nun eine Gerade / stetig und in einem bestimmten Sinne um 
A von a, bis a,; es kann dies unter der gemachten Annahme so ge- 


*) Siehe Seite 552. 
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schehen, daB dabei weder /, noch f, tiberschritten wird. Es kann deshalb 
kein Schnittpunkt von / mit g verschwinden, und es wiirde auch a, den 
Zweig g in drei Punkten schneiden; das ist aber unméglich, denn a, 
wiirde dann sechs Punkte (von denen drei in A liegen) mit m +p ge- 
mein haben. Von den Ebenen (a/,) und (af,) wird also den Bemerkungen 
Seite 553 zufolge die eine (aber auch nur die eine) die Flache in einer 
Kurve zweiter Ordnung schneiden, die Punkte mit a gemein hat, d. h. die 
eine (und nur die eine) der Ebenen (af,) und (af,) oder auch der Ebenen 
(ag,) und (ag,) schneidet F™ in drei Geraden, denn héchstens die eine 
dieser Ebenen kann die in P beriihrende Ebene sein. Wir haben im 
obigen angenommen, daB keine in A beriihrende Gerade eine Wende- 
tangente ist. Es beeintriichtigt dies aber offenbar nicht den Beweis; nur 
kann in diesem Falle der oben genannte Punkt R auf a fallen, so daB 
man drei durch denselben Punkt gehende und in einer Ebene liegende 
Gerade erhilt. 

Es ist der obige Beweis ganz unabhiingig davon, ob die Fliche ana- 
lytisch ist oder nicht. Wird dieselbe aber als analytisch und iiberall 
reguliir vorausgesetzt, dann kann man auch in anderer Weise vorgehen, 
was hier in Kiirze angefiihrt werden mége, In dem Falle weiB man 
nimlich, daB durch A nur eine endliche Zahl von Tangenten an @ geht, 
und man sieht leicht, daB diese Zahl paar ist; unter den Tangenten findet 
sich die Spur p der in P beriihrenden Ebene. Dreht man nun stetig eine 
Ebene w um a, so kann das Auftreten und das Verschwinden eines (pro- 
jektiven) Ovals in der Schnittkurve von » mit F™ nur durch Uber- 
schreitung emer solchen Stellung geschehen, wo die Ebene die Fliche F™ 
in einem elliptischen Punkte beriihrt. Deshalb ist die Zahl der letztge- 
nannten beriihrenden Ebenen paar. Die Zahl der durch a gehenden Ebenen, 
welche in drei Geraden schneiden muf also unpaar sein, so dab jedenfalls 
eine durch a gehende Ebene in drei Geraden schneidet. 


§ 5. 


Jede allgemeine Elementarfliche dritter Ordnung enthilt hochstens 
27 Gerade. 


Um zu zeigen, daB die Fliche F™ héchstens 27 Gerade enthalten 
kann, kommt es offenbar, nachdem der Satz von § 4 bewiesen worden ist, 
nur darauf an zu zeigen, da8 eine Gerade a der Fliche héchstens von 
zehn anderen geschnitten werden kann, oder auch héchstens von finf 
anderen, von denen nicht zwei in derselben Ebene liegen. Nehmen wir 
nun an, es werde a von sechs anderen Geraden der Fliche: 0,, b,, b,, b,, 
b;,b, geschnitten, von denen nicht zwei in derselben Ebene liegen. Wir 
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kénnen davon ausgehen, daB nicht fiinf von den Geraden b z. B. b,, b,, 
b,, 5,, 6;, von einer und derselben von a verschiedenen Geraden ¢ ge- 
schnitten werden, denn sollte dies der Fall sein, so braucht man nur z. B. 
b, mit derjenigen Geraden b, zu vertauschen, in welcher die Flache noch- 
mals von der Ebene (ab,) geschnitten wird; es kann ¢ namlich jedenfalls 
nicht durch den Punkt (b,5,’) gehen, weil die Fliche keine Doppelpunkte 
hat. Es gibt also fiinf getrennte einander nicht schneidende Gerade ¢,, cg, 
Cs, Cg, &, welche je vier der Geraden 5, --- b, schneiden; dab die Geraden c 
von a verschieden sind, folgt daraus, daB die Fliche keine zusammenfallende 
Gerade enthalt. Es mégen die Bezeichnungen so gewihlt sein, daB c, 
siimtliche Gerade b,---b, mit Ausnahme von b, schneidet (r <5). 

Die Geraden ¢ schneiden die Ebene (ab,) in fiinf Punkten, von 
welchen wenigstens drei entweder auf ), oder auf },’ liegen miissen. Es 
mégen 2. B. die drei Geraden ¢,,¢,,¢, alle die Gerade b,’ schneiden. Das 
durch b,, 5, und 6,’ als Leitlinien bestimmte Hyperboloid enthilt also die 
Geraden ¢,, ¢,,¢, und a. Aber dann hat jede Leitlinie des Hyperboloids 
vier Punkte mit der Fliche F™' gemein, und diese miiBte das Hyper- 
boloid ganz enthalten. Damit ist der Satz bewiesen. 


§ 6. 


Eine allgemeine Elementarfliche dritter Ordnung enthilt entweder 
3 oder 7 oder 15 oder 27 Gerade. 


Wir gehen von drei in einer Ebene liegenden Geraden der Fliche 
@,, 43, @, aus, und nehmen vor der Hand an, da diese nicht durch den- 
selben Punkt gehen. Sie bilden ein Dreieck, dessen Ebene mit @ bezeich- 
net werden midge; es liege die Dreiecksecke A, der Seite a, gegeniiber. 
Die Spur der Gerade a, in einer festen Ebene, die wir als Bildebene 
wihlen, nennen wir B.. 

Um nun die neuen — die von a,, a, und a, verschiedenen Geraden — 
der Fliche zu bestimmen, betrachten wir den UmriB o, der Fliche aus 
einem Punkte P einer Geraden a,. Hat a, zwei parabolische Punkte — 
was der schwierigere Fall ist — dann wird B, ein eigentlicher Doppelpunkt 
von @,, und es ergeben sich, wie wir sehen werden, fiinf verschiedene 
Méglichkeiten. Die durch a, gehenden dreifach beriihrenden Ebenen wer- 
den aus P in Tangenten abgebildet, die aus B. an @, gehen. Um in jedem 
Fall die durch eine der zwei anderen Geraden a gehenden dreifach be- 
riihrenden Ebenen zu bestimmen, bilde man den UmriB der Fliache aus 
dem Schnittpunkte der Geraden. Man erhilt dann eine Kurve mit zwei 
eigentlichen oder uneigentlichen Doppelpunkten, und die Benutzung der 
Siitze 9, 10, 11 in ,Siitze“ § 2 ergibt, daB entweder gleich viele von 9 
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verschiedenen dreifach beriihrenden Ebenen durch die zwei Geraden gehen, 
oder auch durch die eine vier, durch die andere keine; doch sind es immer 
gleich viele, wenn keine der Geraden parabolische Punkte hat. 

Die Geraden der Flache miissen in den dreifach beriihrenden Ebenen 
liegen, aber nicht jede dreifach beriihrende Ebene enthilt solche Gerade. 
Um zu entscheiden, ob in einer durch a, gehenden dreifach beriihrenden 
Ebene » Gerade der Fliche liegen, haben wir die folgenden schon in § 4 
benutzten Hilfsmittel: 

Es enthilt u neue Gerade, 

I) wenn a, keine parabolischen Punkte hat; 

ll) wenn im voraus wenigstens eine a, nicht schneidende Gerade 
nachgewiesen worden ist; 

Ill) wenn w durch die in den parabolischen Punkten von a, beriihren- 
den Ebenen von einer durch a, gehenden Ebene nicht getrennt ist, von 
der man im voraus weiB, daB sie die F™ in einer Kurve zweiter Ord- 
nung schneidet, die mit a, Punkte gemein hat. 

Wir wollen uns nun zuniichst an den Fall halten, dab die Gerade a, 
zwei parabolische Punkte hat, und bilden den Umrifi @, der Fliche aus 
einem allgemeinen Punkte P von a,, d. h. einem Punkte, der kein para- 
bolischer Punkt ist und auch nicht auf a, oder a, liegt. Es hat o, in B, 
einen eigentlichen Doppelpunkt. Dieser ist entweder ein Schnittpunkt 
zweier unpaaren Zweige m und y, oder auch ein Doppelpunkt eines paaren 
Zweiges; B, als Doppelpunkt eines unpaaren Zweiges zu nehmen ist aus- 
geschlossen, weil , sonst noch einen Doppelpunkt haben wiirde. 

Im ersten Falle gehen aus B, zwei Tangenten an g, und zwei an y, 
indem beide dritter Ordnung sein miissen. Aber unter den Ebenen, die a, 
mit diesen Geraden verbinden, gibt es, wie wir in § 4 Seite 560—561 gesehen 
haben, nur zwei, welche die Fliiche in Kurven zweiter Ordnung schneiden, 
die Punkte mit a, gemein haben. Diese sind teils die in P beriihrende 
Ebene z, teils die Ebene (a,a,a,) =o. Es wird also, wenn w, keine an- 
deren Zweige als m und w hat, a, von keiner neuen Geraden geschnitten. 
Aber auch a, und a, werden von keiner neuen Geraden geschnitten, denn 
das Bild einer solchen Geraden aus P wiirde Punkte mit o = p+ y ge- 
mein haben, was unzulissig ist (siehe Seite 555 unten). 

Durch a, gehen in diesem Falle auBer @ zwei dreifach beriihrende 
Ebenen. Aber ebenso viele miissen durch a, und a, gehen (Siitze § 2, 9). 
Wir -haben also eine Fiche mit drei Geraden und sieben dreifach be- 
riihrenden Ebenen. 

Der UmriB o, kann aufer m und w noch einen aber auch nur einen 
paaren Zweig a haben. An @ gehen aus B, zwei Tangenten h, und hy. 
Diese kénnen durch die zwei in B, beriihrenden Tangenten nicht getrennt 
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sein, weil sonst eine der letztgenannten Tangenten Punkte mit « gemein 
haben wiirde, was nicht angeht, weil @, vierter Ordnung ist. Die zwei 
Ebenen (a,h,) und (a,h,) enthalten deshalb entweder keine neue Gerade, 
oder jede von ibnen erhilt zwei neue Gerade (siehe Seite 553). 

Denken wir uns erst, dab keine neuen Geraden auftreten, welche a, 
schneiden. Aus dem oben genannten Grunde (II) werden dann auch a, 
und a, von keinen neuen Geraden geschnitten. Nach unserer Voraussetzung 
hat a, parabolische Punkte; wir werden nun zeigen, daB in dem vorliegen- 
den Fall auch a, und a, parabolische Punkte haben miissen. Betrachten 
wir namlich den Umrib @,* aus A,; dieser hat keine Doppeltangente, weil 
keine a, schneidende Gerade vorhanden ist. Es ist nun nicht méglich, 
daB B, und B, beide uneigentliche Doppelpunkte von @,* sein kénnen. 
Aus jedem dieser Punkte z. B. aus B, miiBten dann (,,Siitze“ § 2, Nr. 11) 
Tangenten’ i,, i,,--- an @,* gehen, und in jeder Ebene (a,i,), (ai) 
wiirden infolge (1) a, schneidende Gerade liegen, was ausgeschlossen ist. 
Es ist aber auch unmdglich, dab B, im eigentlicher, wihrend B, ein un- 
eigentlicher Doppelpunkt von @,* ist. B, kann niimlich nicht ein Doppel- 
punkt eines Zweiges « von ,* sein, denn @ mUBte dann wenigstens zwei 
Doppelpunkte haben (,,Sitze“ § 2, Nr. 6). Es kann aber B, auch nicht ein 
Schnittpunkt zweier unpaaren Zweige g’ und wy’ von @,* sein, denn sind 
die aus B, an g’ und wy gehenden Tangenten f,'f,9,'9,,, dann miissen 
einer schon oft benutzten Bemerkung zufolge (siehe Seite 561) zwei der 
Ebenen (a,/,')---(4,9.) Gerade der Fliche enthalten. Es miissen also 
B, und B, beide eigentliche Doppelpunkte sein, d. h. a, und a, haben 
beide parabolische Punkte. 

Wir bilden nun den Umri8 , aus einem allgemeinen von A, und A, 
verschiedenen Punkt von a,, und es hat diese Kurve einen und nur einen 
eigentlichen Doppelpunkt B,, waihrend sie keine Doppeltangente hat. Sie 
wird deshalb zwei sich in B, schneidenden Zweigen dritter Ordnung 
g, und y, enthalten (,,Siatze“ § 2, Nr. 6). Es gehen aus B, an a, ent- 
weder sechs oder auch vier Tangenten, je nechdem @, auBer g, und y, 
noch einen paaren Zweig a, enthilt oder nicht.: Im ersten Fall gehen 
durch a, auBer g noch vier, im zweiten Falle noch zwei dreifach be- 
riihrende Ebenen, Nur die erstere Méglichkeit ist aber zuliissig (,,Siitze“ 
§ 2, Nr. 9), denn durch a, gehen auBer g noch vier dreifach beriihrende 
Ebenen. Man sieht in derselben Weise, daB auch durch a, vier dreifach 
beriihrende Ebenen gehen. Man hat also eine Fliiche mit drei Geraden 
und dreizehn dreifach beriithrenden Ebenen. 

Wenn jede der Ebenen (a,h,) und (a,h,) zwei neue Gerade enthiilt, 
dann wird a, von vier neuen Geraden geschnitten, wihrend wie oben keine 
neue Gerade a, und a, schneiden, weil w, keine Doppeltangente hat. 
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Durch a, oder a, kénnen dann keine von g verschiedene dreifach be- 
riihrenden Ebenen gehen, denn in einer solchen miiBten Gerade der Fliche 
liegen, weil Gerade, die a, schneiden, vorhanden sind (II). Wir haben also 
eine Fliche mit sieben Geraden und mit fiinf dreifach beriihrenden Ebenen. 

Wir sind nun mit den Umrissen o, fertig, die unpaare Zweige ent- 
halten, und gehen zu dem Fall tiber, daB @, eine einteilige paare Kurve 
ist, die in B, einen eigentlichen Doppelpunkt hat. Die Kurve , hat hier 
wenigstens eine Doppeltangente (,,Siitze“ § 2, Nr.6) und diese muB das 
Bild einer neuen Gerade / der Fliche sein. Die Gerade / schneidet 
entweder a, und a,; sie mdge a, schneiden. Aus B, gehen an @, zwei 
Tangenten niimlich die Spuren der oft erwaihnten Ebenen g und 2, aber 
sonst keine (,,Sitze“ § 2, Nr. 4). Es wird also a, von keiner neuen Ge- 
raden geschnitten. Weil durch a, (auBer g) keine andere dreifach beriihrende 
Ebene geht, so gehen durch a, entweder keine oder auch vier solche 
Ebenen, in diesem Falle aber vier, denn die Ebene (a,l) ist schon eine 
-dreifach beriihrende Ebene. Um zu sehen, wieviele dreifach beriihrende 
Ebenen durch a, gehen, bilden wir den UmriB der Fliiche aus A,. Der 
neue UmriB ,* hat in B, einen eigentlichen Doppelpunkt, indem wir hier 
wie weiterhin immer voraussetzen, daB a, parabolische Punkte hat. Ferner 
hat @,* das Bild von J als eine Doppeltangente oder auch als eine Gerade, 
die keinen Punkt mit w,* gemein hat. Daraus folgt, daB o,* keinen un- 
paaren Zweig enthilt. Es kann nun B, kein Doppelpunkt eines paaren 
Zweiges a von @,* sein. Weil nimlich durch a, auBer @ keine dreifach be- 
riihrende Ebene geht, kann keine durch B, gehende Gerade die Kurve @,* 
auBerhalb B, beriihren und jede durch B, gehende und in der Bildebene 
liegende Gerade muB auBerhalb B, noch zwei Punkte mit o,* gemein 
haben. Wenn nun « nicht durch B, gehen wiirde, dann hiitte die Gerade 
B, B, auBerhalb B, mehr als zwei Punkte mit @,* gemein, was nicht an- 
geht. Die Kurve a,* muB also aus zwei paaren Zweigen « und p zu- 
sammengesetzt sein, die sich in B, und B, schneiden. Aber an eine solche 
Kurve vierter Ordnung kann aus B, keine Tangente gehen, d. h. durch a, 
geht (auBer g) keine dreifach beriihrende Ebene. 

Betrachten wir nun endlich den Umrif @, der Fliiche aus einem von 
A, und A, verschiedenen allgemeinen Punkte von a,. Dieser UmriB hat, 
weil keine neue Gerade a, oder a, schneidet, keine Doppeltangente, und 
mu deshalb entweder unpaare Kurvenziige enthalten, welche sich in B, 
schneiden, oder auch lauter paare Kurvenzweige, fiir welche }, ein un- 
eigentlicher Doppelpunkt ist (,,Siitze“ § 2, Nr. 6). Im letzten Falle mu 
@, aus Ovalen zusammengesetzt sein, die nicht auBerhalb einander liegen, 
weil @, keine Doppeltangenten hat, und zwar aus drei Ovalen, weil aus 
B, sechs Tangenten an @, gehen. Das ist offenbar unméglich. Deshalb 
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enthalt @, zwei Kurven dritter Ordnung, die sich in B, schneiden, und 
auBerdem noch ein Oval, weil sechs Tangenten aus B, an , gehen. Aber 
dann sind wir zu dem friiher betrachteten Falle zuriickgekommen — nur 
mit Umtauschung von a, mit a4, — und wir finden wieder entweder die 
Fliche mit sieben Geraden oder die Fliiche mit drei Geraden und mit 
13 dreifach beriihrenden Ebenen. 

Wir gehen nun zu dem Fall iiber, dab @, zwei paare Zweige hat, 
von welchen der eine « in B, einen eigentlichen Doppelpunkt hat. Aus B, 
gehen zwei Tangenten h, und h, an «, weil sonst eine Gerade, welche B, mit 
einem Punkte des anderen Zweiges 6 verbindet, auberhalb B, zwei Punkte 
mit « und wenigstens zwei Punkte mit 6 gemein haben wiirde. Aus dem 
ganz analogen Grunde miissen aus B, auch zwei Tangenten h, und h, an 6 
gehen. Zwei der Ebenen (a,h,) ---(a,h,) sind @ und z und enthalten also 
keine neue Gerade. Die zwei iibrigen miissen aber neue Gerade enthalten. 
Die zwei Tangenten in B, an , bestimmen niamlich zwei Winkelriume; 
in dem einen von diesen liegen die durch B, gehenden Geraden, welche 
die von B, ausgehenden Pseudozweige von « in je einem Punkte schnei- 
den, wihrend in dem anderen die durch B, gehenden Geraden liegen, 
welche entweder zwei Punkte mit einem der genannten Pseudozweige ge- 
mein haben oder auch keinen Punkt mit « gemein haben. Die vier Tan- 
genten h,, h,, hs, h, miissen also in einem bestimmten der zwei Winkel- 
riiume liegen, so daB nach (III) entweder alle Ebenen (a,h,)---(a,h,) die 
Fliche in Kurven zweiter Ordnung schneiden miissen, die Punkte mit a, 
gemein haben, oder auch keine. Das letztere ist aber nicht méglich, weil 
jedenfalls eine der Ebenen nimlich @ in zwei Geraden schneidet. Zwei 
durch a, gehende Ebenen enthalten also neue Gerade. 

Weil durch a, auBer g noch zwei dreifach beriihrende Ebenen gehen, 
werden auch durch a, und a, zwei solche Ebenen gehen, und jede von 
diesen enthailt neue Gerade (II). Die Flache hat also 15 Gerade. Weil 
jede neue Gerade der Fliiche a, oder a, oder a, schneidet, gehen durch 
jede Gerade der Fliche drei dreifach beriihrende Ebenen, und jede von 
diesen muB drei Gerade enthalten (11). Die Fliche hat also 15 Gerade und 
15 dreifach beriihrende Ebenen. 

Jetzt kommen wir zu dem Falle, dab @, anBer «@ noch zwei andere 
paare Zweige 6 und y hat. Aus B, gehen zwei Tangenten an jeden Zweig 
und in den durch a, und diese Tangenten gehenden Ebenen liegen acht 
neue Gerade. Man sieht hier ganz wie im vorigen Falle die Existenz von 
vier neuen a, schneidenden Geraden. Durch jede der Geraden a, und a, 
gehen auber @ keine oder auch vier dreifach beriihrende Ebenen und in 
jeder dieser Ebenen liegen infolge (Il) zwei neue Gerade. Nun haben je 
zwei der Kurven «, 6 und y vier Tangenten miteinander gemein; dies 
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folgt aber (,,Satze“ § 2, Nr. 5), wenn nur das Vorhandensein einer gemeinsamen 
Tangente feststeht. Um dies z. B. fiir 6 und y nachzuweisen, braucht 
man nur zu zeigen, daB es Tangenten an f§ gibt, die y schneiden, sowie 
auch solche, die nicht schneiden. Ein beliebiger Punkt M von y ist aber 
ein uneigentlicher Doppelpunkt von f; also gehen aus M an 6 zwei Tan- 
genten, indem MB, die Kurve £ nicht schneidet. Die aus B, an 6 gehende 
Tangente schneidet aber y nicht. Ebenso sieht man, daB z. B. « und B 
Tangenten gemein haben miissen, denn die aus B, an 6 gehende Tangente 
schneidet «, wihrend eine 6 und y gemeinsame Tangente « nicht schneidet. 
Die Kurve o,= « + 6 + y hat also jedenfalls 12 Doppeltangenten, welche 
Bilder von Geraden der Fliche sein miissen. Nun sahen wir oben, dab 
die Gerade a, und a, zusammen von keiner, von acht oder auch von 
16 neven Geraden geschnitten werden miiBten. Weil die Zahl dieser Ge- 
raden entweder gleich 12 oder gréBer sein mu, sieht man also, dab a, 
und a, beide von acht neuen Geraden geschnitten werden. Wir haben also 
eine Fliche mit 27 Geraden und die Zahl 45 der dreifach beriihrenden 
Ebenen erhalt man in iiblicher Weise. 

Hiermit sind wir fertig, denn @, kann nicht mehr als drei Zweige haben. 
Hatte nimlich w, vier Zweige, dann wiirde die Kurve wenigstens 4K, ,= 24 
Doppeltangenten haben, was ganz wie oben zu sehen ist. Diese miiBten 
Bilder yon a, und a, schneidenden Geraden sein, was unzulissig ist, weil 
eine Gerade nach § 5 héchstens von zehn anderen geschnitten werden kann. 

Es ist nicht ohne Interesse, daB man dies auch ohne Zuriickgreifen 
auf § 5 sehen kann. Denken wir uns nimlich, dab der UmriB o, aus 
einer Kurve @ mit einem eigentlichen Doppelpunkte in B, und auberdem 
noch aus s — 1 anderen paaren Kurven £,, f,,---, 6,_, zusammengesetzt 
sei. An diese Kurven gehen aus B, (,,Siitze“ § 2, Nr. 11) 2s Tangenten, 
von welchen zwei die Spuren der Ebenen g und a sind. Durch a, 
gehen also auBer g noch 2s— 2 dreifach beriihrende Ebenen, und wenn 
2s —2> 4 ebenso viele durch a, und a,. Ganz wie oben sehen wir, dab 
in jeder der neuen durch a, gehenden dreifach beriihrenden Ebenen, auBer 
a,, zwei neue Gerade liegen, und aus Il folgt dann, daB auch in jeder der 
anderen Ebenen zwei neue Gerade liegen. Die Zahl der Doppeltangenten 
von @, ist deshalb héchstens gleich 4(2s—2), weil so viele Gerade a, 
und a, schneiden. Aber auf andere Weise erhalten wir eine niedrige Grenze 
derselben Zahl. Je zwei der Kurven a, f,, §,,---, 8,_, haben niamlich 
vier gemeinsame Tangenten, so wie wir es oben gesehen haben. Aber die 
Kurve « hat wenigstens eine Doppeltangente, denn sonst miiBte sie auBer J, 
noch einen Doppelpunkt haben (,,Siitze“ § 2, Nr. 6). Die Bedingung 


4(2s—2)>4°°—9 4 1 
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ist aber fiir ganze positive S nur fir s = 1, 2, 3 befriedigt, so dab wir 
auch in dieser Weise sehen, daB durch unsere Abziihlung die verschiedenen 
méglichen Formen der Umrisse @, erschépft sind. 

Es eriibrigt noch, den Fall in Betracht zu ziehen, daB die Fliche 
keine Gerade mit parabolischen Punkten hat, was wir in aller Kiirze tun 
kénnen. Hier wissen wir nimlich im voraus, da® jede dreifach beriihrende 
Ebene drei Gerade der Fliiche enthilt und daB durch je zwei Gerade der 
Fliche immer gleich viele dreifach beriihrende Ebenen gehen (s. 8. 552). 

Betrachten wir wieder den UmriB o, der Fliche aus einem allge- 
meinen Punkte P einer Geraden a,. Dieselbe kann keine unpaare Zweige 
haben, denn zwei solche wiirden sich in einem eigentlichen Doppelpunkte 
schneiden. Es muB aber w, auch wenigstens zwei paare Zweige haben. Der 
UmriB @,* aus A, existiert niimlich (s. Seite 566) und es gehen deshalb 
aus B, wenigstens zwei Tangenten an o,*, d. h. durch a, gehen auBer o 
noch wenigstens zwei dreifach beriihrende Ebenen. Aus B, gehen deshalb 
wenigstens vier Tangenten an ,, niimlich auBer den Spuren der eben 
genannten Ebenen noch die Spuren von g und az. Es hat deshalb @, we- 
nigstens zwei Zweige. Die oft erwiahnten Schliisse zeigen dann offenbar, 
daB die Fliiche 15 oder 27 Gerade hat, je nachdem o, zwei oder drei 
Zweige hat; die Zahl der dreifach beriihrenden Ebenen bleibt auch wie 
friiher. Dab w, mehr als drei Zweige haben kann, ist infolge § 5 aus- 
geschlossen.*) 

Wir haben in unserer Diskussion vorausgesetzt, daB die drei urspriing- 
lich gegebenen Geraden nicht durch denselben Punkt gehen. Es ist aber 
nicht nétig, diesen Spezialfall in seinen Einzelheiten durchzufiihren. Der 
einzige Unterschied in den benutzten Umrissen @ besteht darin, dab hier 
eine der Tangenten im Doppelpunkte B eine Wendetangente ist; wenn 
man aber diese Tangente den aus B, ausgehenden Tangenten hinzurechnet, 
dann kann man dieselben Schliisse mit geringen Anderungen durchfiihren. 
Ferner haben wir auch den Satz benutzt, daB durch zwei sich schneidende 
Gerade entweder gleichviele — oder auch 0 oder 4 — dreifach beriihrende 
Ebenen gehen. Projiziert man aber in dem vorliegenden Fall die Fliche 


*) In dem friiheren Falle, wo auf a, parabolische Punkte vorhanden waren, 
konnten wir mittels einer Ungleichung die Maximalzahl der Zweige von , direkt be- 
stimmen. Auf Grund der gleichen Schliisse erhiilt man hier 
(s—1) 


4(2s—2)<4°* : 


wo das Gleichheitszeichen nicht auszuschalten ist. Die Méglichkeit s—4 ist also 
nicht ausgeschlossen. Es kommt, wie ich hier bemerke, darauf an zu beweisen, dab 
eine allgemeine Elementarfliiche dritter Ordnung ohne jegliche parabolische Punkte 

nicht vorhanden ist, ein Satz der unzweifelhaft richtig ist. , 
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aus A, dann wird der UmriB eine Kurve dritter Ordnung, und fir sie 
sieht man den Satz ohne weiteres; zugleich ist ersichtlich, daB jede der 
urspriinglichen Geraden héchstens von acht neuen Geraden geschnitten 
werden kann. 

DaB Elementarfliichen von den gefundenen Typen tatsiichlich existieren, 
weiB man aus der Theorie der Flichen dritten Grades. 

Wir haben in unserer Untersuchung nur den Umrif der Fliche aus 
einem Punkte P einer Geraden a derselben betrachtet. Daraus ergeben 
sich aber leicht die wesentlichen Eigenschaften des Umrisses aus einem 
beliebigen Punkte P, der Fliche. Nehmen wir z. B. die Fliche mit 27 Ge- 
raden und a mit parabolischen Punkten an. Der UmriB aus P hat dem 
Obigen zufolge drei getrennte Zweige a, 8 und y, von welchen der eine « 
in der Spur B von a einen Doppelpunkt hat. Aus B gehen zwei Tan- 
genten an jeden Zweig. Verschiebt man nun P in P, — wobei keine 
andere Gerade iiberschritten werde —, dann gehen # und y in getrennte 
Zweige tiber. Aber « muB sich in zwei Zweige zerlegen. Wenn das nim- 
lich nicht der Fall wire, dann wiirde eine aus B an «@ gelegte Tangente 
nicht einer Doppeltangente des neuen Umrisses beliebig nahe liegen kénnen, 
wenn P, beliebig nahe an P gewihlt wird, was doch notwendig ist. Der 
neue Umrif hat also vier Zweige. Auer den Tangenten, welche zweien 
dieser Zweige gemeinsam sind, hat der Umrib, wenn die Spur der in P, 
beriihrenden Ebene immer mitgerechnet wird, noch vier ,,Doppeltangenten 
erster Art* — nach der Benennung von Zeuthen —, die entweder einen 
Zweig zweimal beriihren oder auch keinen Punkt mit der Kurve gemein 
haben. Insbesondere kann ein beliebiger Umrif héchstens acht Wende- 
tangenten haben. Es ist leicht dieses Resultat auch fiir die anderen Fille 
zu_bestiitigen. 

Ich fihre dies nicht niher aus, sondern will nur bemerken, da die 
obigen Betrachtungen die Mittel bieten, die bekannten lagengeometrischen 
Beziehungen auf einer Fliche dritten Grades auch auf die allgemeinen 
Elementarflichen dritter Ordnung zu iibertragen.*) Aber der UmriB einer 
allgemeinen Elementarfliche dritter Ordnung aus einem Punkte der Fliche 
ist eine spezielle Elementarkurve vierter Ordnung, was schon daraus er- 
sichtlich ist, daB eine allgemeine Elementarkurve vierter Ordnung beliebig 
viele Wendetangenten haben kann. 


*) Siehe F. Klein, Uber Flichen dritter Ordnung, Math. Ann. 6, 8. 551—581, und 
H. G. Zeuthen, Etudes des propriétés de situation des surfaces cubiques, Math. Ann. 8, 
S. 1—30. 
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§ 7. 
Beispiele von Elementarflichen dritter Ordnung. 


Wenn man eine Elementarfliche dritter Ordnung bestimmen will, 
liegt es nahe, von einer Flache dritten Grades F* auszugehen und eine 
dieser benachbarte Fliche zu betrachten. Wenn nun die neue Fliche dritter 
Ordnung ist, dann hat sie ebensoviele Gerade wie die algebraische Fliche F’. 
Sei niimlich a eine Gerade von F* und uw eine Ebene, die F* in einem 
Punkte von a beriihrt. Der UmriB von F* aus einem Punkte P der Schnitt- 
kurve von F* mit w hat dann das Bild von a als Doppeltangente. Der 
UmriB der neuen Fliche F™ aus einem P naheliegenden Punkte von F™ 
hat also auch eine a naheliegende Gerade als Doppeltangente, d. h. jeder 
Geraden auf F* entspricht eine benachbarte Gerade auf F’™. 

Aber man kann nicht ohne weiteres davon ausgehen, dab eine F* 
benachbarte Fliche F’ selbst dritter Ordnung ist. [reilich werden nur 
solche Gerade mehr Schnittpunkte mit / als mit F* gemein haben 
kénnen, welche nach einer Geraden von F* konvergieren, wenn F' nach F* 
konvergiert, aber / kann sich so réhrenartig um die Geraden von F* 
schlingen, daB man ganz im Unsichern bleibt. Man kann aber vielmehr 
aus der hier gegebenen Theorie ausdriicklich schlieBen, daB eine der F* 
benachbarte Fliche im allgemeinen keine Fliche dritter Ordnung sein kann. 
Sei f= 0 die Gleichung von F* und gm = 0 die Gleichung irgendeiner an- 
deren algebraischen Fliche. Wenn dann 


(1) ft+tep=—0 
fiir alle «<< 7 eine Fliche dritter Ordnung wire, dann wiirde (1) fiir alle 
diese Werte von « eine Fliche darstellen, die Gerade enthilt. Die Bedin- 
gung dafiir, daB die Fliiche eine Gerade enthilt, ist aber algebraisch in « 
und miiBte also identisch erfiillt sein, so daB auch g =O Gerade ent- 
halten miiBte. 

Es ist infolgedessen naheliegend, m als aus Ebenen zusammengesetzt 
zu nehmen. Ich bin aber nur mit dem Falle durchgekommen, dab @ aus 


zusammenfallenden Ebenen gebildet ist. Man hat also die Frage: wann 
stellt die Gleichung ; 


(2) A(v, + U9)?**? + ty + Uy + U, + Uy = 0 


eine Fliche dritter Ordnung dar? Hier bedeuten u,—u,(z,y,2) und 


v,= v,(x, y, 2) homogene Polynomien vom Grade r in Parallelkoordinaten 
2, Y, 2. 


Um dies zu untersuchen, betrachten wir zuerst die Gleichung 
(3) {() = A@**+!+ Be+ CP? + Dt+ E=0. 
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Der bekannte Zeichenwechselsatz von Descartes zeigt sogleich, daB (3) 
héchstens drei reelle Wurzeln hat, wenn A und B dasselbe Vorzeichen 
haben. 

Wir suchen nun die Schnittpunkte der Fliiche (2) mit der Geraden: 

z=ar+a;y=—fr+b;2=yrt+e. 
Man erhilt so eine Gleichung 
A(Mr + N)***!+ Pr + Qr?+ Rr+S8=0. 

Diese hat fiir M = 0 héchstens drei reelle Wurzeln. Wir setzen demnach 
Mr + N=t und erhalten: 


dO*+14 PO+ QP+ Rett S,=—0, 


P u, (cc, B, 
P= ek 
Wahit man nun 4 positiv, so muB auch P, positiv sein, d. h. der Quotient 
u;(a, B, y):0,(a, B, vy) muBb, weil @, 8, y voneinander unabhiingig sind, eine 
ganze positive Funktion zweiten Grades sein. Es stellt also (2) eine Fliche 
dritter Ordnung dar, wenn sie die Form hat: 


(4) A(v, + vp)**t* + 0, Wy + Uy + U, + ty = 0, 


wo 4>0 und w, eine definite positive quadratische Form in z, y, 2 ist. 
Z. B. ist die Fliche 


Matyte+1)"t!4+ @t+yts,) (e*?4+y4+2) +27 +y¥+1=0 
eine Fliche dritter Ordnung fiir 2 > 0. 

Die hier gefundenen Flichen schneiden die unendlich ferne Ebene in 
einer Geraden und in einer nicht reellen Kurve zweiter Ordnung. Das ist 
aber dem Obigen zufolge nur méglich, wenn die Fliche drei oder sieben 
Gerade hat. Hier hat also noch eine spiitere Untersuchung einzusetzen. 
In einer anderen Richtung kann man aber mit den hier benutzten Mitteln 
etwas weiter kommen. Anstatt die Zahl der reellen Wurzeln von (3) durch 
den Satz von Descartes zu schiitzen, kann man davon Gebrauch machen, 


dab f(¢) = 0 héchstens drei reelle Wurzeln mehr haben kann, als /’’(¢) =0 
Es ist aber 


f(t) = A(2n+ 1) 2n(2n—1)#*-2?+ 6B=0, 
und diese Gleichung hat keine reelle Wurzel, wenn A und B dasselbe Vor- 
zeichen haben. Hier sieht man aber, daB dies sich, wenn A> O, nicht 


p=m 


iindert, wenn man der linken Seite von f(t) z. B. die Glieder >’ a, sin pt 
hinzufiigt, wenn nur ate 

p=m 

> p*|a,| + 6B>0 

p=l 


ist. 
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Indem wir dieses in einer etwas spezielleren Form als oben gebrauchen, 
finden wir, daB auch die nicht algebraische Gleichung 
pPp=m 
Ag*ti4 Ag+ ut M+ M+ >) a, sin pe = 0 
p=l1 
eine Elementarfliiche dritter Ordnung darstellt, wenn 


p=m 


4>0, A>O und >'pla,|+64>0. 
p=l 


Es schneidet nimlich sowohl die Gerade 


z=const., y=fr+b, 
sowie auch 


z=—az+a, y=f2e+b 
die Flache in héchstens drei Punkten. 


§ 8. 
Die algebraische Fliche dritten Grades als Elementarfliiche. 


Eine Flache dritten Grades ist eine Elementarflache und zugleich eine 
analytische und mit Ausnahme einzelner Punkte iiberall regulire Fliche. 
Man kénnte fragen, ob man aus der Menge aller analytischen und regu- 
laren Flichen durch rein geometrische Bestimmungen die algebraische 
Fliche dritten Grades herausheben kénnte. In dieser Beziechung leistet der 
folgende Satz alles, was man verlangen kann. 

Wenn eine reelle analytische und mit médglicher Ausnahme einzelner 
Punkte iiberall regulire Fiche hichstens sechs reelle Punkte mit einer nicht 
in der Fliiche liegenden Kurve zweiter Ordnung gemein hat, dann ist die 
Fliche, wenn sie wenigstens eine im obigen Sinne allgemeine Gerade a ent- 
hdilt, eine algebraische Fiche dritten Grades.*) 

Als Kurve zweiter Ordnung betrachte ich hier wie friiher auch das 
in zwei Gerade zerfallene Gebilde. 

Die Fliche F' muB erstens dritter Ordnung sein; hatte nimlich eine 
Gerade / vier getrennte Punkte mit F gemein, dann wiirde man immer 
eine 1 naheliegende und / schneidende Gerade finden kénnen, welche auch 
vier Punkte mit F gemein hiitte, so daB (U/,) mehr als sechs Punkte mit 
F gemein haben wiirde. 

Weil F eine analytische Flache dritter Ordnung ist, kann man dem Obigen 
zufolge immer eine durch a gehende Ebene u, finden, welche F in drei ge- 


*) Ich habe diesen Satz zuerst bei dem zweiten skandinav. MathematikerkongreB 
in Kopenhagen 1912 vorgetragen, siehe: Beretning S. 93. 
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trennten Geraden a, b und ¢ schneidet. Eine durch a gehende und yu, hin- 
reichend naheliegende Ebene mu, schneidet F' auBer in a noch in einem pro- 
jektiven Oval «, das zwei Punkte mit a gemein hat. Wir kénnen davon 
ausgehen, da8 « ganz im Endlichen liegt, denn das laBt sich jedenfalls durch 
eine a nicht aindernde projektive Transformation erreichen. Man lege nun 
einen Kegelschnitt x durch fiinf Punkte von «, von welchen drei auf der einen, 
zwei auf der anderen Seite von a liegen. Ist x eine Hyperbel, so werden 
die fiinf Punkte auf einem ,,Zweig“ derselben liegen, denn ein im Endlichen 
liegendes Oval « kann héchstens vier Punkte mit einer Hyperbel gemein 
haben, wenn die Schnittpunkte sich auf beiden ,,Zweigen“ derselben ver- 
teilen sollen. Hiitten sie niimlich mehr als vier Punkte miteinander ge- 
mein, dann wiirden sie einem bekannten Satze tiber Kurven zweiter Ord- 
nung zufolge ebensoviele Tangenten wie Punkte miteinander gemein haben. 
Eine gemeinsame Tangente ¢ liBt aber « an einer bestimmten Seite liegen, 
wihrend die zwei ,,Zweige“ der Hyperbel auf verschiedenen Seiten von ¢ 
liegen miissen. Durch die fiinf auf « gewihlten Punkte geht also entweder 
eine Ellipse oder eine Parabel oder der eine ,,Zweig“ einer Hyperbel. 
Aber in allen diesen Fillen hat x mit a zwei Punkte und also mit F 
jedenfalls sieben Punkte gemein, so dab x mit « zusammenfallend auf / 
liegen muB. 

Wahlen wir nun auf @ einen uw, hinreichend naheliegenden Punkt P, 
werden auch die Ebenen (bP) und (cP) die Fliche in je einem Kegel- 
schnitte bzw. 6 und y schneiden; es ist P der Ebene u, hinreichend nahe 
gewahlt, wenn die spitzen Winkelriume, die durch u, und bzw. (bP) und 
(cP) begrenzt sind, keine Ebenen enthalten, die F in a beriihrenden Ovalen 
schneiden. Die drei Kegelschnitte «, 6, y liegen offenbar auf einer Fliche 
zweiten Grades g*. Durch a, 8, y und a, b, c gehen deshalb zwei Fliichen 
dritten Grades, die eine ist aus g* und u,, die andere aus den drei Ebenen 
(aP), (bP) und (cP) gebildet. Es sei nun Q ein Punkt von F, der nicht 
auf «, 6 oder y liegt, aber im obigen Sinne pm, hinreichend nahe gewahlt 
ist. In dem durch die zwei eben genannten Flichen dritten Grades _be- 
stimmten Biischel geht nun durch Q eine bestimmte Fliche G* und diese 
wird mit F’ zusammenfallen. 

Erstens werden niimlich die zwei Flichen F’ und G* von der Ebene (c Q) 
in demselben Kegelschnitte y, geschnitten, weil die zwei Schnittkurven 
fiinf Punkte miteinander gemein haben: Q und die vier Schnittpunkte der 
Ebene mit a und f. Ferner geht dem Obigen zufolge durch a eine stetige 
Reihe von Ebenen uw, welche F' in Kegelschnitten schneiden, und die 
Schnittkurven von F' und G* mit jeder dieser Ebenen fallen auch zusam- 
men, weil sie sechs Punkte miteinander gemein haben, nimlich die auf 
«, B und y, liegenden Punkte. 
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Die Flichen F und G* haben also ein zusammenhingendes und ste- 
tiges Flichenstiick miteinander gemein und miissen deshalb zusammen- 
fallen, weil sie beide analytisch und — mit Ausnahme einzelner Punkte — 
iiberall regulir sind. 

In dem im Satze ausgenommenen Falle ist der Beweis unbrauchbar. 
Dann ist aber auch der Satz nicht mehr allgemein richtig, wie schon das 
Beispiel einer Kegelfliiche zeigt; eine Elementarkurve dritter Ordnung 
braucht namlich nicht algebraisch zu sein, weil sie héchstens sechs Punkte 
mit einem Kegelschnitte gemein hat. 


Kopenhagen, im Dezember 1914. 





